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Avant-propos

La résolution des équations différentielles ou plus généralement des équations aux dérivées par-
tielles occupe une place importante en ingénierie et en mathématiques appliquées. Chacune de ces
disciplines apporte une contribution différente mais complémentaire & la compréhension et & la
résolution de tels problémes.

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre les équations aux dérivées partielles. On
pense par exemple aux méthodes de différences finies, de volumes finis, aux méthodes spectrales,
etc. On peut sans aucun doute affirmer que la plus largement répandue est la méthode des éléments
finis. Cette popularité n’est pas sans fondement. La méthode des éléments finis est trés générale
et posséde une base mathématique rigoureuse qui est fort utile, méme sur le plan trés pratique.
En effet, cette base mathématique permet de prévoir jusqu’a un certain point la précision de notre
approximation et méme d’améliorer cette précision, via les méthodes adaptatives.

Ce texte est donc une introduction & la méthode des éléments finis. Nous poursuivrons ainsi
deux objectifs. Bien sir, nous souhaitons introduire la méthode des éléments finis et en donner
une description relativement classique. Mais notre principal objectif est d’en dégager aussi les bases
mathématiques plus fondamentales. On peut se demander s’il y a vraiment besoin de s’attarder
autant sur les aspects plus mathématiques. La réponse nous est apparue de plus en plus évidente
au fur et & mesure que se développaient les multiples applications de cette méthode. Les notions
de convergence, de normes, d’espaces fonctionnels sont de plus en plus nécessaires pour aborder
les problémes modernes notamment en ce qui concerne les méthodes adaptatives, les méthodes
de stabilisation et le développement de discrétisations compatibles dans le cas de problémes &
plusieurs variables comme les équations de Navier-Stokes ou les problémes de coques. Pour travailler
sérieusement sur ces problémes, une connaissance superficielle de la méthode des éléments finis ne
suffit plus et on doit aller plus en profondeur.

Il va de soi que poursuivre ces deux objectifs ne va pas sans difficultés. Au risque de déplaire a
tous, nous visons un auditoire assez vaste allant du débutant au lecteur plus aguerri ayant déja une
connaissance de base en éléments finis.

Cet ouvrage s’adresse donc principalement aux étudiants en ingénierie, bien que les étudiants
en mathématiques pourront y voir un complément pratique & leur formation plus théorique. Nous
implorons la patience des étudiants ingénieurs. Les premiers chapitres vous paraitront peut-étre trés
théoriques mais soyez assurés que nous avons réduit au minimum les considérations théoriques et que
nous nous limitons & 'essentiel. Nous implorons aussi I'indulgence des lecteurs ayant une formation
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mathématique plus avancée car, comme nous ’avons déja mentionné, la rigueur mathématique n’est
pas notre obsession, bien que nous ayons fait notre possible pour rester rigoureux.

Dans la mesure du possible, cet ouvrage est auto-suffisant. On retrouve en annexe quelques rap-
pels de notions mathématiques élémentaires portant sur les tenseurs et les changements de systémes
de coordonnées qui sont d’une grande utilité dans I’étude des équations aux dérivées partielles. Une
connaissance des méthodes d’analyse numérique élémentaire est requise et en particulier des notions
d’interpolation de Lagrange et d’intégration numeérique de Gauss qui sont également rappelées en
annexe.

Enfin, nous souhaitons remercier tous ceux qui ont contribué, de prés ou de loin, a la réalisation
de cet ouvrage. En particulier, M. Guy Gendron du groupe interdisciplinaire de recherche en éléments
finis (GIREF) de l'université Laval a accepté d’utiliser ce manuscript dans son cours & l'automne
1999. Ses commentaires et suggestions ont été fort utiles et nous ’en remercions. De nombreux
étudiants ont également émis des commentaires constructifs qui nous ont incités & améliorer certains
passages plus difficiles. Soyez tous assurés de notre reconnaissance.
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Chapitre 1

Introduction et exemples

1.1 Introduction

Pour illustrer le fonctionnement de la méthode des éléments finis et pour justifier I'introduc-
tion d’un certain nombre d’outils mathématiques, nous allons considérer un exemple trés simple et
effectuer une comparaison avec la méthode des différences finies.

Soit donc I’équation différentielle :

[ o= "

ou f(x) est une fonction connue. On cherche donc a obtenir une approximation de la solution u(z)
dans Vintervalle [0, 1]. Pour ce faire, subdivisons cet intervalle en N sous-intervalles de longueur
h = 1/N (les sous-intervalles peuvent éventuellement étre de longueurs différentes). On obtient ainsi
N + 1 points x; vérifiant xg = 0, xy = 1 et pour les points intermédiaires :

T = Tit1 — & =h

i
Na
On note wu;, 'approximation de u(x;) au point x;. Les conditions aux limites imposent que ug =
uy = 0. La méthode des différences finies consiste & discrétiser directement I’équation différentielle
en remplagant les dérivées de u(x) par des différences finies et ce, en chaque point x;. On peut par
exemple utiliser une différence centrée d’ordre 2 (voir Fortin, réf. [10] ) :

o (25) = u(zi1) — 2“}52%) +u@ivy) o(?)

Wil — 2ui + Ui
~ 3

L’équation différentielle s’écrit en chaque point z; :
"
—u'(zi) = f (%)

1



2 Chapitre 1

Figure 1.1 — Solution par différences finies

de sorte qu’en remplacant par la différence centrée, on obtient :

C Wim1 — 2ui + Uig
12

= f(w;)

et ce pour ¢ allant de 1 jusqu’a N — 1. Dans ’équation précédente, on a bien sir négligé le terme
d’erreur O(h?) et il en résulte une approximation d’ordre 2. On obtient ainsi un systéme linéaire de
(N —1) équations en (N — 1) inconnues de la forme :

2 -1 0 O 0 [ owuy ] [ f(z1) ]

0 -1 2 -1 0 us f(z3)

: : .. . 0 . -

0o -~ 0 -1 2 -1 UN-—2 flzn-2)
0 0 -~ 0 -1 2 | Lun-] | f(zn-1) |

La résolution de ce systéme linéaire tridiagonal est simple et fournit une solution approximative
de I’équation différentielle de départ aux points x;. Ainsi, a la figure 1.1, on peut voir la solution
numérique obtenue avec 10 intervalles (h = 0,1) et la fonction f(x) = —6z. Dans ce cas, on vérifie
facilement que la solution analytique est u(z) = 2 — 2. On peut dés lors constater que la solution
numeérique est une bonne approximation de la solution analytique.

La méthode des éléments finis procéde tout autrement. Nous allons donc reprendre 1’exemple
précédent par cette méthode, mais sans justifier toutes les étapes puisque nous ne sommes pas encore
en mesure de le faire. Multiplions 'équation différentielle 1.1 par une fonction dite test w(x) que
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nous supposerons pour l'instant quelconque et intégrons sur lintervalle [0, 1]. On obtient :

/0 1 —" (z)w(z)dz = /0 1 F(@)w(z)de

Intégrons maintenant par parties (en supposant que w(x) soit suffisamment réguliére) pour obtenir :

1 1
/ o (z)w' (z)dz — (v (Dw(1) — o' (0)w(0)) = / flz)w(x)dx
0 0

Si on suppose maintenant que w(0) = w(1) = 0, on obtient une formulation variationnelle qui
consiste & déterminer une fonction u(x), vérifiant u(0) = u(1) = 0 et telle que :

1 1
/ o (z)w'(z)dx :/ f(@)w(z)de Yw(xz) | w(0)=w(l)=0 (1.2)
0 0

Remarque 1.1

L’expression 1.2 est appelée formulation variationnelle ou plus simplement forme faible de I’équation
différentielle 1.1. On justifie cette appellation par le fait que dans la forme faible 1.2, la fonction
u(x) n’est dérivée qu’une fois alors que dans I’équation différentielle 1.1, elle I'est deux fois. La forme
faible requiert donc mois de régularité que la forme forte. ¢

Il est évident que toute solution de 1.1 vérifie la formulation variationnelle 1.2. Par contre,
I'inverse n’est pas aussi évident. Démontrons-le, toujours formellement. Soit donc u(x) une solu-
tion de la formulation variationnelle 1.2. Essayons de refaire le chemin inverse, jusqu’a 1’équation
différentielle 1.1. En intégrant par parties, on trouve :

1 1
/ —u" (x)w(z)dr + u'(1)w(1) — o' (0)w(0) = / flz)w(x)dx
0 0

c.-a-d. .
/0 (fu"(:v) - f(:v)) w(z)dr =0

qui est valide pour toute fonction w(z) qui s’annule en 0 et 1. Il nous faut déduire de cette équation
que :

—u(z) = f(z) =0

Pour y arriver, il faut effectuer un choix judicieux de fonction w(x). Considérons d’abord la fonction
¢(x) = z(1—x) qui est positive dans 'intervalle |0, 1[ et qui s’annule en x = 0 et = 1. Choisissons
ensuite :

w(z) = ¢(x)(—u"(z) - f(z))
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Cette fonction test w(x) s’annule bien en = 0 et en z = 1 et est donc admissible. On obtient
ainsi :

[ @ - s =o
Puisque l'intégrant est toujours positif et que son intégrale est nulle, on en conclut que :
(—u"(z) = f(2))*¢(x) =0
Puisque ¢(z) ne s’annule pas a U'intérieur de l'intervalle, on peut affirmer que :
—u"(z) = f(x) dans |0, 1]

et donc que u(x) vérifie I’équation différentielle. Il y a donc équivalence entre 1'équation différen-
tielle 1.1 et la formulation variationnelle 1.2. La formulation variationnelle 1.2 ne fait apparaitre
que la dérivée d’ordre 1 de la fonction u(z) (et de la fonction test w(z)) et demande donc moins
de régularité que I'équation différentielle elle-méme qui est dans ce cas d’ordre 2. On parle alors de
formulation faible par opposition a I’équation différentielle dite formulation forte.

Plusieurs questions importantes demeurent en ce qui concerne le développement précédent dont
plusieurs étapes restent largement & justifier.

1. Comment déterminer précisément les fonctions tests w(x) admissibles ?
2. Sous quelles conditions la formulation variationnelle (1.2) posséde-t-elle une solution unique ?

3. Sous quelles conditions la formulation variationnelle (formulation faible) est-elle équivalente a
Iéquation différentielle (formulation forte)?

4. Comment peut-on discrétiser cette formulation variationnelle pour en tirer une solution nu-
meérique comme nous ’avons fait par la méthode des différences finies 7

5. Cette solution numérique converge-t-elle vers la solution analytique? Et & quelle vitesse ?

C’est a toutes ces questions et & d’autres que nous tacherons de répondre dans ce texte. La
méthode des éléments finis est de fait une technique d’approximation des formulations variationnelles
des équations aux dérivées partielles. En essayant de répondre aux questions précédentes, nous
verrons la nécessité d’introduire un certain nombre d’outils mathématiques. C’est I'objet des deux
chapitres suivants.



Chapitre 2

Espaces fonctionnels

L’analyse de la méthode des éléments finis requiert une bonne dose d’analyse fonctionnelle,
outil fondamental pour une véritable compréhension de cette méthode. C’est ’objet de ce chapitre.
Précisons dés le départ que notre objectif n’est pas de donner un cours d’analyse fonctionnelle
complet mais bien de donner les outils de base nécessaires & l'utilisation efficace de la méthode des
éléments finis.

Parmi les outils de base, on retrouve les notions de distributions, d’espaces de Hilbert, de Sobolev,
etc. L’étude de ces notions pourrait faire 'objet d'un livre (et méme de plusieurs) et il va de soi
que nous nous contenterons d’un survol assez rapide mais relativement complet. Nous omettrons
toutefois beaucoup de détails et de subtilités qui ont bien sir leur importance mais qui ne sont pas
essentielles & une bonne compréhension de la méthode des éléments finis.

2.1 Les distributions

Les distributions sont aux fonctions ce que les nombres irrationnels sont aux nombres rationnels.
Les distributions sont en fait une généralisation de la notion de fonction. Nous en ferons une présen-
tation sommaire en nous limitant aux notions essentielles comme la dérivation d’une distribution.
Nous référons le lecteur & Gasquet-Witomski, réf. [11] pour un traitement simple et moderne de la
théorie des distributions. Le lecteur plus averti peut consulter le texte de L. Schwartz, réf. [20] pour
un traitement plus complet et plus classique.

2.1.1 Définitions et propriétés générales

Dans ce qui suit, €2 désignera un ensemble ouvert de R™ dont la frontiére I' est réguliére. Rap-
pelons maintenant deux notions importantes pour la suite.
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Définition 2.1
Le support d’une fonction f(x) est le plus petit ensemble fermé de valeurs de x en dehors
duquel la fonction f(x) est identiquement nulle.

Définition 2.2
Un sous-ensemble de Q) C R" est dit compact s'il est fermé et borné.

Exemple 2.1

La fonction :
|z| si z €] —1,1]

fz) =

0 ailleurs

a comme support U'intervalle fermé [—1, 1] qui est un ensemble compact. B

Un ensemble compact A contient donc tous ses points frontiéres et de plus, puisqu’il est borné,
il existe une constante M telle que :

Ac{z]| |zlla <M}

ou |||, désigne la norme euclidienne du vecteur @ = (z1, 22, -+, Zy) :

(2.1)

Le compact A est ainsi inclus dans un disque de rayon M, pourvu que M soit suffisamment grand.

Définition 2.3
On appelle D(Q2) I'espace des fonctions infiniment différentiables sur 2 et dont le support
est compact et inclus dans Q.

Les fonctions de D(£2) possédent donc la propriété de s’annuler identiquement au voisinage du bord
de 2 ou lorsque la norme de x est suffisamment grande, ce qui nous sera trés utile par la suite. Elles
sont de plus extrémement réguliéres puisqu’infiniment différentiables et leurs dérivées s’annulent
également au voisinage de la frontiére du domaine §2.

Exemple 2.2
Les fonctions e®, z, sinx, etc. sont infiniment différentiables mais ne sont pas & support compact.
Elles n’appartiennent donc pas a D(€2). Inversement, la fonction f(x) = |z| si |z| < 1 et 0 partout
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ailleurs est a support compact (son support est U'intervalle [—1, 1]) mais n’est pas différentiable en
x =0 et o = £1. Cette fonction n’appartient donc pas a D(€2). B

Exemple 2.3
Les fonctions de D(2) ne sont pas triviales a construire. L’exemple le plus simple en dimension 1

est la fonction : ,
b(z) = exp (\x—p?ﬁ) silr—p| <R
0 silt—p|l >R

centrée en x = p et de rayon R et que I'on peut voir a la figure 2.1 dans le cas ot R =2 et p = 0.
Le support de cette fonction est Uintervalle fermé [p — R, p + R]. On choisit les parameétres R et
p de sorte que ce support soit inclus dans le domaine €. Sur I'agrandissement de la figure 2.1, on
constate aisément la transition trés douce (infiniment différentiable) en x = 2 (z = R dans le cas
général). On peut généraliser en plusieurs dimensions cette fonction par la formule suivante :

R ——
px) =4 P <H(w—p)||§—R2) si |z —pll, <R 29)
! iz —pll, > R

Le point p désigne en quelque sorte le centre de la fonction et R le rayon de la bulle. Ici encore, le
disque fermé de centre p et de rayon R doit étre inclus dans 2. La figure 2.2 illustre en dimension 2
le cas oit R = 2 et p est situé a 'origine. On peut ainsi varier le point p et le rayon R pour obtenir
toute une famille de fonctions de D(Q).

|

Pour arriver aux distributions, il est nécessaire d’introduire un peu de terminologie. Une fonction
1 est une application qui associe & un point z un scalaire ¢(z). On peut généraliser cette définition
et ainsi introduire la notion de fonctionnelle.

Définition 2.4

Une fonctionnelle T est une application qui associe a une fonction 1 (z) d’un ensemble F,
un scalaire noté < T, 1 >. L’ensemble de fonctions E est appelé le domaine de définition
de la fonctionnelle.

Une fonctionnelle est une fonction agissant sur des fonctions c¢.-a-d. une «fonction de fonctionss.
Les exemples abondent de fonctionnelles qui nous seront trés utiles. En voici quelques unes.

Exemple 2.4
Si () est une fonction intégrable sur 2, on peut alors définir :

<1,y > / Y(@) dv
Q
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Le domaine de définition de cette premiére fonctionnelle est donc I’ensemble des fonctions intégrables
sur 2. On en conclut que le domaine de définition de la fonctionnelle T} est ’ensemble des fonctions
intégrables sur le domaine €2 c.-a-d. les fonctions pour lesquelles :

/Qw(cc) dv < 00

Notre deuxiéme exemple est bien connu : c¢’est la «fonction» de Dirac définie par :

déf.
< 5@7 w > = w(a’)
Le domaine de définition de cette fonctionnelle est I’ensemble des fonctions définies au point a.
Enfin, si f(x) est une fonction donnée, on peut alors définir une autre fonctionnelle de la facon
suivante :

<7y0 > [ f@yie) do

Il nous faudra préciser un peu plus tard le domaine de définition de cette fonctionnelle c.-a-d. pour
quelles fonctions f(x) et ¥ (x) une telle expression a un sens. On remarque que la fonctionnelle T}
correspond au cas f(z) =1. R

Exemple 2.5
On peut également définir des fonctionnelles agissant sur un vecteur de fonctions :

w = (wi(z1, 22, x3), w2 (x1, T2, T3), W3 (21, T2, X3))

On considére par exemple un corps fait d’un matériau isotrope (en dimension 3) et soumis a des
forces externes (forces par unité de volume en N/m3) :

r(x) = r(x, x2,23) = (r1(z1, 22, 23), r2(21, 2, 23), 73(21, T2, X3))

Sous l'effet de ces sollicitations, le corps se déformera de maniére & minimiser la fonctionnelle énergie

3 2 3 2
1 ow; [ Ow;  Ow;
J(’LU)—Q/Q /\<i1 8:1:1-) +‘Z 4<6$j+6$i> dv /Qr w dv

1,j=1

définie par :

ol A et u sont les coefficients de Lamé du matériau (en pascals).

Le premier terme de cette expression est ’énergie de déformation tandis que le deuxiéme terme
correspond & 1’énergie potentielle des forces externes. On cherchera donc, parmi les déplacements
admissibles w (en m), celui qui minimise cette fonctionnelle non linéaire. Les unités de J(w) sont
des N m, ce qui correspond bien & une énergie. B
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Remarque 2.1

Dans 'exemple précédent, la définition méme des intégrales est imprécise. Pour lui donner un sens
rigoureux, il faut faire appel & la théorie de la mesure et plus particuliérement a 1'intégrale de
Lebesgue (voir par exemple Bartle, réf. [2] ou Jean, réf. [13]). La théorie de Lebesgue donne un sens
précis a des expressions de la forme :

Y(x) dv et P(s) ds
Q o0

et en particulier & dv et ds qui sont alors des mesures. Le lecteur non familier avec cette théorie
peut voir l'intégrale de Lebesgue comme une généralisation de l'intégration classique de Riemann.

¢

Définition 2.5
Une fonctionnelle T est dite linéaire sur ’ensemble de fonctions FE si elle vérifie les condi-
tions suivantes :

1. <T)ip1 + 1o >=<T, 001 >+ <T,1py >, Vipy et Voo € E;
2. <T By >=0<T,p> VBeERetVYeEE;

On peut contracter ces deux conditions en vérifiant que Va1, a0 € R et V1,12 € E, on a :

<T, Oz1¢1 + agthg >=ay < T,¢1 > 4ag < T, 1,[)2 >

Les trois fonctionnelles de I’exemple précédent sont linéaires, comme on peut facilement le constater.
Prenons par exemple la fonctionnelle 7. On a alors :

< Ty, B 5= /Q f(@)Bu(@) dv = § /Q F@)b(@) dv =B < Ty, >

De plus :
<Tpy > = /ﬂ F(@) (W1 (@ + () dv = /Q F (@) (x) do + /Q F(@)s () dv

= <Tf, 91 >+ <Tp,1pg >
Par contre, la fonctionnelle :

< T >= /Q ((x)? dv

ne l'est pas puisque (11 + 12)? # 9% + 2. Il en serait de méme pour la fonctionnelle < T, >=
(¥(a))*.
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Remarque 2.2

Pour compléter le tableau, il nous faudrait introduire la notion de continuité d’une fonctionnelle.
Pour cela, il serait nécessaire d’introduire une topologie sur ’ensemble E et de définir la notion de
fonctionnelle continue. Cela ne nous parait pas essentiel & ce stade-ci pour bien comprendre la suite.
Nous reviendrons un peu plus loin sur la notion de continuité dans le cadre des espaces de Hilbert.

¢

Définition 2.6
Une fonctionnelle linéaire (et continue) définie sur 'espace D(€2) est une distribution. L’en-
semble des distributions posséde une structure d’espace vectoriel que nous notons D’'(Q).

L’espace D'(Q2) est aussi appelé espace dual de D(Q2). Nous reviendrons sur la notion d’espace dual
un peu plus loin. Les trois fonctionnelles linéaires que nous avons vues sont des distributions. En
particulier, la. distribution de Dirac :

< da, ¢ >= ¢(a) Vo € D(Q) (2.3)

est sans doute la plus connue.

Remarque 2.3

Bien que cela soit souvent le cas, les distributions ne sont pas toujours associées & ce qu’on pourrait
qualifier de forme intégrale comme cela est le cas pour les distributions T7 et Ty de I'exemple
précédent. Ainsi, la distribution de Dirac ne peut s’écrire sous forme intégrale bien que l'on trouve
parfois la notation :

/Q S0t dv = ¢(a)

Nous verrons un peu plus loin qu’il n’existe pas de fonction «classique» vérifiant une telle propriété.
Cette notation est donc erronée et ne devrait pas étre employée. Il faut donc éviter d’associer
automatiquement l'expression < T, ¢ > avec une intégrale. ¢

On peut manipuler les distributions, un peu comme les fonctions et définir ’addition, la multi-
plication d’une distribution par un scalaire et 1’égalité de deux distributions.
— Addition de deux distributions :
On définit 'addition de deux distributions 717 et 15 par :

<Ti+ T, 6> < T >+ <o > Vo € D(Q2) (2.4)

— Multiplication d’une distribution 7" par un scalaire § € R :

< o> 576> veeDO (2.5)
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— Multiplication d’une distribution T par une fonction infiniment différentiable h(x) :

<17, > <7 hg > Vo € D(Q) (2.6)

— Egalité de deux distributions :
Les distributions T et T, sont dites égales si :

<Ti,p>=<Ts,¢ > Yo € D(Q) (2.7)

On remarque que les distributions ne sont définies que par 'effet qu’elles produisent sur les fonctions
de D(2). Les définitions paraissent alors naturelles et il est important de noter que deux distributions
sont réputées égales si elles ont le méme effet sur toutes les fonctions de D(€2).

Fonctions localement intégrables et distributions réguliéres

Définition 2.7
Une fonction f(x) est dite localement intégrable si elle est intégrable sur tout compact
inclus dans € ou encore si :

/ |f(x)| dv < oo V¥V compact A C 2 (2.8)
A

L’ensemble des fonctions localement intégrables forme un espace noté L} ().

Notons immeédiatement qu’une fonction peut ne pas étre intégrable sur tout le domaine () mais
étre tout de méme localement intégrable. On pense par exemple a la fonction f(z) = 1 lorsque
Q=R.

On peut associer a une fonction localement intégrable f(z) € L} () une distribution Ty définie
par :

< Ty, ¢ >= /Qf(w)gzﬁ(m) dv Yo eDQ)

Il est facile de constater que ’expression précédente a un sens c.-a-d. :

/Q f(@)d(e) dv| < /Q |f(@)p(x)| dv < M, /K (@) dv < oo

¢

car 'intégrale porte en fait sur le support compact Ky de la fonction ¢ qui y est bornée par
My. Ainsi, & toute fonction localement intégrable, nous avons associé une distribution. Une telle
distribution est dite réguliére. Nous noterons L} () l'espace des distributions associées & une
fonction de L}OC(Q). Inversement, pour une distribution quelconque, il n’est pas toujours possible
de lui associer une fonction localement intégrable. L’espace C}OC(Q) est donc un sous-espace propre
de D'(Q) tel qu'illustré a la figure 2.3.
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Fonctions Distributions

L}, () D'(Q)

RN 5

Figure 2.3 — Espaces de fonctions L} () et de distributions £} ()

loc loc

Lemme 2.1

La distribution de Dirac n’est pas réguliére.

Démonstration :

On doit montrer qu’il n’existe pas de fonction f(x) localement intégrable telle que :

< da, b >= /Qf(a:)gb(:c) v = d(a) Vo € D)

Si une telle fonction f(x) existait, en posant ¢(x) = ¢p(x), ot ¢n(x) est la fonction définie par
léquation 2.2 centrée en a (p = a) et de rayon 1/n (R = 1/n), on aurait :

/ f(®)bn(x) dv = ¢p(a) = e
Q

Si C(a,n) désigne le disque de centre a et de rayon 1/n, on aurait de plus :

et = |gu(a)| < /

c(a,n)

(@) [fnl@)] dv < e / ()] dv

c(a,n)

puisque les fonctions ¢, (x) sont toutes bornées par e~!. La derniére inégalité constitue une contra-
diction puisque le terme de droite tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. &

Dérivées d’une distribution

On peut généraliser la notion de dérivée aux distributions, ce qui nous sera trés utile pour les
équations aux dérivées partielles. Nous nous limiterons pour 'instant aux fonctions d’une variable
et nous supposerons que l'ouvert €2 est tout simplement intervalle ouvert ]a,b[. Soit donc une
fonction continue f(x) dont la dérivée est continue par morceauz c.-a~-d. dont la dérivée posséde
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éventuellement un nombre fini de discontinuités de premiére espéce (sauts de hauteur finie) dans
intervalle ]a, b[. On associe alors a la dérivée f'(z) une distribution Ty définie par :

b
<Tpo>= [ f@swis Ve D(ab)

On peut alors intégrer par parties et écrire :

b
<Tpé> = - / F(@)¢! (2)dz + F(B)B(b) — f(a)é(a)

- -/ ’ F@)o' (@)

Les termes de bord de 'intégration par parties s’annulent car les fonctions ¢ sont & support compact
dans Uintervalle ]a, b[ et doivent donc s’annuler en a et b. Il vient alors que :

b
< Tf/,d) >= —/ f($)¢/($)dx =—< Tf,(bl >

Le raisonnement précédent n’est valide que pour les fonctions f(x) dont la dérivée est continue
par morceaux. Par contre, nous nous servirons de la derniére relation comme définition de la dérivée
d’une distribution. L’idée derriére cela est que ce qui est vrai pour les fonctions usuelles doit étre
encore valide pour les distributions. On peut faire un raisonnement similaire, sous des hypothéses de
régularité appropriées sur la fonction f(x), pour traiter les dérivées d’ordre supérieur. Il en résulte
alors de maniére naturelle la définition suivante.

Définition 2.8
On définit la dérivée d’une distribution 7" par la relation :

<T, ¢ Sdeb T,¢' > V¢ € D(Ja, b)) (2.9)

On définit de maniére similaire, la dérivée d’ordre n :

<7, ¢ > (o7 g0 S Vo € D(la, b)) (2.10)

La dérivée de la distribution T est passée, via 'intégration par parties aux fonctions ¢ qui sont
infiniment différentiables. Il en résulte que, contrairement aux fonctions, les distributions sont toutes
infiniment différentiables.

Exemple 2.6
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Figure 2.4 — Fonction de Heaviside

Nous supposerons dans cet exemple que l'ouvert € est | — 0o, 00[. La fonction de Heaviside ou
fonction échelon s’écrit :
0 siz<O0
H(x) = .
() { 1 six>0

et est illustrée a la figure 2.4. La fonction n’est pas définie en 0 et n’est bien siir pas dérivable au sens
classique a cet endroit. Cette fonction étant localement intégrable, on lui associe une distribution
que nous notons Ty définie par :

< Ty, ¢ >= /ZH(x)¢(x)dx _ /Ooo o(x)da

et dont la dérivée est & son tour définie & ’aide de la relation 2.9 :

<Ty,¢> déf. _ <Ty,¢(x) >=— /000 ¢ (z)dx

= —(¢(00) = ¢(0)) = ¢(0) V¢ €D(Q)
On en conclut immédiatement que :
< Ty, ¢ >= ¢(0) =< g, > Vo € D(N)

et donc, en vertu de la relation 2.7, la dérivée au sens des distributions de la fonction de Heaviside
est tout simplement la distribution de Dirac en 0. B
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Figure 2.5 — Fonction f(z) = |z|

Exemple 2.7
Les distributions étant toutes différentiables, on s’intéresse & la dérivée de la distribution de Dirac.
On a ainsi :

< 6> < a.d 5= —da) Vée DO

Remarque 2.4

Il est tentant d’identifier une fonction localement intégrable et la distribution réguliére qui lui est
associée. Ainsi la fonction de Heaviside serait confondue avec la distribution Ty définie plus haut.
Nous essaierons d’éviter cette association qui peut mener a des abus. ¢

Exemple 2.8
La fonction f(x) = |z| n’est pas différentiable en 0, comme V'illustre la figure 2.5. On peut par contre
lui associer une distribution 7|, définie par :

< Ta)y @ >—/ |z|¢(x)dx

qui elle est infiniment différentiable et dont la dérivée premiére est aussi définie & 1’aide de la
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relation 2.9. Au sens des distributions, on a :

A e G

_ < /_ io —zd(2)de + /0 h xqb'(x)d:z:)

0 [e%)
= wh(@) 20 - / b(x)dz — x(z) [ + /O o(x)dx

= _ /_(; o(x)dx + /Ooo ¢(x)dx = /Z 9(z)¢(z)dz

= <Ty,¢> VopeD)

ou Ty est la distribution réguliere associée a la fonction localement intégrable :

()_ -1 six<O
IE=1 41 siz>0

et en ce sens, T|’x | = T,. Trés souvent, on note abusivement |z|' = g ce qui n’est pas rigoureusement

vrai. Regardons maintenant la dérivée seconde T|’g’c E Au sens des distributions et de ’équation 2.10
avecn =2,0n a:

<to> WP <ny o= [ pld @

_ < /_ : 2(2)dz + /O h xqﬁ”(w)dw)

0 0
= —af @) + / ¢ ()de + 26 ()| / ¢ (x)da

_ /(;gb’(x)da:—/oooqb'(x)dx

= (¢(0) = ¢(=00)) = (¢(o0) — ¢(0)) = 2¢(0)

= <25,0> VopeD)

La dérivée seconde de la distribution associée a la fonction valeur absolue est donc tout simplement
deux fois la distribution de Dirac en 0. Ici encore, on note parfois abusivement |z|” = 2§y, notation
qu’il convient d’éviter le plus possible. B
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On peut maintenant passer & un cas général que nous ne démontrons pas mais qui est facile &
déduire de la discussion et des exemples précédents.

Théoréme 2.1 Soit f(x) une fonction continue et dérivable sauf aux points x;,i = 1,2,---,n ou
elle posséde des discontinuités de premicre espéce (c.-a-d. les limites a gauche et a droite de f(x)
existent et sont finies). La dérivée au sens des distributions de f(x) s’écrit :

n
Tp=Tp+ Y slo, (2.11)
i=1
ol slf est le saut de la fonction f(x) en x = z; qui est défini par :

sl = f(a) = fla7)
*

Remarque 2.5

Il faut savoir interpréter correctement ce résultat. Il nous assure que la dérivée de la distribution

associée & f(x) n’est autre que la distribution associée a la fonction f’(x) (partout ou cette dérivée

existe) plus une contribution provenant des sauts de f(z) et faisant intervenir les distributions de

Dirac aux points correspondants. De toute évidence, si la fonction f(z) est continue, alors T]’c =T}
La dérivée de la fonction de Heaviside entre dans le cadre de ce théoréme. Cette fonction posséde

un saut de hauteur 1 en x = 0 et de plus, Ty = 0, ce qui signifie que Tj; = do. ¢

2.1.2 Distributions de plusieurs variables

Nous pouvons maintenant revenir au cas plus général en dimension n. Soit m = (my, ma, -+, my)
un multi-indice. La dérivée partielle d’une fonction de plusieurs variables f(x1, 22, -, zy) s’écrit :
om f a\m| f

ox™m Oz 0xy'? - - dxy'™
ol [m| =mq +ma+ -+ my.
Suivant cette notation, on peut définir les dérivées partielles d’une distribution.

Définition 2.9
La dérivée partielle de la distribution T par rapport au multi-indice m est :
OMT _ def. Mg

0
AL |m|
< e o> (—1) <T, m Vo € D(Q) (2.12)




20 Chapitre 2

Terminons cette section par quelques exemples dans le cas bidimensionnel.

Exemple 2.9
La simple couche est en quelque sorte la généralisation en 2 dimensions de la distribution de Dirac.
Soit C' une courbe du plan et f(x) une fonction intégrable sur C. On pose alors :

<5t o> /qus ds (2.13)

Il est facile de vérifier que c% est une distribution. En fait, la généralisation de la distribution de
Dirac correspond au cas ou f(x)=1. B

Exemple 2.10
On peut sans difficulté parler de distribution vectorielle de la forme T = (71,75, T3) ou chaque
composante T; est une distribution. On a alors :

3
<T,p>=> <Tdi>  V=1(¢1,62¢) € (D(Q))’

=1

On peut alors généraliser certains résultats connus pour les fonctions vectorielles. B

Exemple 2.11

Fn plusieurs dimensions, les opérateurs essentiels de dérivation sont le gradient, la divergence et le
laplacien. Dans le cas des distributions, par analogie avec la relation A.3 valide pour les fonctions
suffisamment réguliéres, on définit la divergence d’une distribution par ’équation :

v T _ T ves  veeDO (2.14)

en rappelant que les fonctions ¢ s’annulent sur la frontiére de 2. W

Exemple 2.12
Soit un champ de vecteurs u(x) défini sur un ouvert Q = Q; U Qy par la relation :

J ui(z)sixz e
(@) = { uz(x) si x € Ny

On suppose les deux sous-domaines €y et 9 de frontiére I'y et I'y séparés par une surface
(ou une courbe) C (voir la figure 2.6). On suppose de plus que le champ u est dérivable dans le
complémentaire de C' (c.-a-d. partout sauf sur la courbe C) et que sur cette surface, les champs
ui(x) et uz(x) sont discontinus et possédent un saut de hauteur s = ug — uy.
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Figure 2.6 — Domaines 1 et

On peut bien sir associer & w une distribution réguliére que nous noterons Ty,. On a alors en
vertu de la relation 2.14 :
déf.
<V - Ty, o> =" —<Ty,Vo>=—[ u-Vo dv
Q

= —/ uy - Vo dv—/ uz - Vo dv
Ql Q2

On peut appliquer la relation A.3 & chacune des deux derniéres intégrales pour obtenir :

<V -Ty,¢> = V - -ui¢ d’u—/ul-nlqﬁ ds
Ql Fl

+ V - ug¢ dv—/uQ~n2q§ ds
QQ FQ

Les fonctions ¢ s’annulent identiquement sur la frontiére de €2 et les intégrales surfaciques ne portent

en définitive que sur la surface C. On a alors :

<V'Tu,¢> = Vu1q5 dv—/ul‘nlqﬁ ds
951 C

+ V"u,2¢ dv—/ug-nggb ds

Qg C
On choisit maintenant de maniére arbitraire de poser sur la surface C', n = nqy = —n9 et on trouve :
<V -Ty,od>= V- -ui¢p dv+ V - u2¢ d’u+/(s-n)¢ ds
91 Q2 C
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Il en résulte le résultat trés important suivant :

2
<V Ty, ¢> = Z/ Vu; ¢ dvt <6&™ ¢ >
i=1 7% (2.15)

= <Tyg,+to™ o>

Remarque 2.6

Notons que le signe du saut du champ wu & travers l'interface C' est fixé par le choix de la normale
n & cette méme interface et vice versa. Si on change I'orientation de la normale, on change le signe
du saut mais le produit s - n ne change pas puisque :

(U1 —u2) - ng = (U2 —uy) - Ny

Remarque 2.7

L’interprétation de ce résultat est importante. Si un champ de vecteurs est discontinu le long d’une
interface C, la divergence de la distribution associée & ce champ comporte deux parties : une premiére
qui n’est rien d’autre que la distribution réguliére associée a la divergence de u dans chaque sous-
domaine (la divergence y étant bien définie), et une autre partie qui tient compte de la discontinuité
sur C par 'entremise d’une simple couche. 1l est clair que ce résultat généralise ’équation 2.11. ¢

2.2 Espaces fonctionnels linéaires

Définition 2.10
Un espace fonctionnel linéaire est un ensemble S de fonctions définies sur un ouvert €2 et
vérifiant :

1. Siue Set € R, alors fues;
2. Siue Setwe S, alors (ut+w) € 5;

C’est donc un espace vectoriel de fonctions.

Exemple 2.13



Espaces fonctionnels 23

L’ensemble des fonctions continues sur un ouvert Q, noté C%(Q), est un espace fonctionnel linéaire.
De méme, ’ensemble des fonctions k fois différentiables, noté C*(£), est aussi un espace fonctionnel
linéaire. Par contre, 'ensemble :

S = {ueCQ)u(0) =1}

n’est pas un espace fonctionnel linéaire. En effet, si u et w sont dans S alors leur somme vérifie
(u+ w)(0) = 2 et la somme n’appartient donc pas & S. B

L’un des espaces fonctionnels qui nous sera le plus utile est I'espace L?().

Définition 2.11
On note L?(Q2) 'ensemble des fonctions de carré sommable c.-a-d.

/Q(u(x))Q dv < oo}

LQ(Q):{u:QHR

Remarque 2.8

La définition précédente est beaucoup plus subtile qu’elle n’y parait. La théorie de Lebesgue ne fait
pas de distinction entre des fonctions qui ne différent que sur un ensemble dit de mesure nulle. Pour
fixer les idées, mentionnons simplement qu’un ensemble de mesure nulle contient trés peu de points.
Les ensembles finis ou dénombrables de points sont de mesure nulle. Par exemple, la fonction :

) = { 0 si z est un nombre irrationnel
1 si z est un nombre rationnel
sera identifiée & la fonction f(z) = 0 car les nombres rationnels sont dénombrables et donc de mesure
de Lebesgue nulle.
Par la suite, nous ne ferons pas de distinction entre 2 fonctions qui ne différent que sur un
ensemble de mesure nulle. On écrira par exemple :

signifiant ainsi que les fonctions uy et ug sont égales presque partout (p.p.) c.-a-d. sauf peut-étre
sur un ensemble de mesure nulle. ¢

Théoréme 2.2
L?(9) est un espace fonctionnel linéaire. %
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Démonstration :
Pour démontrer que L?(2) est un espace fonctionnel, il nous faut établir que si u est de carré
sommable, alors fu est de carré sommable. Mais :

[ ut@)? o= [ @) dv < oo

Q

et la premiére propriété est démontrée. La deuxiéme propriété concernant la somme de 2 fonctions
requiert un résultat préliminaire qui lui-méme est trés important.

Lemme 2.2 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Si u et w sont des fonctions de L?(12), alors :

/Quw dv| < (/Qu2 dv>1/2 </Qw2 dv>1/2 (2.16)

Soit ¢ un nombre réel quelconque. La fonction (u + tw)? étant positive quel que soit ¢, on a :

Démonstration :

og/(u+tw)2du VtER
Q

ce qui peut également s’écrire :

og/u2dv+2t/uwdv+t2/w2du Vte R
Q Q Q

ou encore :

0< A’ + Bt +C VteR

A—/dev, B—2/uwdv, C—/uzdv
Q Q Q

Il s’agit donc d’un polynéme de degré 2 en la variable ¢ qui est toujours positif. Cela n’est possible
que si le discriminant B? — 4AC est négatif ou nul c.-a-d. B?> — 4AC < 0. En remplacant les
valeurs de A, B et C, on trouve immédiatement l'inégalité de Cauchy-Schwartz ce qui termine la
démonstration du lemme. &

ou :
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Nous sommes en mesure de démontrer que la somme de deux fonctions de L?(£2) est également
dans L%(Q2). En effet :

/(u+w)2dv = /uzdv+2/uwdv+/w2dv
Q Q Q Q

1/2 1/2
/quv+2</u2dv> (/wzdv> +/w2dv
Q Q Q Q

1/2 1/272
= [(/quv> +(/w2dv) ] < 00
Q Q

ce qui compléte la démonstration du théoréme.

IA

Corollaire 2.1

On a l'inclusion L*(Q) C L} (Q).

Démonstration :

Ce résultat découle de I'inégalité de Cauchy-Schwartz. En effet, si f(x) € L?(Q) et si A est un
compact inclus dans €2, alors :

/A!f(a:)!dv = /A|f(:c)|1dv§ </Af2(w)dv>1/2 </Al?dv>1/2

= (volA)'/? < /A () dv) v < 00

ot volA est le volume de A (ou laire suivant la dimension) qui est forcément fini. Les fonctions
de L?(f2) sont en quelque sorte encore plus réguliéres que celles de L}OC(Q) comme en témoigne la
figure 2.7. &

Exemple 2.14
Prenons pour les exemples qui suivent  =]0, 1[. La fonction f(x) = 2~ /* est dans L?(]0, 1[), et ce
méme si elle n’est pas continue en x = 0. En effet :

1 1
/ (37*1/4)2 dr = / 7% dr =2 < 0
0 0

Par contre, la fonction f(x) = 2~%/2 n’appartient pas a L?(]0,1]) car :

1 1
/ (z=Y2)2 dx = / 7 de =Inz||) = oo
0 0
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Figure 2.7 — Espace L?(f)

Toutefois, si on choisit un intervalle ]a, b[ ne comprenant pas l'origine, la fonction f(z) = Y2 sera

dans L?(]a,b[). B

La notion d’espace fonctionnel linéaire n’est pas suffisante pour atteindre notre objectif de ré-
soudre les équations aux dérivées partielles. Il nous faut introduire une métrique sur les espaces
fonctionnels qui nous permettra de traiter aisément des questions de convergence des méthodes
d’éléments finis. Une métrique permet de mesurer la «distance» entre 2 fonctions. Auparavant,
nous définissons le produit scalaire dans un espace fonctionnel qui nous meénera & la notion de
métrique et donc de norme.

Définition 2.12

Un produit scalaire sur un espace fonctionnel linéaire S est une application définie sur le
produit S x S qui associe & un couple (u,w) de S x S un scalaire noté ((u,w))s et vérifiant
les propriétés suivantes :

1. ((u,w))s = (w,u))s Vu,w e S;

2. ((Bu,w))s = (w, fu))s = B((w,w)s  VHER et Yu, we S,
3. ((u1 +uz,w))s = ((ur,w))s + ((ug,w))s Yuq, ug, w € S;
4. ((

u,u))s >0, le produit scalaire n’étant égal a 0 que si et seulement si u p-p- 0;

L’espace des fonctions de carré sommable L?(Q) fournit un premier exemple de produit scalaire. On
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définit en effet le produit scalaire dans cet espace fonctionnel par :

((u,w))o0 :/Quw dv (2.17)

et on vérifie relativement facilement les 4 propriétés du produit scalaire. En fait, seule la derniére
pose des difficultés puisque ((u,u))o,n peut étre nul et ce, méme si u ne s’annule pas en quelques
points (plus précisément sur un ensemble de mesure nulle). En pratique, comme nous l'avons déja
mentionné, on ne fait pas de distinction entre 2 fonctions qui ne différent que sur un ensemble de
mesure nulle.

Définition 2.13
Une norme sur un espace fonctionnel linéaire S est une application de S dans R qui associe
a une fonction u de S un scalaire noté ||u||s et qui vérifie les trois propriétés suivantes :

1. La norme d’une fonction est toujours positive :
lulls >0, Yue S;  Julls=0<u"2L 0 (2.18)
2. Si [ est un scalaire, alors :

|Bulls = 18] lulls V8 € R, Vue S (2.19)

ot || est la valeur absolue de .

3. L’inégalité triangulaire :

lu+wls < lulls + [w]ls Yu,we S (2.20)

Toute application vérifiant ces trois propriétés est une norme. Un espace linéaire peut possé-
der plusieurs normes. En particulier, si un espace linéaire posséde un produit scalaire, il posséde
automatiquement une norme dite induite.

Définition 2.14
La norme induite sur I'espace S par le produit scalaire ((-,-))s est définie par :

lulls = ((u,u)) 5>

11 est facile de vérifier que la norme induite est bel et bien une norme. Nous avons déja introduit
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un produit scalaire sur L?(Q) par la relation 2.17. La norme induite par ce produit scalaire est donc :

fulloe = (s = ( [ 2 o) - (221)

ce qui semble raisonnable, vu la définition de cet espace. Suivant cette notation, l'inégalité de
Cauchy-Schwartz s’écrit plus succinctement sous la forme :

((u, w))o.q < [lulloe [[w]o.o (2.22)

Remarque 2.9

Pour en finir avec la notion d’espace fonctionnel linéaire, il nous faudrait parler de la complétude
d’un espace. Pour ce faire, il faut définir la notion de suite de Cauchy et s’assurer que toute suite
de Cauchy est convergente dans S. On dit alors que D'espace S est complet. Encore ici, cela nous
entrainerait dans des considérations non essentielles & une bonne compréhension de la suite. ¢

Définition 2.15
Un espace fonctionnel linéaire muni d’un produit scalaire (et donc d’une norme induite)
et qui est complet est un espace de Hilbert .

Théoréme 2.3

L’espace lindaire L2(Q) muni du produit scalaire 2.17 est un espace de Hilbert. %

Les espaces de Hilbert jouent un role fondamental en éléments finis. Plus importants encore,
sont certains espaces de Sobolev que nous introduisons dans la section suivante.

2.3 Quelques espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de résoudre bon
nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles restés sans réponse jusque la.
Nous nous limiterons aux espaces les plus utiles en gardant bien & I’esprit que la théorie sous-jacente
est beaucoup plus vaste.

Dans ce qui suit, saul mention explicite du contraire, on suppose 'ouvert €} borné.
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2.3.1 L’espace H!(Q)

Définition 2.16
On note H'(Q) I'espace fonctionnel linéaire défini par :

ou

L*(Q)., 1<i<3
3xi€ (€2), 1<i<3}

HY(Q) = {u e L*(Q) ‘

que 'on munit du produit scalaire noté ((u,w))1 o :

et par le fait méme d’une norme induite :

5 1/2
e = () a)* = ( I ( > () ) dv)

=1

Remarque 2.10

Dans la définition de I'espace H'(€2), il est important de noter que I'on considére la fonction u
et ses dérivées partielles comme des distributions réguliéres associées & des fonctions qui sont non
seulement dans L () mais dans L*(Q2) (voir la figure 2.7). Si on dénote T, la distribution associée
a u, alors on a :

< Ty b >:/u¢dv V¢ € D(Q)
Q

et le terme de droite de cette expression est parfaitement défini puisque u € L?(Q2). De plus, si
u € HY(Q), il existe des fonctions f; € L?(2) telles que :

oT, O o
<8xi’¢> < axi> /Quaxi v /Qfgb v Vo € D(Q)
T,

En effet, si de telles fonctions f; existent, alors de la relation 2.12, on a S = fi au sens des

distributions ce que ’on note abusivement % =fi. &

Remarque 2.11
Si une fonction u est dans H'(Q), alors u et % sont automatiquement dans L?((2) de sorte que

HY(Q) Cc L*(Q) et que :

ou ||?

8:)%

3
lullfo = lulldo+
=1

0,0
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On a ainsi les inégalités :

< fullie (2.23)

— )

0,Q

I

u
< t
o < ulha et | 52

Le produit scalaire ((u, w)); o semble naturel car en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwartz 2.22,
toutes les intégrales impliquées sont finies et la linéarité de 'intégration permet de vérifier aisément
les propriétés d’'un produit scalaire.

Remarque 2.12

Le produit scalaire et la norme de L*(Q2) ont été notés ((u,w))oq et ||ulloq par analogie avec
I'espace H' (), puisque 'on peut dire dans ce cas que la fonction et ses dérivées «d’ordre 0» sont
dans L%(Q2). ¢

Lors de la résolution des équations aux dérivées partielles, il nous faudra introduire des conditions
aux limites, ce qui nous améne & parler de la restriction & la frontiére I' d’une fonction de H'((Q).
Bien que cela semble tout-a-fait naturel de le faire, il faut s’assurer que cette restriction au bord
ait un sens du point de vue mathématique. Heureusement, bien que nous ne le justifierons pas
de maniére tout-a-fait rigoureuse, ces valeurs au bord sont bien définies. Pour s’en convaincre en
dimension 1, on peut faire le raisonnement suivant. On suppose que 2 =]a, b[ et que w € H*(]a, b]).
On peut donner un sens a la valeur a la frontiére w(b) (et par un argument similaire & w(a)) en
considérant le fait que ’on a :

R NCE N
<w“Nb—@> =Gy Ty

dont on déduit, en intégrant sur Ja, b] que :

b r—a b
w(b):/a w'(x)((b_a))dx+/a w(z) ! dx

Chacun des termes de droite de cette équation est bien défini en vertu de l'inégalité de Cauchy-
Schwartz car w(z) et w'(x) sont dans L?(]a, b[). Il en ressort de plus, toujours en utilisant 1'inégalité
de Cauchy-Schwartz que :

1

=

(z —a)
(b—a)

Dans cette inégalité, la constante C' ne dépend que de la géométrie c.-a-d. de a et b.

< Clwly g (2.24)

w(d)] < [Jw'(@)]]oq
0,0

+ lw(@)llo0
0,2

Remarque 2.13
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Le raisonnement précédent n’est plus valide si la fonction w n’est que dans L%(€2). On ne peut donc
pas parler de la valeur au bord (sur la frontiére de ) d'une fonction de L?(f2) autrement que dans
un sens trés faible. ¢

Définition 2.17
La restriction au bord T' d’une fonction de w € H'(Q) est appelée trace au bord de w et
est notée w|r ou encore yo(w).

Théoréme 2.4
L’ensemble des traces au bord des fonctions de H'(Q) forme un sous-espace de L?(T) noté H/?(I).
Plus succinctement, on a :

2o(H()) = HY(T) € TA(T) (2.25)
Démonstration : voir Reddy [18] ou Raviart-Thomas [17]. %

Remarque 2.14
De cette définition, on conclut immédiatement que si g € H/?(T'), alors il existe forcément au moins
une fonction w, € H(Q2) dont g est la trace au bord c.-a-d. :

Yo(wg) =wglr =g (2.26)

Cette remarque sera essentielle lors de I'imposition des conditions aux limites dans les équations
aux dérivées partielles d’ordre 2. Dans le cadre d’une méthode d’éléments finis, pour une condition
aux limites g donnée, nous construirons explicitement la fonction wy de H 1(Q). La fonction wy sera
appellée le relévement de la condition aux limites g. ¢

Théoréme 2.5 (Continuité de la trace au bord)
Si w € HY(Q), il existe une constante C telle que :

[7o(w)llor < C flwll1a (2.27)

[vo(w)lor = </F(70(w))2 ds) 1/2

Le résultat est également vrai si on remplace I' par une partie non nulle I'g de I'. En dimension 1,
on remplace tout simplement la norme || - [[o,r par la valeur absolue comme dans ’équation 2.24. %

ou :
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Ce dernier résultat est connu sous le nom de continuité de la trace au bord et généralise I’équa-
tion 2.24. Il signifie simplement que la trace au bord d'une fonction w de H'(€2) dépend contintiment
de la fonction w. Une autre maniére de voir les choses consiste & dire que si w tend vers 0, alors sa
trace au bord tend également vers 0.

Quelques variantes (sous-espaces) de 'espace H'(f)) sont extrémement utiles en pratique. Il
s’agit des espaces :

H}(Q) = {w e H(Q) |w = 0 sur T}

et :
H%O(Q) ={we H'(Q)|w =0 sur Ty}

ou I'g est une partie de la frontiére I' du domaine §2. En dimension 1, on a par exemple :
H (Ja, b)) = {w(@) € L2(ja,b]) | w/(z) € L*(]a, b))}

et
Hy(Ja,b]) = {w € H'(Ja,b]) | w(a) = w(b) = 0}

tandis que 'on pourrait poser :
Hy, (Ja,b]) = {w € H'(Ja,b[) | w(a) = 0}

ou encore :

Hy, (Ja,bl) = {w € H' (Ja,b]) | w(b) = 0}

Exemple 2.15
Choisissons encore Q =]0, 1[. La fonction f(z) = 23/ est dans H'(]0,1[). En effet :

1 1 9
/ (232 dx = / (23 dx = = < 0
0 0 5

De plus, f'(x) = (3/4)z/* et on a :

! 9 [ 9
/0 (f'(x))de = 16/0 e V2 dy = 3 < 00

Il convient toutefois de remarquer que la fonction f/(z) n’est pas définie en z = 0. B

Exemple 2.16

Choisissons cette fois Q =] — 1,1] et la fonction de Heaviside (voir la figure 2.4) restreinte a cet
intervalle. Il est facile de montrer que H(x) € L?(] — 1,1[). Par contre, nous avons vu qu’au sens
des distributions, T7; = do et que la distribution de Dirac n’est pas réguliére. On ne peut dons pas
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associer & cette distribution une fonction de Li, (] — 1,1]) et encore moins L?(] — 1, 1[). La fonction
de Heaviside n’est donc pas dans H'(] — 1,1[). Il en est de méme, en une dimension, de toutes les
fonctions qui possédent une discontinuité de premiére espéce dans 2.

Théoréme 2.6
L’expression :

lul,0 = (é/ﬂ (55)2 dv) " (2.28)

est une norme sur les espaces Hg(Q) et H%O(Q).

Esquisse de la démonstration :

II faut tout d’abord remarquer la différence entre cette norme (notation avec une seule barre) et
la norme habituelle sur H!(Q) (notation avec 2 barres). C’est I’absence du terme en u2. Il nous
faut donc démontrer les 3 propriétés d’une norme. La seule propriété qui pose des difficultés est la
premiére qui requiert qu’une norme ne s’annule que pour la fonction u PL () 11 est en effet évident
que la quantité 2.28 est toujours positive ou nulle. De plus, si |u|; o = 0, on peut immeédiatement
conclure que toutes les dérivées partielles de u sont nulles (p.p.) et donc que u est une constante.
La conclusion vient du fait que puisque u est nulle au bord (ou sur une partie I'g du bord), cette
constante est forcément 0. ¥

Remarque 2.15

Il est extrémement important de noter que la quantité 2.28 n’est pas une norme sur H'(Q). Le
raisonnement précédent ne peut en effet s’appliquer puisque les fonctions de H'(£2) ne s’annulent
pas toutes au bord. ¢

Définition 2.18
Deux normes || - |1 et || - [|2 sur un espace de Hilbert V sont dites équivalentes s’il existe
des constantes Cy et Cs telles que :

Cy Jwll2 < flwlr < Co flwll2 Yw eV (2.29)

Théoréme 2.7 (Inégalité de Poincaré)

Les normes | - [|10 et |- |10 sont des normes équivalentes sur les espaces H}(f2) et H%O(Q) (mais
pas sur HY(Q)).
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Démonstration (voir Raviart-Thomas [17]). %

2.3.2 L’espace H?*(0)

Définition 2.19
On note H?(Q) I'espace défini par :
0%u
’ 8%181']

du
8:&'

H%*(Q) = {u € L*(Q) L*(Q)

€ L*(Q) 1§i,j§3}

que 'on munit du produit scalaire noté ((u,w))z20 :

3 3
ou Ow Pu  Pw
((uv w))ZQ - /Q uw + Z (8.% (9.@2) * szl (8.@8% 8:@89@) dv

=1 2,7

et de la norme induite :

3
fullzn = | [ (v +3
Q

i=1

Les dérivées sont ici encore prises au sens des distributions. On a aussi :

3
=lulfa+ )

0,2 i,5=1

3

2
0,01 E
i=1

3

2

2
0,2 =1

2 2

0%u
833,‘ ox yi

0%u
81’2'8%]‘

lull3q = lul

ou
6351-

0,0

Puisque I'on requiert que les dérivées d’ordre 2 soit dans L?(2), les fonctions de H?(2) sont plus
réguliéres que celles de H'(Q). Il en est de méme pour la trace au bord.

Définition 2.20
Si w € H?(Q), alors la fonction dw/On définie sur la frontiére T' est appelée la trace
normale de w au bord que 'on note 7, (w). Rappelons que :

0
= w—Vw-n

Y(w) = on

oll n est le vecteur normal unitaire a I
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Théoréme 2.8
L’ensemble des traces au bord des fonctions de H?(€2) forme un sous-espace de L2(I") noté H3/2(T).
Plus succinctement, on a :

(H?(Q)) = H¥*(T) ¢ HY*(I') ¢ L*(T) (2.30)
De plus, I'ensemble des traces normales au bord des fonctions de H?(Q) forme un sous-espace de
L*(I") qui n’est autre que H'/2(T"). On a:
Y (H*(Q)) = HYA(T) € L*(T)

Démonstration (voir Raviart-Thomas [17]). %

Théoréme 2.9
Sig € H3?(T) et h € H/2(T), alors il existe au moins une fonction wyy, € H?(Q) (dite de relévement
des conditions aux limites) dont g est la trace au bord c.-a-d. :

Yo(wgn) = wgn |r = g

et dont A est la trace normale au bord c.-a-d.
8U)gh
Y1 (wgn) = e Ir =h
De plus, on a la continuité de la trace au bord c.-a-d. :

ro(w)llor + I (w)llor = llgllor + lllor < C flwl2g (2.31)

En dimension 1, on remplace tout simplement la norme || - [[o,r par la valeur absolue.
Démonstration (voir Raviart-Thomas [17]). %

Remarque 2.16

Ce résultat sera essentiel lors de I'imposition des conditions aux limites dans les équations aux
dérivées partielles d’ordre 4. Nous supposerons de plus que le résultat est vrai lorsque les conditions
aux limites sur w et dw/dn ne sont données que sur des parties de la frontiere I'. ¢

Définition 2.21
L’espace HZ(Q) est défini par :

H2(Q) = {w € H*(Q) 'w = g% =0 sur F}




36 Chapitre 2

Il est de toute évidence possible de construire des variantes des espaces précédents. 1l s’agit de sous-
espaces de H2(£2) pour lesquels la fonction w et sa trace normale s’annulent seulement sur certaines
parties de la frontiére. Par exemple, on pourrait prendre :

{w € H*(Q) 'w = 0 sur [y, g—i

=0 sur Fl}

ou I'g et I'1 sont des parties de la frontiére I' disjointes ou non et qui ne recouvrent pas forcément
toute la frontiére I'.

Théoréme 2.10
L’expression :

lulo.0 = (/Q(V2u)2 dv>1/2 (2.32)

est une norme sur I'espace HZ(€2).
Démonstration (voir Ciarlet [6]). %

Remarque 2.17

Il est important de remarquer que tout comme la norme 2.28 n’est pas une norme sur H'(Q), la
quantité 2.32 n’est pas une norme sur H2(2). Le résultat précédent peut également s’étendre au
cas ol la fonction et sa trace normale ne s’annnulent que sur des parties I'g et I'; respectivement.
Cette généralisation est cependant assez délicate. ¢

La situation est plus simple en dimension 1 et on a par exemple :
= {w(z) € L*(a,b]) |w'(z) € L*(Ja,b]),w" (z) € L*(Ja,b]) }

ainsi que :

HZ(Ja, b) = {w(z) € H?(]a,b|) }w =w(b) =w'(a) =w'(b) =0}

La norme 2.32 se réduit dans ce cas a :

o= </ab(U"(96))2 dx) (2.33)

Théoréme 2.11
La quantité 2.33 est une norme équivalente a la norme || ||2.o sur 'espace H3(]a,b[) ainsi que sur
les espaces suivants :
- Vi = {w € H*(]a,b])
b

|w(a) = ()
- Vo ={we H?(a,b]) lw
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Esquisse de la démonstration :

Les deux premiéres propriétés d’une norme ne posent aucune difficulté particuliére. Par contre,
si |uloqp; = 0, on en déduit que u”’(x) = 0 (presque partout!) et donc que u(z) = cx + d. Les
conditions aux limites permettent alors de montrer que u(xz) = 0 lorsque u(z) € Vi, Vs, V3, Vy ou Vs.
Par contre, si u(z) € X, on ne peut que conclure que u(x) = d. %

Remarque 2.18
On peut de maniére générale définir les espaces H™(2) en ajoutant les dérivées partielles jusqu’a
ordre m. ¢

2.4 Un résultat d’approximation

La méthode des éléments finis utilise des sous-domaines de forme géométrique simple (des inter-
valles en dimension 1, des triangles ou des quadrilatéres en dimension 2, des tétraédres en dimension
3) sur lesquels on construit des approximations polynomiales. En d’autres termes, la solution ap-
proximative de I’équation différentielle de départ est constituée de polynémes différents sur chaque
sous-domaine. Il est tout de méme important de s’assurer que ’approximation ainsi obtenue soit
dans dans un espace de Sobolev approprié. C’est ’objet du résultat suivant.

Théoréme 2.12
Soit un domaine € constitué de sous-domaines €2; et une fonction u(x) telle que sa restriction a
chaque sous-domaine €2; est un polynéme de degré n. On suppose de plus que les polynomes de
degré n sont dans H'(€2;) quel que soit i. Alors si la fonction u(z) est continue a la frontiére entre
les sous-domaines €, la fonction u(z) appartient a l'espace H'(9). Si de plus, la fonction u(x) est
différentiable au sens classique c.-a-d. ses dérivées partielles d’ordre 1 sont continues & la frontiére
des sous-domaines, alors u(z) € H?().
Démonstration (voir Ciarlet [6]) :
Ce résultat est évident en dimension 1. En effet, si la fonction u(x) posséde une discontinuité de
premiére espéce & la frontiére de 2 sous-intervalles, alors sa dérivée fait intervenir une distribution
de Dirac qui n’est pas dans L*(Q).

Dans le cas général, il est clair que la fonction u est dans L?() puisqu'il suffit de sommer sur les
sous-domaines. Ce qui est moins évident c’est de vérifier que les dérivées partielles de u sont dans
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L%(2) au sens des distributions. Pour le montrer, il nous faut trouver des fonctions f; de L%(12)

telles que :
/j}qﬁdv— / Uge dv Yo € D(Q)
J

Si de telles fonctions existent, en vertu de la definition 2.12, on a a = f; au sens des distributions

et les dérivées partielles sont donc dans L?(Q). Il semble naturel de considérer comme fonctions f;
celles constituées des dérivées partielles de la fonction u restreintes & chaque sous-domaine €2; c.-a-d.

ou
f] |Qi_ 871’]”91
qui sont bien définies sur chaque sous-domaine puisque les polynomes de degré n sont dans H'(;).
On a alors en intégrant par parties (voir la relation A.4) :

0 0
/ fj ‘Ql ¢ dv = e |Qz ¢ dv = —/ ’QL —d) dv +/ u ’QL (bnij ds
o a; 0z; Q Ox; o9,

ou n;; est la j¢ composante du vecteur normal n; a la frontiére de €2; (voir la relation A.4). En
additionnant les contributions de chaque sous-domaine, on trouve :

¢
f'gbdv:—/u dv + / u |, ¢nij ds
/Q ’ o Oz ; GioY 2 g

Le dernier terme de droite est une somme sur les frontiéres des sous-domaines. D’une part, si
0Q; C 09, ce terme est nul puisque les fonctions ¢ y sont nulles. A la frontiére commune entre 2
sous-domaines, 0€2; et 9, on a :

/ u |, ¢ni; ds +/ u |, ¢ni; ds
o0 0

Ces termes s’annulent deux & deux en vertu de la continuité de la fonction u et du changement de
signe du vecteur normal (n;; = —ng;). Les dérivées partielles sont donc dans L?*(Q2) et le théoréme
est démontré. On peut effectuer un raisonnement similaire pour démontrer que la fonction u est
dans H?(f2) si u est non seulement continue mais différentiable & la frontiére des sous-domaines. v

Remarque 2.19
Ce résultat est fondamental car il sera & la base des techniques d’approximation par éléments finis
ou les sous-domaines €2; seront tout simplement les éléments. ¢
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2.5 Exercices

1. Calculer les dérivées premiéres et secondes au sens des distributions des fonctions suivantes :

a)
1 si0O<z<xl
0 ailleurs

)= {

—x st xz<0

f(x):{ sin(z) si z >0

cos(z) si >0

f(x):{ —z stz <0

2. Les fonctions de I'exercice précédent sont-elles dans L?(] — 1, 1[)? dans H*(] — 1, 1]) ? dans
B2 - 1,1)7

3. Calculer, au sens des distributions, V - (kVu) dans le carré |0, 1[x]0, 1] ou :

2 —y? siox>y g si x>y

_ i 2 i <
u(%y):{Q(y z) sz <y etk:{f Esy

Suggestion : Calculer d’abord Vu et bien regarder ce qui se passe sur l'axe y = .

4. Si ) =]—o00,00[, lafonction f(x) = 1 est-elle dans ’espace des fonctions localement intégrables
L} .(9). Méme question pour la fonction f(z) = 1/z dans Q =]0,1].

5. La fonction f(z) = |z| est-elle dans H(] — 1,1[) ? dans H?(] — 1,1])?

6. La fonction f(z) = z(1 — x) est-elle dans HZ(]0, 1[) ? Méme question pour la fonction f(x) =
22(1 —2)27?

7. Pour quelles valeurs réelles de 7, la fonction 2" est-elle dans L?(]0, 1[) ? dans H*(]0,1[) ? dans
H2(]0,1[) ?
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Théoréme de Lax-Milgram

Comme nous ’avons vu au chapitre 1, la résolution d’une équation aux dérivées partielles se
raméne a celle d’'un probléme variationnel. Nous abordons dans ce chapitre les outils de base pour
I’étude des formulations variationnelles.

3.1 Formes linéaires et bilinéaires

Définition 3.1
On appelle forme linéaire une fonctionnelle linéaire sur un espace de Hilbert V. Une forme

linéaire [ vérifie donc les propriétés suivantes :
— I(Pw) = Bl(w) VweVetVseR
— (w1 + w2) = H(w1) + (w2) Ywi,wg € V

Exemple 3.1
Si V= L*(Q) et f(x) € L*(Q) alors :

w) = [ faote) do

est une forme linéaire sur V' comme nous ’avons démontré au chapitre précédent. B

Définition 3.2
Une forme linéaire [ sur l'espace de Hilbert V' muni de la norme || - ||y , est dite continue

s’il existe une constante C telle que :

l(w)] < C lwllv Yw eV (3.1)

41
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Exemple 3.2
La fonctionnelle Iy de I'exemple précédent est continue. En effet, de I'inégalité de Cauchy, on a :

< [fllog lwlio.e

1y(w)| = \ [ 1@uta)

et I'inégalité 3.1 suit en posant C = || fjoo. B

Définition 3.3
L’ensemble de toutes les formes linéaires continues sur un espace de Hilbert V est appelé
espace dual de V et est noté V.

Remarque 3.1

Nous avons déja rencontré la notion de dualité lorsque nous avons défini 'espace des distributions
D'(Q) qui n’est cependant pas un espace de Hilbert. Les duaux des espaces HE(Q) et HZ(2) sont
notés respectivement H—1(Q2) et H~2(0). Notez bien que H~1(Q) est le dual de H}() et non de
HY(Q). ¢

Définition 3.4

Une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert V est une application a qui associe & un
couple (u,w) € V x V un scalaire noté a(u,w) satisfaisant :

= a(frur + Bouz, w) = fra(ur, w) + faa(uz,w) Vui,ug,w € V et V3,52 € R

— a(u, frwy + Pows) = fra(u, wr) + faa(u,we)  Vu,wi,wy € Vet Vp1,02 € R

Une forme bilinéaire est donc linéaire en chacun de ses 2 arguments.

Définition 3.5
Une forme bilinéaire a est dite continue sur V x V g’il existe une constante C telle que :

la(u, w)| < C lully [Jw]ly Yu,w eV (3.2)
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Définition 3.6
Une forme bilinéaire a est dite symétrique si :

a(u,w) = a(w, u) Yu,w eV

43

Exemple 3.3
L’application a définie par :

a(u,w) = / uw dv
Q

est une forme bilinéaire symétrique et continue sur L2(Q). La bilinéarité est en effet triviale a

démontrer. De plus, la continuité vient encore une fois de I'inégalité de Cauchy :

/uw dv
Q

et il ne reste qu’a choisir la constante C égale & 1 dans l'inégalité 3.2. B

< Jlullog flwllos

Exemple 3.4
L’application a définie par :

3
a(u,w):/g(uw—l—Vu~Vw) dv:/§2<uw+zg§§$> dv
=1 T

est une forme bilinéaire continue sur H'(2). La bilinéarité est encore ici facile & vérifier et la

continuité découle de l'inégalité de Cauchy :

ou
85L‘Z'

/uw—kVu'Vw dv
)

IN

[ullo.e [lw

6%

3
oa+2,
i=1

< Aflulliallwl

‘aw

0,2 0,2

1,0

Dans la derniére inégalité, nous avons fait usage des inégalités 2.23. 1l ne reste qu’a choisir la

constante C égale & 4 dans l'inégalité 3.2. B

Définition 3.7
Une forme bilinéaire est dite coercive ou elliptique s’il existe une constante strictement
positive « telle que :

a(w,w) > a ||lw||} YVw eV (3.3)

Une forme bilinéaire coercive est une généralisation de la notion de matrice définie positive
que nous reverrons un peu plus loin.
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3.2 Théoréme de Lax-Milgram

Nous en arrivons au résultat le plus fondamental de cette section. Beaucoup de formulations
variationnelles entrent dans le cadre de ce théoréme.

Théoréme 3.1 (Théoréme de Lax-Milgram)
Soit V un espace de Hilbert et soit [ et a des formes linéaire et bilinéaire continues sur Vet V x V
respectivement (I € V')). Si de plus a est coercive, alors il existe une unique solution u du probléme
variationnel :

# trouver une fonction u € V telle que :

a(u,w) = l(w) Yw eV (3.4)

Démonstration (voir Ciarlet [6]). %

Théoréme 3.2

Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme de Lax-Milgram et si de plus la forme bilinéaire

a est symétrique, le probléme variationnel 3.4 est équivalent au probléme de minimisation suivant :
& trouver u € V telle que :

T(u) = inf J(w) = inf %a(w,w) — I(w) (3.5)
La fonctionnelle J est souvent appelée fonctionnelle d’énergie dans les applications.
Démonstration :

En premier lieu, on démontre que si u est 'unique solution du probléme variationnel 3.4 alors u
minimise forcément la fonctionnelle J sur tout l'espace V. Soit donc w € V' quelconque. On peut
toujours écrire que :

w=u+(w—u)=u+w (w1 =w—u)

On a alors : .
J(w) = J(u+wi) = ia(u—i—wl,u—i—wl) —I(u +wr)

Puisque a est bilinéaire et [ linéaire, on a :

J(w) = = [a(u,u) + a(u, wr) + a(wy, u) + a(wy, wi)] — l(u) — (wy)

N | =
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et la symétrie de a nous donne :

J(w) = <1a(u,u) - l(u)) + (a(u,wy) — l(wy)) + %a(wl, wi)

2
Dans le terme de droite, on reconnait dans la premiére parenthése J(u) tandis que I'expression a
I'intérieur de la deuxiéme parenthése est nulle puisque u est la solution du probléme 3.4. Enfin, la
coercivité de a nous assure que le dernier terme est toujours positif. On a donc :

1
J(w) = J(u) + §a(w1,w1) > J(u)
et donc J(u) est certainement inférieure ou égale a J(w). Puisque ce raisonnement est valide quel
que soit w € V, u minimise bien la fonctionnelle J sur ’espace V.
Inversement, si © minimise J, on démontre que u est aussi une solution du probléme variation-
nel 3.4. Considérons pour ce faire la fonction de la variable réelle € définie par :

1

g(e) = J(u+ ew) = ia(u + ew,u + ew) — l(u + ew)
Puisque u minimise J, la fonction g posséde un minimum local en € = 0, et ce quel que soit w. On
doit donc avoir ¢'(0) = 0, quel que soit w. Mais en développant, on trouve :

2
g(e) = J(u) + € (au, w) = l(w)) + Fa(w, w)
et donc :
g'(e) = a(u,w) — l(w) + ea(w,w) et ¢'(0) = a(u,w) —l(w)

La condition ¢’'(0) = 0 quel que soit w est donc équivalente & 1’équation 3.4. %

3.3 Applications

Nous commencons a aborder dans cette section les applications du théoréme de Lax-Milgram a
la résolution d’équations aux dérivées partielles. Pour simplifier ’exposé, nous abordons séparément
les équations aux dérivées partielles d’ordre 2 et celles d’ordre 4. Nous verrons en effet que les
espaces de Sobolev impliqués sont respectivement les espaces H'(Q) et H?(2) et certains de leurs
Sous-espaces.

3.3.1 Problémes d’ordre 2

Bon nombre d’applications importantes résultent en des équations aux dérivées partielles d’ordre
2. Nous allons établir dans cette section que le cadre fonctionnel approprié est I'espace H'(£2) et ses



46 Chapitre 3

variantes comme H}(Q). L'imposition des conditions aux limites dictera le choix précis de 1'espace
V.

Exemple 3.5
Nous avons maintenant tous les moyens nécessaires pour revenir sur le probléme présenté au chapitre
1. Rappelons que I'équation différentielle est :

(3.6)

et que nous avons obtenu la formulation variationnelle :

1 1
/ o (z)w' (z)dx = / f(x)w(z)de Yw(xz) | w(0)=w(l)=0 (3.7)
0 0

En regardant de plus prés la formulation variationnelle, on constate que seule la dérivée d’ordre
1 de u (et de la fonction test w) est présente. On en conclut que I'espace H'(]0,1[) a toutes les
chances de répondre & nos besoins c.-a-d. de nous permettre de vérifier les hypothéses du théoréme
de Lax-Milgram. De plus, les conditions aux limites sur u nous forcent a choisir H}(]0, 1]). Le terme
de droite sera défini si, par exemple, la fonction f(z) est dans L2(]0,1[) ou plus généralement si
f € H1(Q). On reformule donc le probléme sous la forme :

& pour f(x) dans L?(Q), trouver u dans H}(]0,1]) telle que :

1 1
/ o (z)w' (z)dz = / f(x)w(z)dr Yw € HY(]0,1]) (3.8)
0 0

Vérifions maintenant les hypotheses du théoréeme de Lax-Milgram. On pose donc V = H}(]0,1[) et :

1 1
a(u,w):/o u (z)w' (x)dx et l(w):/O f(@)w(z)dx

Nous avons déja établi la continuité de la forme linéaire I(w). La bilinéarité de la forme a est triviale
& démontrer. De plus, cette forme bilinéaire est symétrique et continue. En effet, en se servant une
fois encore de I'inégalité de Cauchy, on a :

|a(u, w)| = < [W/llog [lw'lloge = [ul.o [who

/0 1 o (z)w' (z)dw

et le résultat suit puisque | - 1o est une norme sur H}(]0,1[). Enfin :

1
a(w,w) = /0 w'(x)w' (z)de = \w[%Q

et la coercivité suit en posant a = 1. B
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Remarque 3.2

Dans l'exemple précédent, nous avons utilisé la norme |-|; o pour vérifier les hypothéses du théoréme
de Lax-Milgram. Cela était rendu possible car | - |1 o et || - ||1,o sont des normes équivalentes sur
'espace Hi(]0,1[). En pratique, sur un espace V quelconque, on vérifie les hypothéses du théoréme
de Lax-Milgram en utilisant parmi différentes normes équivalentes sur I'espace V celle qui nous
facilite le plus le travail. ¢

Exemple 3.6
Cet exemple est simplement une généralisation en plusieurs dimensions de I'exemple précédent. Soit
donc f(z) une fonction de L?(f2) et considérons I’équation aux dérivées partielles :

-V - (kVu) = f dans Q
u=0 surD

On peut aisément donner plusieurs interprétations physiques a ce probléme. On peut par exemple
considérer u comme une température (en °C), k comme étant la conductivité thermique (en W/(m
°C)) que nous supposerons constante (et strictement positive) et f(a) comme une source d’énergie
(en W/m3). La température est maintenue & 0 sur la paroi du domaine €.

Il parait encore ici naturel de considérer I’espace H&(Q) puisque les conditions aux limites sur
u sont homogénes (nulles). En multipliant par une fonction test w € H}(£2), on trouve & I’aide du
théoréme de la divergence A.5 :

/kVu-dev—/kauwds:/fwdv Vw € H} ()
Q r on Q

L’intégrale de bord fait intervenir deux termes. Tout d’abord le terme kg—;; qui apparait natu-
rellement, suite & 'utilisation du théoréme de la divergence. Pour cette raison, on dit que c’est
une condition aux limites naturelle du probléme. L’autre terme est la fonction test w. Puisque
w € H(Q), lintégrale de bord s’annule (mais ce ne sera pas toujours le cas) et on obtient la
formulation variationnelle :

/ kEVu-Vw dv = / fwdv Yw € HLHQ) (3.9)
Q Q

qui est une généralisation multidimensionnelle de ’exemple précédent. On vérifie alors les hypothéses
du théoréme de Lax-Milgram de maniére similaire. ll

Remarque 3.3
Le probléme variationnel 3.9 est équivalent au probléme de minimisation :

1
J(u)= min J(w)= min /k:|Vw|2 dv—/ fw dv
weHE () weH}(Q) 2 Jq 0
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puisque la forme bilinéaire :

a(u,w) = / kEVu - Vw dv
Q

est symétrique. Les unités de cette fonctionnelle sont des W °C. On utilise cependant rarement cette
interprétation en pratique et on préfére travailler directement avec la formulation variationnelle 3.9.

¢

Remarque 3.4

Dans cet exemple, nous avons choisi la fonction f(x) dans I'espace L?(£2) pour simplifier I’exposé.
En fait, ce probléme est bien posé si le terme de droite est une forme linéaire continue sur Hg ().
Il suffit donc que f soit dans le dual de H{ () soit H~1(€2). Il faudrait alors remplacer le terme de
droite dans la formulation variationnelle par < f,w > puisque rien ne nous permet de supposer que
la distribution f peut s’écrire sous une forme intégrale. ¢

Les deux exemples précédents sont particuliers en ce sens que les conditions aux limites sont
nulles dans les deux cas. Il est temps de voir ce qui arrive dans le cas de conditions aux limites non
homogenes. On se servira ici de certains résultats établis au chapitre précédent.

Exemple 3.7
Considérons le probléme :
-V - (kVu) = f dans Q
{ u=g surl

On peut interpréter physiquement ce probléme comme pour I’exemple précédent & I’exception prés
que la température a la paroi est maintenue & une valeur g(x) éventuellement non nulle. Nous
résoudrons ce probléme de deux fagons différentes qui aboutiront bien sir a la méme formulation
variationnelle. Cela nous permettra de montrer comment on traite les conditions aux limites non
homogénes.

Premiére facon :

Tout d’abord, il convient de noter que la fonction g se doit d’appartenir & 'espace Hl/Q(F) pour
que le probléme ait un sens. De plus, il serait tentant de considérer :

V={w € H(Q) |w; = gsur '} (3.10)

mais ce n’est pas un espace fonctionnel linéaire. La clé vient de ’équation 2.26 qui assure ’existence
d’une fonction u, € H1(Q) dont g est la trace au bord. En ce sens, on dit que pour un probléme
d’ordre 2, 'imposition de u sur la frontiére (ou une partie de la frontiére) est une condition aux
limites essentielle. On appelle cette étape le relévement des conditions aux limites essentielles. On
décompose alors la fonction recherchée u en une somme du + uy ot du € HE(Q) et s’annule donc
sur I'. On considére ensuite le probléme équivalent :

-V - (kVéu) = f+ V- (EVu,) dans
bu=0 sur
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On s’est donc ramené une fois de plus & un probléme avec conditions aux limites homogénes. 11 est
facile de vérifier que les deux formulations fortes sont équivalentes. En multipliant par une fonction
test w € HY(€2) et en intégrant par parties, on trouve, a I'aide du théoréme de la divergence A.5 :

/kV{Su-dev— k%&twds—/fwdv—/kVug dev+/ —wds
Q

Puisque w € H} (), les intégrales de bord s’annulent et on obtient la formulation variationnelle
suivante :
& trouver du € H} () telle que :

/kvau.Vw dv—/fw dv—/kVug-Vw dv Yw € Hy(Q) (3.11)
Q Q Q

Ce probléme variationnel requiert la connaissance de la fonction de relévement des conditions aux
limites ug. Or jusqu’a maintenant, nous savons qu’une telle fonction existe mais sans plus. La
méthode des éléments finis nous permettra de construire explicitement cette fonction. Nous pouvons
donc procéder comme si cette fonction était connue. La vérification des hypothéses du théoréme de
Lax-Milgram ne pose aucune difficulté particuliére. On pose :

a(éu,w):/kV(Fu Vwdv et l(w /fw dv—/kVug Vuw dv
Q

La continuité, la bilinéarité et la coercivité de a sur Hg () ont déja été établies. La linéarité de I
découle de la linéarité des intégrales. Quant a la continuité, on a :

ou ow

! < g

’(w)’ - ox; ‘8:61 0.Q
ou

< | o
8$i 0,0 1,9
c.-a-d
)] < Cllwllg o € = .

Deuxiéme fagon :

On part tout simplement de I’équation différentielle initiale. Puisque qu’on impose une condition
aux limites essentielle sur toute la frontiére, on choisit des fonctions tests w s’annulant sur toute la
frontiére ce qui revient & choisir V = H{(]0, 1[). On multiplie ensuite par w € V et on intégre par
parties :

/kVu-dev— k‘wds—/fwdv
Q
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Puisque w € H{ (), les intégrales de bord s’annulent et on obtient la formulation variationnelle
suivante :
& trouver u € {w; € H'(Q) |w; = g sur I'} telle que :

/ kEVu - Vwdv = / fwdv Yw € HYHQ) (3.12)
) Q

On ne peut appliquer immédiatement le théoréme de Lax-Milgram puisque la solution w et les
fonctions tests w ne sont pas dans le méme espace (en fait u n’est méme pas dans un espace fonction-
nel linéaire). C’est ici que l'on peut effectuer le relévement des conditions aux limites essentielles.
On pose comme précédemment u = du + ugy ol uy vérifie les conditions aux limites essentielles et
on obtient immédiatement la formulation variationnelle 3.11.

Unicité de u :

Nous avons donc démontré l'existence et 'unicité de du pour un relévement u, des conditions
aux limites essentielles. La solution de notre probléme initial est donc u = du + uy. On remarque
cependant que ugy n’est pas unique. Se peut-il que v ne soit pas unique 7 La formulation 3.12 nous
permet cependant de démontrer facilement 'unicité de u. FEn effet, si on suppose qu’il existe deux
solutions u et us de I’équation 3.12, alors la différence u; —uo est dans H&(Q) caru;—ug =g—g =20
sur I' et de plus :

/ kV (uy —ug) - Vw dv =0 Yw € HY ()
Q

En choisissant w = (u; — ug2), et puisque k& > 0, on montre que |u; — uz|1,0 = 0 ce qui entraine que

P.-p- )
w1 = ug puisque |- |1 o est une norme. W

Remarque 3.5

Pour les équations aux dérivées partielles d’ordre 2, 'imposition de u sur la frontiére (ou une partie
de la frontiére) constitue une condition aux limites essentielle qui peut étre relevée en vertu de
I’équation 2.26. La ou la condition essentielle est imposée, la fonction test w doit s’annuler. Les
fonctions tests w sont parfois appelées des déplacements admissibles. ¢

Exemple 3.8
On considére cette fois un probléme dit mélé, en ce sens que les conditions aux limites sont de deux
types. Soit donc le probléme :

-V - (kVu) = f dansQ
u = g surTo (g€ H'Y*(Ty))

ou
k:a—n = h sur I
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ou les frontieres I'g et I'y veérifient Do NIy = @) et 'y UT'; = I'. La fonction h s’interpréte comme un
flux de chaleur & travers la frontiére (en W/m?).

Le relévement de la condition aux limites essentielle est encore possible. En vertu de 1’équa-
tion 2.26, on peut trouver une fonction ug € HY(Q) telle que ug = g sur I'g. Nous ne pouvons pas
faire le méme exercice pour la condition aux limites de type Neumann sur la dérivée normale. Nous
n’avons en effet aucune assurance de I’existence d’une fonction uj, € H'(Q) telle que :

k% =h sur I'1
on
Puisqu’on impose une condition essentielle uniquement sur I'g, on choisit V = H%O(Q) On multiplie
ensuite par une fonction test w € V et on intégre en utilisant le théoréme de la divergence :

/kVu-dev— kwds—/fwdv
Q

Puisque w € H%O (Q), intégrale de bord s’annulent sur I'y tandis que sur I'y, on a :

au
8n =h

qui est la condition naturelle. Il reste, aprés substitution :

/kVu-dev:/fwdv+/ h w ds
Q Q '

On pose alors comme précédemment u = du + ugy ol du € H%O(Q) et ug = g sur I'g. On a alors
le probléme équivalent :

/k’Vdu-dev:/fwdv—/kVug'dev—F/ hw ds (3.13)
Q Q Q I

qui est bien de la forme du théoréme de Lax-Milgram.
& trouver du € H%O (Q) telle que :

a(du,w) = l(w) Yw € H%O(Q)

L’espace V est ici H%O(Q) car les conditions aux limites essentielles I'imposent. Rappelons en-
core ici, car cela est important, que la méthode des éléments finis nous permettra de construire
explicitement la fonction u,. La vérification des hypothéses du théoréme de Lax-Milgram est laissée
au lecteur sauf pour un point qui mérite une attention particuliére. Pour démontrer la continuité
de [(w), on doit recourir a la continuité de la trace au bord et a I’équation 2.27 en effectuant la

majoration :
/ hw ds
I

< Hh”07F1 HwHOT1 >
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Remarque 3.6
Dans le terme de bord :

ou
/Fkanw ds

on doit connaitre soit la condition naturelle, dans ce cas /{:g—;fb, soit la condition essentielle, dans
ce cas u et alors la fonction test w s’annule. On ne peut pas imposer au méme endroit de la
frontiere la condition essentielle et la condition naturelle. On peut faire ’analogie avec une force
et un déplacement. On connait soit la force (condition naturelle) soit le déplacement (condition

essentielle). ¢

3.3.2 Problémes d’ordre 4

Nous considérons ici les équations aux dérivées partielles d’ordre 4 de la forme :
d? d*u
iz (105 ) = 1@

V2 (q(=)Vu(x)) = f(=)

auquelles s’ajoutent des conditions aux limites appropriées. Il est facile de se convaincre qu’aprés
deux utilisations du théoréme de la divergence (deux intégrations par parties en dimension 1), il ne
restera dans la formulation variationnelle que des dérivées d’ordre 2. L’espace fonctionnel approprié
a donc toutes les chances d’étre H?(£2) ou ses variantes. Voyons tout cela de plus prés en commencant
un probléme en dimension 1.

ou encore en dimension 2 ou 3 :

Exemple 3.9 ) ) )
% <q(x)§;2t> = f(x) dans ]0,L]
w0 =50 =0
q(m)jz; ., T M
i ()], -0
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Ce probléme provient de l'analyse de la déformation d’une poutre sous l'effet d’une sollicitation
f(z) (en N/m) et d’'un moment de flexion My (en N - m). La fonction ¢(x) = EI dépend alors
des propriétés élastiques du matériau et de laire de la section de la poutre. Cette fonction est en
général strictement positive et bornée de sorte qu’il existe des constantes q; et go telles que :

0<q <q(z) <q Yz € [0, L]

Pour un probléme d’ordre 4, le théoréme 2.9 nous assure que les conditions aux limites essentielles

portent sur u et g—;‘ car on peut en effectuer le relévement. Notez la différence importante avec les
problémes d’ordre 2 pour lesquels la seule condition aux limites essentielle est sur u. Dans cet
exemple, la fonction de relévement est tout simplement u, = 0 puisque les conditions essentielles

sont homogénes. L’espace fonctionnel approprié est donc :

_dw

V ={w e H*(0,L]) | w(0) = dz

(0) = 0}

On multiplie alors par une fonction test w € V et on intégre une premiére fois par parties. On

obtient ainsi :
L 2 2 L L
d d“u\ dw d d“u
/0 dx <q(x)d$2> dx T (dm <q(x)dx2>) v 0 /0 Jw de

Le terme de bord fait intervenir d’une part la fonction test w qui s’annule en x = 0 et d’autre part

la premiére condition naturelle :
d d*u
— — 3.14
i (1053) .19

qui vaut 0 en = = L. Il reste :

L 2 L
d d“u\ dw
— — — | —dzr = d
/0 dx (q(m)d$2> dz 0 Jwd
Une nouvelle intégration par parties résulte en :

L 2, 12 2 L L
d“u d“w d*u\ dw
e ) - d
/O 4(@) dz? dz2 " (q(x) dx2> dz |, /0 Jw de

Le nouveau terme de bord fait intervenir %’ qui s’annulent en x = 0 et la deuxiéme condition dite
naturelle :

d>u
Q(l’ﬁ)@

qui prend la valeur My en x = L. On a donc la formulation variationnelle :

L 2, 12 L
d“u d“w dw
———dz = d Mo—(L 1
/0 q(:z:)de 7oz /0 fw dx + Odac( ) (3.16)

(3.15)
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qui est de la forme a(u, w) = l(w).

Vérifions les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram. La linéarité de [ et la bilinéarité de a
sont évidentes de méme que sa symétrie. Pour démontrer la continuité de a, on utilise le fait que la
fonction ¢(z) est bornée et comme toujours, 'inégalité de Cauchy. On a :

d*u d*w

L L
Jaw) =| [ o) 355 o] < [

et le résultat suit puisque [[w”]|on est une norme sur V' (voir I’équation 2.33). En ce qui concerne
la coercivité, le raisonnement est similaire. On a :

L 2, 12 L 12, 72
d“w d“w d“w d“w
= e dr > ST e = "2, = 2
a(w,w) /ﬁ Q(x)d$2 72 _.91]£ 72 g2 0 w50 = alwlzg

d?u d%w

T2 dr? dr < QZHUNHO,Q ||w//||0,Q

et le résultat suit en prenant a = ¢; dans la définition 3.3 et puisque |w[%Q est une norme équivalente
a la norme HwH%Q sur V.

Enfin, il reste & montrer la continuité de la forme linéaire [. Pour y arriver, on doit se servir de
I'inégalité de Cauchy et de la continuité de la trace au bord 2.31. On a ainsi :

)| = /Owadeo‘g;’(L)\s'/owadx

+0 || F)|

IN

I£llo.e wllog + [Mol [lwllze < (Ifl§ o + [Mo]) w20

Remarque 3.7
Le probléme variationnel 3.16 est équivalent & la minimisation de la fonctionnelle :

: .1 2w\’ L dw
700 = pip ) = g [ 21 (G5 ) as= [ o ta - e

dont les unités sont des N - m. Le premier terme de J(w) correspond a 1’énergie élastique de défor-
mation tandis que les deux autres termes correspondent au travail effectué par la charge imposée.

¢

Remarque 3.8
Pour les problémes d’ordre 4, il y a 2 conditions aux limites essentielles u et fl—g ainsi que 2 conditions
aux limites naturelles qui sont en relation étroite. Dans le premier terme de bord :

(i (w932) )

L

0
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on doit connaitre soit la condition naturelle % (q(m)%) auquel cas la fonction test w ne doit pas

s’annuler, ou encore on connait u et alors la fonction test w s’annule & cet endroit. Un raisonnement

similaire existe pour la deuxiéme condition naturelle. Si q(:U)ZTZ est donnée, alors %‘CJ ne peut

s’annuler. Par contre, si % est connue, alors la fonction test %" s’annule & cet endroit et le terme

de bord correspondant disparait. ¢

3.3.3 Résumé

On peut établir en quelque sorte la procédure & suivre pour vérifier les hypothéses du théoréme
de Lax-Milgram.
— Problémes d’ordre 2

1. la seule condition essentielle est I'imposition de u;

2. on identifie la portion de la frontiére I'y ou la condition essentielle est imposée ;

3. onpose V = H%O(Q) Si aucune condition essentielle n’est imposée, on pose V = H* () ;
4

. I'inclusion 2.25 nous assure de l'existence d'une fonction de relevement u, des conditions
aux limites essentielles;

5. 1a on la condition essentielle est imposée, les fonctions tests w s’annulent (par définition
de Vespace V) ;

6. on obtient la formulation variationnelle en multipliant par une fonction test w et en
intégrant par parties les termes d’ordre 2;

7. la condition aux limites naturelle est le coefficient (dépendant de u) qui multiplie w dans
le terme de bord ;

8. on vérifie les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram en utilisant I’'une ou 'autre des
normes équivalentes sur I’espace V. La relation 2.27 sera éventuellement utile pour traiter
les termes de bords;

9. on en déduit (s'il y a lieu) l'existence et l'unicité de la solution u.
— Problémes d’ordre 4

1. il y a 2 conditions essentielles soit 'imposition de u et de du/On (u'(z) en dimension 1) ;
on identifie la portion de la frontiére I'g ot les conditions essentielles sont imposées ;

on pose V = ngo (€2). Si aucune condition essentielle n’est imposée, on pose V = H%(Q)

Ll

le théoréme 2.30 nous assure de 'existence d’'une fonction de relévement uy des conditions
aux limites essentielles;

5. 14 ot la condition essentielle sur u(x) est imposée, les fonctions tests w s’annulent. La o
la condition essentielle sur du/0n est imposée, les dérivées normales des fonctions tests
OJw/On s’annulent (par définition de I'espace V) ;
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. on obtient la formulation variationnelle en multipliant par une fonction test w et en

intégrant par parties les termes d’ordre 4 (et parfois aussi des termes d’ordre 2) ;

. les conditions aux limites naturelles sont les coefficients (dépendant de u) qui multiplient

w et Qw/On dans les termes de bord ;

. on vérifie les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram en utilisant I'une ou autre des

normes équivalentes sur ’espace V. La relation 2.31 sera éventuellement utile pour traiter
les termes de bords;

. on en déduit (8’1l y a lieu) l'existence et 'unicité de la solution wu.
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3.4 Exercices

1. Vérifier si les expressions suivantes sont des formes bilinéaires continues, symétriques et coer-
cives sur les espaces donnés. On supposera que les fonctions p(x) et ¢(x) sont bornées c’est-
a~dire 0 < p; < p(x) <pret 0 < ¢ < q(x) < g2 et ce YV € Q.

a)
a(u,w) = /Qp(w)uw dv dans L*(Q)

a(u,w) :/Qq(ac)Vu-Vw dv dans HE(Q)
a(u, w) —/ﬂq(az)Vu~Vw dv dans H'(Q)

a(u,w) = /Q (p(x)uw + ¢(x)Vu - Vw) dv dans H'(Q)

2. Discuter de l’existence et de 1'unicité de la solution des problémes suivants. Bien identifier
I’espace fonctionnel V', les conditions aux limites essentielles et naturelles et obtenir explici-
tement la fonction de relévement des conditions aux limites essentielles lorsque possible. La
fonction g(x) sera supposée continue et bornée c.-a-d. 0 < q; < ¢(x) < g2 et vy et v seront
des constantes strictement positives. La fonction f(x) apparaissant & plusieurs reprises sera
supposée dans L2((2).

En dimension 1 :

a)

2
1/2% =f dans ]0,1]
u(0) =u(1) =0
b)

d2
ulu—ygd—;; =f dans ]0,1]
du du
Zoy==1) =0
7.0 =—2"(1)
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d’>u
—VQW = f dans ]0, 1[
u(0) =a, u(l)="»>
d)
d du
_ — ) = 1
(@)= das o
du
= 1)—(1)=1b
u(0) = a, o()2()
e)
d? d’*u
el 7)) = L
e <q(:z:)dx2> f dans )0, L]
u(0) =a, u(L)="0
d*u d*u
—(0) = L)—(L)=d
0(0) 7 50) = ¢, o(L) (D)
En dimension supérieure a 1 :
y
-V (¢(x)Vu) =f  dans Q
Uu=g sur T'g
ou
Il T
q(a:)an h sur I'y
g)
-V - (Vu)=f dans Q
S—Z =h sur I’
h)
-V - (Vu)=f dans Q
u+ % =h sur I’
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3. On souhaite résoudre le probléme suivant :

2 ( oy Pul)

dz? dx?

) = 7o) dans 0.1,

ol T est une constante. Peut-on obtenir une formulation variationelle dans le cas des condi-

tions aux limites suivantes :
d d?u(1)
1, —  ET =F
" dx ( dz? )

g
—~
=]
~
I
=
:\
—~
@)
~
I
=
<
—~
—
~—
Il

4. On suppose que 'on a un probléme variationnel de la forme :
a(u,w) = l(w)

ou la forme bilinéaire a et la forme linéaire [ vérifient les hypothéses du théoréme de Lax-
Milgram dans un espace de Hilbert V.

Montrer que 'unique solution v dépend contintiment des données c.-a-d. que :

1]

lully < —
a

ol « est la constante de coercivité et ||I|| est la plus petite constante C telle que :
[l(w)] < Cllw|ly Yw € V ou encore |l[(w)| < ||I|| ||w]|ly Yw eV

5. Vérifier les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram pour le probléme suivant :

(), de
dzx Cld:ﬁ CQd:E a

u(0) = u(1) =0

oil ¢ et cp sont des constantes strictement positives et f(x) est une fonction de L2(]0,1]).
Déterminer I'espace fonctionnel approprié et obtenir la formulation variationnelle du probléme.

e . . d
Ne pas intégrer par parties le terme cy7; .
N.B. : Passer rapidement sur les questions de linéarité et bilinéarité. On se rappellera de plus
que :
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Méthode de Ritz

4.1 Principes généraux

Une fois le probléme formulé sous forme variationnelle, il reste & le discrétiser c.-a-d. & le faire
passer d’un probléme de dimension infinie & un probléme approché de dimension finie. Ce probléme
discrétisé sera ensuite résolu par les techniques d’algébre linéaire classiques : résolution de systémes
algébriques linéaires ou non linéaires, de problémes aux valeurs propres, etc.

La méthode de Ritz est une technique de discrétisation de problémes variationnels et est en
quelque sorte le précurseur de la méthode des éléments finis. Soit donc un probléme variationnel
vérifiant les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram :

& trouver u € V telle que :

a(u,w) =l(w) YweV (4.1)

ou la fonction u vérifie les conditions aux limites essentielles homogenes (le cas des conditions aux
limites non homogénes nécessite la construction d'une fonction de relévement u, mais ne pose pas de
difficultés théoriques supplémentaires). On se donne maintenant N fonctions ¢; € V,j =1,2,--- N
appelées fonctions d’interpolation de Ritz ou plus simplement fonctions de Ritz vérifiant elles aussi
les conditions essentielles homogénes. On suppose ensuite que 'on peut écrire :

N
u(@) ~ uN(z) = uig;(a) (4.2)
j=1

Dans cette expression, les N coefficients u; sont & déterminer et le probleme est maintenant de
dimension finie V. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires possibles des fonctions ¢; forme
un sous-espace de dimension N de V noté VIV (toujours en supposant que les fonctions ¢; sont
choisies dans V' des le départ et qu’elles sont linéairement indépendantes). On considére donc 1’ap-
proximation suivante du probléme variationnel 4.1 :

& trouver v € V'V telle que :

a(u,w) = 1(w") vu¥ e VN (4.3)
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ou encore :
N

a Zuj¢j,wN = (™) Vol e VN
j=1
La bilinéarité de a nous permet d’écrire :
N
Zuja(¢j,wN) = (™) Yol e VN
j=1

On va maintenant construire un systéme linéaire (parce que le probléme de départ 4.1 est linéaire)
dont les inconnues sont les coefficients u;. Soit donc N nouvelles fonctions $i,i=1,2,---, N appar-
tenant & l'espace V. Puisque I’équation précédente est vraie quelle que soit la fonction w® € VV,
elle est valide pour chacune des fonctions ¢; et on a :

N
Z“Ja(qjjaéi) =1l(¢;) 1<i<N

j=1

qui est un systéme linéaire N sur N de la forme :

AU =F
ol la matrice A et les vecteurs U et F' ont pour coefficients :
a(¢1,¢1)  algz, ¢1) -+ al¢n,d1) u l(¢n)
a(pr, ¢2)  ald2,¢2) -+ alon,d2) ug 1(¢p2)
: : .. : : - : (4.4)
a(d1,dn) al¢2,én) -+ aldn, dn) uN 1(én)

Si les fonctions ¢; et ¢; sont bien choisies, ce systéme linéaire est inversible et on peut dés lors
déterminer les inconnues u; et ainsi obtenir une approximation u” (x) de la fonction u par la rela-
tion 4.2. Un choix naturel pour les fonctions ¢; consiste a prendre tout simplement ¢; = ¢;, et ce
pour tout i. C’est la méthode de Ritz ou méthode de Rayleigh-Ritz. Dans le cas ol QNSZ # ¢;, on parle
de la méthode de Petrov-Galerkin.

Dans cet ouvrage, nous insisterons davantage sur la méthode de Ritz, bien qu’il existe des
applications intéressantes de la méthode de Petrov-Galerkin, notamment pour les problémes de
convection-diffusion.

Remarque 4.1
On remarque que le coefficient A;; du systéme linéaire 4.4 est de la forme :

Ay = a(bj, br)

Lorsque la forme bilinéaire est symétrique, il n’y a pas de confusion possible mais dans le cas général,
il faut faire attention a I'ordre des indices i et j. ¢
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4.2 Exemples

Nous voyons dans cette section quelques exemples d’applications de la méthode de Ritz. Nous
en profiterons au passage pour mettre en évidence les forces et éventuellement les faiblesses de cette
approche.

Exemple 4.1
Considérons le probléme en dimension 1 :

—u’(z) = In(z) dans ]0,1]
u(@) = 0
du

S =1

La formulation variationnelle correspondante (laissée en exercice) est :
& trouver u € V = {w € H*(]0,1[ |w(0) =0}

1 1
/ o (z)w'(x)dr = w(1) + / In(z)w(z)dr YweV (4.5)
0 0

Les fonctions ¢; doivent appartenir a 'espace V' et vérifier les conditions aux limites essentielles
homogénes. Dans ce cas, il suffit d’avoir ¢;(0) = 0. Cela mis & part, ce choix est arbitraire si on
s’assure que ¢; € V. On peut prendre par exemple :

¢j(x) = 27

et on s’assure facilement que toutes les conditions sont bien remplies. Le coefficient général de la
matrice A pour la méthode de Ritz est donc :

o / / _ . itj—2 _ 1)
Qi = (x)d;(x) doe = ijx der = ———
1) A qﬁ]( )¢z( ) /0 J 7 ] -1
tandis que le vecteur F' a pour coefficients :

1 1
- 1
= ; (1) + In(x)d;(x dl‘:1—|—/ln$ﬂfzd$:1—,
fi= i)+ [ @)ota) i) e
Ce systéme linéaire est ensuite résolu par les techniques habituelles de décomposition LU (voir
par exemple Fortin, réf. [10]). En faisant varier la taille N, si tout se passe bien, on doit se rapprocher
d’une éventuelle solution analytique. Dans cet exemple, cette solution est :
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dont la dérivée est :
W)=z -zl

et on s’assure facilement que I’équation différentielle ainsi que les conditions aux limites sont vé-
rifices. En se servant du logiciel Matlab [22], on a résolu ce systéme pour obtenir les résultats de
la figure 4.1 pour N = 1,3 et 5. On y a superposé la solution analytique u(z) (en trait plein)
et la solution numeérique u™ (z). Il est aussi intéressant de regarder le comportement de u/(x) et
(u™V)(x). On remarque immédiatement qu’il est plus difficile d’approcher u’(x). On peut affirmer
que ce comportement est assez général. Nous en reparlerons lorsque nous aborderons les questions
de convergence.

Enfin, il ne faut pas se leurrer sur la taille du systéme linéaire nécessaire pour obtenir une bonne
approximation de u(z). Dans cet exemple, une dimension de 5 semble suffire mais ce n’est certes
pas toujours aussi facile...

Exemple 4.2
Considérons le probléme en dimension 1 :

—u’(z)+u = 0 dans ]0,1]
u(0) =1

du

%(1) +u(l) = 0

La condition essentielle n’est imposée qu’en x = 0 et on choisit donc :
vV ={we H0,1]) |w(0) =0}

On multiplie par w € V et on intégre :

1 1
d
/ (v (z)w'(z) + w(z)w(z)) do — Lyl =0 vwev
0 dz |
Le terme de bord est nul en z = 0 mais en z = 1, on a %%(1) = —u(1). Il en résulte :

1
/0 (v (2)w' (z) + w(z)w(z)) de + uw(Dw(l) =0 Yw eV

On reléve maintenant les conditions aux limites essentielles. On pose u = du + u4 et on peut choisir
tout simplement la fonction uy = 1 qui appartient a H 1(]0,1]) et qui satisfait la condition essentielle.
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0,8

Solution u: N=1
T

Solution u: N=3
T

0.8 . . . . .
0.6F 1
Eoaf .
o2 1

0 —T I I I I I
o ol 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Dérivée de la solution u: N=3

o
——

0,6 07 08 09 1
Solution u: N=5
0.8 T T T T T T
0,6F .
S04 .
02fF .
0 — I I I I I
0 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x
Dérivée de la solution u: N=5
1 T T T T —— T
08fF .
05 .
=
Soaf .
0,2
0 L L L L L L
0 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x
. . ’
Figure 4.1 — Solutions u(z) et v/(x) pour N =1, N =

et N=5
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On a alors Vw € V :

[ @) + sutarnte) de + u(ryur)

1
= [ (@) + uyfa)uta) o = (1))
Puisque uy = 1, uy = 0, il reste :
1
/0 (6 (z)w' () + du(z)w(z)) do + du(1)w(l)

_ _/1w(x)dx—w(1) Vw e V
0

qui est la formulation variationnnelle correspondant au probléme initial.

Pour la méthode de Ritz, on peut ici encore choisir ¢;(x) = z*,i = 1,2,

correspondante a pour coefficients :

1
o5 = [ @)+ 0,@)6w) o+ o 00)

1
= / (iszﬂ_z—}—x”]) dr+1
0

17 1
= — + — +1
t+5—1 14+5+1

tandis que le vecteur F' a pour coefficients :

1 1 )
fz:—/o ¢i<w>dm—¢i(1)=—/0 v dx—1=—<1+

11 est facile de s’assurer que la solution analytique de ’équation différentielle de départ est u(x) = e~

(t+1)
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-, N. La matrice A

)

T

ce qui nous permet de comparer a la figure 4.2, les solutions analytique et numérique pour N = 2.
Ici encore, la comparaison est excellente sur u et un peu moins convaincante sur u/(z). La situation

s’améliore cependant trés rapidement lorsque N augmente. B

Exemple 4.3

On considére maintenant un probléme bidimensionnel dont la géométrie est le carré de cotés de
longueur 1 et les conditions aux limites sont décrites & la figure 4.3. On doit résoudre I’équation aux
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Solution u

0.2 ) ) \ \ ) )
] 01 0,2 0.2 0.4 0.5 0.6 0,7 0.8 0,8 1
x
Dérivée de la solution u
—0:2 T T T T T T

Figure 4.2 — Méthode de Ritz (N = 2)

u=>0

Figure 4.3 — Géomeétrie et conditions aux limites
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dérivées partielles :
~V2u = 10 dansQ
u = g surD' (g décrite a la figure 4.3)

Des conditions essentielles étant prescrites sur toute la frontiére, on choisit V' = HJ () et comme
toujours, on multiplie par w € V et on intégre sur le domaine 2. On obtient :

/Vu-dev:/mwdv
Q Q

On effectue le relevement des conditions aux limites en posant u = du + uy. Le choix de uy est
ici plus délicat malgré le fait que la géométrie du probléme soit trés simple. On peut prendre par
exemple la fonction uy(x,y) = xy. En remplacant, on trouve la formulation variationnelle :

& trouver du € V telle que :

/V6u~dev:10/wdv—/Vug-dev
Q Q Q

Il nous reste & construire les fonctions de Ritz ¢. Parmi les choix possibles, on peut prendre les
N = m? fonctions de la forme :

¢i(x,y) = sin(i;mz) sin(igmy)

que 'on ordonne de la facon suivante :

¢1(z,y) = sin(wx)sin(ry)

¢2(z,y) = sin(mz)sin(2my)

Om(T,y) - sin(7zx) sin(mmy)
Pms1(2,y) = sin(2mz)sin(my)
Omt2(z,y) = sin(2wz)sin(27y)
dom (T, y) - sin(27x) sin(mmy)
Om2(z,y) = sin(mrx)sin(mny)

On a ainsi une relation sur les indices de la forme :
i:(il—l)m—i-iz 1§i1,i2§m

Ces fonctions s’annulent sur la frontiére du domaine et vérifient une propriété d’orthogonalité trés
particuliére :

0 o
aij:/vqu'VQbid’U:{ﬂQ S0 7
Q

(3 +i3) si i=j
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La matrice A est donc diagonale ce qui est toutefois exceptionnel. De plus, on vérifie non sans peine

que :
10/<bidv—/Vug-V¢idv—10/qbidv—/(y,x)-Vqﬁidv
Q Q Q Q

- %’ <(—1>;11 - 1) <(—1);2 - 1>

Le systéme linéaire résultant est bien str trés simple & résoudre. En prenant N = 5% = 25, on a
obtenu le résultat de la figure 4.4 pour la fonction du qui rappelons-le, s’annule sur la frontiére du
domaine. La fonction u = du + uy = du + zy est illustrée & la figure 4.4. W

fi

Nous terminons ce chapitre par quelques remarques générales sur la méthode de Ritz. Les prin-
cipales faiblesses de cette méthode sont :

— la construction de la fonction de relevement ug qui doit vérifier les conditions aux limites

essentielles prescrites, ce qui peut étre difficile particuliérement en dimension 2 ou 3;

— le choix et la construction des fonctions de Ritz ¢; qui doivent étre linéairement indépendantes
et vérifier les conditions essentielles homogénes ;

— le calcul des coefficients a;; et f; du systéme linéaire qui peut nécessiter I’évaluation d’intégrales
sur des domaines complexes. On peut éventuellement recourir aux méthodes d’intégration
numeériques si le besoin s’en fait sentir.

— Les inconnues u; du systéme linéaire n’ont pas de signification physique particuliére.

Les remarques précédentes sont particuliérement justifiées en dimension 2 ou 3 ot les géométries
peuvent étre extrémement variées et complexes. Il est alors pratiquement impossible de construire les
différentes fonctions nécessaires. Cela est da & ’approche globale de la méthode de Ritz, en ce sens
que l'on cherche a construire les fonctions uy et ¢; en considérant tout le domaine 2. La méthode
des éléments finis contourne cette difficulté par une approche plus localisée et une construction plus
systématique des fonctions ¢;.
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Figure 4.4 — Méthode de Ritz en dimension 2 : fonctions du(x) et u(z)
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4.3 Exercices

Déterminer pour les problémes suivants une famille de fonctions ¢; permettant d’appliquer la
méthode de Ritz et obtenir la fonction de relévement des conditions aux limites essentielles.

En dimension 1 :

1.
d*u
—VQW = f dans ]0, 1[
u(0) =u(1) =0
2.
d2
Viu — ugd—;; =f dans ]0,1]
du du
0 =)=
3.
d*u
—Va s = f dans ]0,1]
u(0) =a, u(l)="
4.

2 2.,
Ll <q(x);lg;2> =f dans 0, L[
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A (e = dans 0

En dimension 2 :

~V - (¢(x)Vu) = f  dans le carré |0, 1[2
u=1 sur les cotés x =0et y =0

ou
g(x)=— =2 sur les autres cotés

e

. On souhaite résoudre le probléme suivant par la méthode de Ritz :

2 2, (x
% (E]d ( )> = f(x) dans ]0, 1],

dxz?

ot E1 est une constante. Proposer des choix de fonctions uy(x) et ¢;(x) permettant de résoudre
ce probléme avec les conditions aux limites suivantes :

d*u(1)

dx? =M

uw(0) =1, ¥/(0) =2, u(l) =4, EI
(Utiliser de préférence des fonctions polyndmiales).
. Résoudre par la méthode de Ritz le probléme suivant :
—V - kVT = ¢ dansle carré ]0,1[x]0,1]
T = 0 surlescotész=1lety=1

ag
on

= 0 sur les autres cotés

oll k et ¢ sont des constantes. On prendra une seule fonction de Ritz :

¢1(x) = (1 —2?)(1 - y?)
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10. Résoudre par la méthode de Ritz le probléme suivant :

d d
— ((x2 + 1)du> = 2—2x+ 62> dans lintervalle ]0,1]
x x
u(0) =1
u'(1) = —1

a
b

) Obtenir la formulation variationnelle;
)

c¢) Construire le relévement des conditions aux limites esssentielles;
)
)

Choisir les fonctions de Ritz appropriées;

d) Obtenir les coefficients a;; et f; du systéme linéaire correspondant ;
e) Résoudre le systéme en utilisant deux fonctions de Ritz.

11. On suppose que 'on a un probléme variationnel de la forme :
a(u,w) = l(w)

ol la forme bilinéaire symétrique a et la forme linéaire [ vérifient les hypothéses du théoréme
de Lax-Milgram dans un espace de Hilbert V.

Montrer que si on utilise la méthode de Ritz pour discrétiser ce probléme, on obtient une
matrice A définie positive.

Rappel : Une matrice symétrique A est dite définie positive si quel que soit le vecteur colonne
(non nul) & = [x1, 29,3, -+, 2,]7, on a :

!l Ax = (Az) - x = Z Ajjxiz; >0

,j=1
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Eléments finis unidimensionnels

Nous allons maintenant établir comment construire les fonctions ¢;(x) de la méthode de Ritz
de maniére efficace, et ce sur des domaines de forme quelconque. Cette efficacité proviendra de
Pintroduction de formes géométriques simples (des sous-intervalles en dimension 1) nommés éléments
qui permettent une construction locale de ces fonctions. C’est certainement en dimension 2 ou 3 que
I'introduction de ces éléments prend toute son importance car les géométries sont de toute évidence
beaucoup plus complexes. Nous commencerons tout de méme le développement en dimension 1 en
tachant d’utiliser une présentation la plus générale possible de sorte que le passage en dimension
supérieure soit direct.

Nous choisissons une approche qui se veut la plus pédagogique possible. Nous présenterons aussi
quelques aspects informatiques en indiquant quelques tableaux nécessaires & la bonne mise en oeuvre
d’une méthode d’éléments finis. Nous ne chercherons cependant pas a obtenir une présentation
optimale sur le plan informatique. Ce n’est pas le but de cet ouvrage. Le lecteur doit rester conscient
qu’il existe plusieurs facons de présenter la méthode des éléments finis et que celle que nous avons
retenue a l'avantage d’étre relativement simple et suffisamment générale.

5.1 Equations différentielles d’ordre 2

5.1.1 Probléme type

Pour fixer les idées, nous commencerons par la résolution d’un probléme classique d’une équation
différentielle d’ordre 2 de la forme :

p(x)u — a4 (q(m)jﬁ) =r(z) dans ]0, L]

(5.1)
du
dx

u(0) =¢, q(L)——(L)=d

On suppose connues les fonctions p(z) et g(x) de méme que les constantes ¢ et d.
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Si dans cette équation on prend p(x) = 0, la variable dépendante u(x) peut entre autres choses
désigner la déformation longitudinale d'une tige métallique de longueur L. A ce moment, ¢(z) = FA,
ot E est le module de Young et A l'aire de la section de la tige qui peut étre variable. Enfin,
r(x) est une force de contact sur la surface de la tige et d est une force axiale appliquée a 'une
des extrémités de la tige. On peut aussi interpréter u(x) comme une température, une pression
hydrostatique, un potentiel, etc., suivant le domaine qui nous intéresse (voir par exemple Reddy,
réf. [19]). Le probléme 5.1 est donc suffisamment général pour couvrir bon nombre d’applications.

Sur le plan théorique, si on suppose que la fonction p(z) est positive ou nulle et que 0 <
¢1 < q(x) < g2 dans Uintervalle ]0, L[, il est facile de s’assurer que les hypothéses du théoréme de
Lax-Milgram sont vérifiées. La solution, & un relévement des conditions essentielles prés, est dans
I’espace :

V={weH'(0,L]) | w(0) =0}

Rappelons que pour cette équation différentielle d’ordre 2, la seule condition essentielle est I'impo-
sition de la variable u(z) a la frontiére. Dans cet exemple, u n’est imposée qu’en = = 0 d’out cette
définition de 'espace V.

Il est donc nécessaire de construire des fonctions ¢;(x) dans la méthode de Ritz qui soient dans V.
Comme nous 'avons vu au chapitre 2 et puisque nous utiliserons des approximations polyndmiales,
il suffit de s’assurer que ces fonctions soient continues (et s’annulent en x = 0 dans ce cas précis).

On pose ensuite u = du + ug4 et la formulation variationnelle (laissée en exercice) est :

& trouver du € V telle que :

a(du,w) = l(w) — a(ug,w) Yw eV (5.2)
ou : .
a(du,w) = / (p(z)ou(z)w(z) + q(z)du' (z)w'(z)) dx
0
et :

L
l(w)=dw(L) +/0 r(z)w(x)dx

La méthode de Ritz consiste a poser :
u(z) = ug(z) + ou(xr) *-2{:uo¢g

et nécessite la construction d’un systéme linéaire global de la forme :
AU = F

ou :

aij = a(¢;(x), i(x)) et fi =1U(¢i(x)) — alug(z), $i(x))
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Figure 5.1 — Maillage en dimension 1

La fonction ug(x) est le relévement des conditions aux limites essentielles et doit donc vérifier dans
ce cas uy(0) = c et doit de plus appartenir & I'espace H'(]0, L[).

Remarque 5.1

Il est souvent utile, en particulier pour les problémes non linéaires que nous rencontrerons au cha-
pitre 7.2, de considérer la fonction du(x) comme une correction & une solution existante wug(z)
obtenue préalablement et vérifiant bien str les conditions essentielles imposées. La fonction ug(x)
pourra provenir d’un calcul précédent ou tout simplement d’une itération précédente. ¢

Voyons maintenant comment construire les fonctions de Ritz ¢;(x). Cette construction se fera
en plusieurs étapes qui constituent ce que 'on appelle la méthode de Ritz-Galerkin.

5.1.2 Le maillage
Les éléments

Considérons une partition de Uintervalle |0, L[ comme celle de la figure 5.1. Cette partition en
sous-intervalles constitue le maillage. Les sous-intervalles K; sont appelés éléments dont le nombre
total est noté nel. La frontiére des éléments correspond aux cercles en trait gras. Les éléments
peuvent étre de longueur variable.

Les noeuds

Sur chaque élément, on identifie nf noeuds géométriques qui permettent de définir la géométrie
de I’élément en question. En dimension 1, les noeuds géométriques sont les bornes de I’élément et
alors nff = 2. On notera K = [z, 2X] un élément générique et A sa taille qui en dimension 1, est
tout simplement la longueur h® = zX — 2& (on s’assurera bien str que & > 2 de sorte que h
soit strictement positif). Ce sont ces noeuds géométriques qui définissent localement la géométrie
de I’élément et globalement, celle du domaine en entier. En dimension 1, cela parait futile mais en
dimension supérieure, ce sera fondamental.

Dans chaque élément K on identifie également (voir la figure 5.2) un nombre nX de noeuds
de calcul souvent appelés noeuds d’interpolation ou les variables essentielles du probléme seront
éventuellement calculées. Ces noeuds d’interpolation peuvent ou non coincider avec les noeuds
géométriques. L’ensemble des noeuds de ’élément comprend donc les noeuds géométriques et les
noeuds de calcul. On note nf< le nombre total de noeuds de 'élément K et (€, 2% .- ,xftK) les
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Elément K

% &
L, )
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Figure 5.2 — Noeuds géométriques et de calcul de ’élément K

noeuds de I’'élément K en commencant par les noeuds géométriques, suivis des autres noeuds de
calcul.

Remarque 5.2

Pour éviter d’alourdir inutilement ’exposé, nous supposerons que les noeuds de calcul comprennent
les noeuds géométriques, méme si cette hypothése n’est absolument pas nécessaire. Le nombre total
de noeuds de I’élément est donc nff = nX. On rencontre le cas ot les noeuds de calcul différent

totalement des noeuds géométriques notamment pour les éléments dits non conformes (voir Ciarlet,

réf. [6]). ¢

On place les coordonnées de tous les noeuds (géométriques et/ou de calcul) dans une table que
nous notons coor de longueur égale au nombre de noeuds total nnoeuds du maillage. On définit une
table de connectivité des noeuds (notée connec) comprenant nel lignes. A chacune de ces lignes, on

K noeuds de ’élément.

retrouve les numéros des n,.

Les degrés de liberté

On associe a chaque noeud de calcul de I’élément une ou plusieurs inconnues appelées degrés
de liberté (ddl) suivant que le probléme posséde une ou plusieurs variables essentielles. Il est méme
possible qu’a un noeud donné, aucun degré de liberté ne soit attribué ou qu’en 2 noeuds d’un méme
élément, un nombre différent de degrés de liberté ne soit associés. On s’assure ainsi d’une grande
généralité au niveau de 'implantation de la méthode. On note né( le nombre de degrés de liberté de
I’élément. Trés souvent, nff est un multiple de nX. Certains degrés de liberté seront communs 2 2
(ou plus) éléments. Le nombre total de degrés de liberté du domaine sera noté nddl. Les degrés de
liberté sont donc les inconnues de notre probléme. Paradoxalement, certains degrés de liberté sont
fixes puiqu'imposés par les conditions essentielles du probléme. On notera

ul

| |1

Unddl
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le vecteur global des degrés de liberté qui est de dimension nddl. Ce vecteur se décompose en 2 parties
distinctes : U est la partie de U qui est connue (d’ott I'indice C') en vertu des conditions essentielles
imposées. Le reste est noté U! (I pour inconnu) et sera éventuellement calculé. Nous reviendrons
sur cette partition de U lors de I'imposition des conditions aux limites (voir la section 5.1.8) et lors
de la résolution du systéme global (voir la section 5.1.9).

A chaque degré de liberté du domaine, on attribue une fonction de Ritz ¢(z) et, au noeud
de calcul correspondant, on calculera une approximation de la variable essentielle associée. Chaque
degré de liberté est relié & un noeud de calcul mais inversement, un noeud de calcul peut étre associé
a plusieurs degrés de liberté. On construira ainsi un systéme linéaire (ou non linéaire suivant que le
probléme de départ est linéaire ou non) de dimension nddl sur nddl.

Numérotation des degrés de liberté

La table de connectivité des noeuds connec est trés utile mais ne suffit pas complétement puisque
nous avons mentionné qu’a un noeud, on peut associer 1 ou plusieurs degrés de liberté. Il faut aussi
introduire ce que nous appellerons une table de numérotation des degrés de liberté. Pour ce faire, on
assigne en tout premier lieu un numéro & chaque degré de liberté du probléme. Cette numérotation
fera en sorte que les degrés de liberté ot on impose une condition essentielle seront numérotés en
dernier.

Pour y arriver, on construit une table de numeérotation notée numer qui contient pour chaque
noeud les numéros des degrés de liberté qui lui sont associés. C’est donc une table de dimension
nnoeuds multipliée par le nombre de degrés de liberté par noeud qui peut étre variable. Les étapes
de construction de la table numer sont les suivantes :

1. pour chacune des variables essentielles du probléme, on identifie les numéros des noeuds ol
cette variable est imposée;

2. on parcourt les noeuds en numérotant tous les degrés de liberté associés & chacun des ces
noeuds et qui ne sont pas imposés comme condition aux limites essentielle du probléme ;

3. on parcourt de nouveau les noeuds et on numérote a la suite tous les autres degrés de liberté
c.-a-d. tous les degrés de liberté qui sont imposés comme condition aux limites essentielle du
probléme.

De cette maniére, on décompose la matrice du systéme global et le vecteur des degrés de liberté
du probléme en 2 parties consécutives ot on regroupe au début les véritables inconnues du systéme
(le vecteur U que 'on devra calculer) et a la fin les valeurs des variables essentielles imposées (le
vecteur UC) tel qu’indiqué a la relation 5.3.

Enfin, une fois la numérotation obtenue, on construit la table d’adressage notée adres qui pour
chaque élément fournit les numéros des degrés de liberté associés & chaque noeud de calcul de
I’élément. Chaque ligne de cette table correspond & un élément et sera appelée le vecteur d’adressage
de cet élément. La table d’adressage peut étre construite une fois pour toutes grace aux tables connec
et numer. Il est cependant souvent préférable de construire le vecteur d’adressage de chaque élément
au besoin. L’exemple qui suit illustre les différentes étapes et tables que nous venons d’introduire.
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Elément K, Elément Ko Elément Kj
@ & . 4 = . 4 > L J
z1 =0 T2 €T3 Tq L5 L6 7 =1

Figure 5.3 — Maillage : nel = 3,nf =2,nf =3

Exemple 5.1

La situation est illustrée a la figure 5.3 pour notre probléme type. Ce maillage trés simple du domaine

10, 1] (on choisit ici L = 1) comporte nel = 3 éléments dont les frontiéres sont identifiées par des

cercles en trait gras. Sur chaque élément on a identifié 3 noeuds de calcul (X = 3) comprenant les

extrémités (les noeuds géométriques) et le point-milieu de I’élément. Certains noeuds sont communs

a 2 éléements comme par exemple x3 (commun aux éléments K et K3) et x5 (commun a K et K3).
Dans cet exemple, on a nnoeuds = 7 et la table coor est :

Coordonnées des noeuds
Table coor

X1 x2 x3
0,0000 | 0,0000 | 0,0000
0,1667 | 0,0000 | 0,0000
0,3333 | 0,0000 | 0,0000
0,5000 | 0,0000 | 0,0000
0,6667 | 0,0000 | 0,0000
0,8333 | 0,0000 | 0,0000
1,0000 | 0,0000 | 0,0000

La table de connectivité des noeuds connec prend la forme :

Numéros des noeuds géométriques et de calcul
Table connec
Noeuds géométriques Autres noeuds
Elément || Noeud #1 | Noeud #2 Noeud #3
1 1 3 2
2 3 5 4
3 5 7 6

Chaque ligne de cette table correspond & un élément différent. Rappelons encore ici la convention
établie de numéroter en premier lieu les noeuds géométriques, et ce pour chaque élément. Dans cet
exemple, il y a plus de noeuds de calcul que de noeuds géométriques mais ce n’est pas toujours
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le cas. Les deux tables précédentes ainsi que la table coor contenant les coordonnées de tous les
noeuds nous permettent de définir complétement la géométrie du domaine et contiennent aussi des
informations que nous utiliserons un peu plus loin.

Enfin, il faut souligner que la table connec ne contient que les numéros des noeuds (de calcul
et/ou géométriques). Pour obtenir les coordonnées de 1’élément Ky par exemple, il faut utiliser la
table coor et poser :

Ko = el
coor(connec(2,1)), coor(connec(2,2))]
coor(3), coor(5)]

0,3333, 0,6667]

[
[
[
[

et le deuxiéme élément de ce maillage est donc I'intervalle[1/3,2/3]. De plus, les coordonnées des

noeuds de calcul de ce méme élément sont :
(coor(connec(2,i)),i=1,2,---,nK) =

(coor(3), coor(5), coor(4)) =

(0,3333, 0,6667, 0,5000)

Dans cet exemple (voir les équations 5.1), la variable essentielle v n’est imposée qu’en x = 0 au
noeud 1. Le degré de liberté associé au noeud 1 sera donc numéroté en dernier. Dans un premier
temps, on laisse tomber les degrés de liberté imposés. Une premiére numérotation possible serait
alors :

Numeérotation
Table numer

Noeud U
1

BN =R S JCR G
NS, IS JUR NGRS

On reparcourt ensuite les noeuds pour numéroter les degrés de liberté fixés par les conditions
aux limites essentielles. On obtient :
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Numeérotation
Table numer

Noeud u
1

~ O O = W N
S O W N~ ]

Chaque ligne de cette table correspond a un noeud de calcul du domaine. Dans le cas oll on
associe plusieurs degrés de liberté a un méme noeud, on ajoute des colonnes supplémentaires a cette
table. On peut méme a la limite avoir une table dont les lignes ne sont pas toutes de méme longueur
dans le cas ol le nombre de degrés de liberté associés n’est pas le méme d’un noeud & 'autre.

On peut maintenant construire la table d’adressage dont chaque ligne correspond au vecteur
d’adressage d’un élément K et fournit les numéros des degrés de liberté qui lui sont associés. On
I’obtient en posant :

adres(K,i) = numer(connec(K, i)),i=1,2,---nk

Dans notre exemple, on aurait :

Numeéros des ddls
Table adres

Elément | DAl #1 | Dl #2 | DAl #3
1 7 2 1
2 2 4 3
3 4 6 5

Chaque ligne correspond a un élément. On peut facilement reconstruire cette table & 'aide des
tables connec et numer. En effet, pour la premiére ligne (le premier élément), on a :

adres(1,1) = numer(connec(1,1)) = numer(1)
adres(1,2) = numer(connec(1,2)) = numer(3)
adres(1,3) = numer(connec(1,3)) = numer(2)

7
2
1

Il en est de méme pour chaque élément. Rappelons qu’il n’est pas nécessaire de garder en mémoire
cette table puisqu’on peut la reconstruire trés facilement & partir des tables connec et numer
lorsqu’on en a besoin. M
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5.1.3 Formulation variationnelle élémentaire

Cette étape consiste a obtenir une formulation variationnelle sur un élément quelconque K. On
utilise donc la méthode de Ritz comme au chapitre précédent, & I'exception notable prés que 'on
intégre sur un élément K = [m{( ,xé( ] plutét que sur le domaine 2 au complet. On obtient alors,

aprés une intégration par parties :

du dw du T2
T )V de = d haded
[ (o) + o T 3 ) de = [ rtaee s oG]
ou encore :
@y du dw w3 K K K K
p()u(z)w(x) + Q(x)cTCT dx = r(z)w(z)dz + spyw(xy ) + sjjw(ey)
ol on a introduit les variables secondaires :
du du
st = —a(er) —(a1) et siy = q(2g) (23

Ces variables secondaires correspondent aux conditions aux limites naturelles aux extrémités de
I’élément. La notation & 2 indices indique que s est la valeur de la premiére variable secondaire
a la premiére extrémité de 1’élément tandis que s{g est la valeur de la premiére variable secondaire
a la deuxiéme extrémité de I’élément K. On prévoit ainsi le cas ou il y aura plusieurs variables
secondaires définies aux bornes des éléments ce qui sera le cas pour les problémes d’ordre 4. On
qualifie ces variables de secondaires par opposition aux variables essentielles dites variables primaires
suivant la notation de Reddy, réf. [19].

Nous ne sommes pas en mesure d’imposer les conditions aux limites puisque nous sommes sur
un élément qui n’est pas forcément situé a la frontiére du domaine. L’idée consiste maintenant &
appliquer la méthode de Ritz sur I’élément K. On utilise donc sur chaque élément K une relation
de la forme :

u(z) | g~ u (z) = ZUJK%K(:U) (5.4)
j=1

ot nXf est le nombre total de degrés de liberté associés a la variable essentielle u(z) sur 'élément

K. Les uJK sont les valeurs des degrés de liberté de ’élément. Comme cela est le cas ici, on aura trés

souvent nff = nX mais ce n’est aucunement nécessaire. Cette situation provient du fait qu’il n’y

a qu’une seule variable essentielle (primaire) et que I'on associe un seul degré de liberté a chaque
noeud de calcul. Si on remplace dans la formulation variationnelle, on obtient :

K

> uk / b <p<x>wf (z)w(z) + q(x) ZZ fg) dr = / r(z)w(z)dz + sSw (@) + sfw(z)
7=1 1 z

K
1
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Les fonctions @Z)]K(:L“) sont appelées fonctions d’interpolation de I’élément K et ne sont définies que
sur K et non sur le domaine 2 au complet. Pour obtenir un systéme linéaire, il suffit de prendre

successivement w(z) = ¥ (z),i =1,2,---,nX. On obtient alors le systéme élémentaire nk sur nk
suivant :

ARKUE = pK 4 oK (5.5)
ou :

o= [ @

K = sﬁ wf((:z:{() +s{§ sz(xé()

La matrice élémentaire AX (de coefficients afj(-) est souvent appelée matrice de rigidité faisant
ainsi référence aux premiéres applications de la méthode des éléments finis dans le domaine des
structures. Le vecteur UK (de coefficients ult) est appelé vecteur des degrés de liberté élémentaires.
Bien que cela ne soit pas absolument nécessaire, nous avons séparé le terme de droite du systéme
élémentaire en 2 parties FX (de coefficients fX) et S¥ (de coefficients sX). Cela permet d’isoler
la contribution SX des variables secondaires qui nécessiteront un traitement particulier lors de
'imposition des conditions aux limites. Le terme de droite au complet (F'X 4 SK) est le vecteur des
sollicitations élémentaires.

Une telle formulation requiert la construction des fonctions wZ»K sur chaque élément K ce qui
constitue une procédure assez lourde. De plus, on a souvent recours a 'intégration numérique pour
évaluer les coefficients du systéme élémentaire. Comme nous le verrons un peu plus loin, cela nécessite
la mise en mémoire de points d’intégration différents d’'un élément & ['autre, ce qui exigerait beaucoup
d’espace mémoire. Pour contourner cette difficulté, on introduit un élément K dit de référence sur
lequel on effectue toutes les intégrales nécessaires a I’évaluation du systéme élémentaire, et ce au
moyen d’un changement de variables.

5.1.4 Passage a I’élément de référence

En dimension 1, nous prendrons habituellement Dintervalle K = [—1,1] comme élément de
référence. Le changement de variables de 1’élément de référence K & I’élément réel K s’exprime sous
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la forme :

A~

TK . K - K

[_171] - [x{{alé{]
P i D (56)
2
K
dx = %dﬁ

Cette transformation linéaire est inversible et il en sera toujours ainsi, méme en dimension supérieure
pour les transformations linéaires. Toutefois, on peut aisément concevoir des transformations non
linéaires de 1’élément de référence et il faut alors étre prudent car il est possible que dans certaines
situations, la transformation ne soit pas inversible. On peut se référer a Dhatt-Touzot, réf. [8], & ce
sujet.

C’est a cette étape que les tables connec et coor sont utiles car elles permettent de calculer
les termes de la transformation 7% pour chaque élément. Ainsi, & chaque point & de I’élément de
référence correspond un point x de I’élément K et inversement. Dans le cas présent la transformation
TK est facile & inverser et on a :

A~

(TH)=1: K - K
21, 28] — [-11]
. L oe= 27 — (2 + 2£) (5.7)
hK
2

On remarque que les extrémités de 1’élément courant K sont envoyées sur les extrémités de 1’élé-
ment de référence. On peut également obtenir cette transformation en introduisant les fonctions
d’interpolation de Lagrange (voir ’annexe B ou Fortin, réf. [10]) sur I’élément de référence :

_1-¢
2

et Lo(§) = 17—;5

Li(€)

La transformation T5 s’écrit alors également :

K K K
v = ol La(€) + 2 Lo() = TR ITE 5.9

Cette procédure est plus générale et permet de définir différentes transformations de I'élément de
référence vers ’élément K. Nous procéderons de cette facon en dimension supérieure a 1. On peut
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encore ici facilement construire de maniére similaire des transformations non linéaires en prenant
des fonctions de Lagrange de degré supérieur.

C’est a priori uniquement sur ’élément de référence que nous construirons des fonctions d’in-
terpolation 1@-(5). On définit ensuite les fonctions d’interpolation X (z) sur I'élément K par com-
position :

VK () = (TR (€)) = 1i(€) ou encore 1;(€) = ¥i((TF) " (x)) = v (2)

Les fonctions wiK (z) ne sont sont que rarement explicitées puisque, comme nous le verrons, nous
n’en avons aucunement besoin.

Ainsi, la fonction d’interpolation ¥ (z) prendra la méme valeur que la fonction 1[11(5 ) au point
z tel que x = THK(€). Les fonctions 1&1(5) sont par le fait méme généralement indépendantes des
éléments K et sont appelées fonctions d’interpolation de [’élément de référence. On a ainsi un seul
ensemble de fonctions & construire et on transforme les dérivées par la formule de dérivation en
chaine :

W ddydg_ diy 2
dx d¢ dx d¢ hK

o d (AT _d(2ddy) (2 diy)de 4 d

dx? dr \ dx dx \ hE d¢ d¢ \ hE d¢ | dx  (hK)2 dg2

Effectuons maintenant le changement de variables dans le systéme élémentaire dont les coefficients
deviennent :

1 K | K KeN K
of = [ o (IR Goi

-1

V(@B 2By nEeN [(dyy 2 dip; 2\ hE
+[ﬂ< > >QMf i ik ) 7%

hi 1 K K hE R .
S G e PG

2 ¢ de

fiK _ ﬁ lr((${(+$§)+hKf>¢i(§)d§

2 /., 2

~

sK = sldi(—1) + sfi(1)

~
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5.1.5 Construction des fonctions d’interpolation 1@,(5)

A chaque noeud de calcul (€, 2 ... ,:cffK) de ’élément réel K, correspond un noeud d’inter-
polation (&1,82,- -+, &,x) sur I'élément de référence par la relation :
& = (T5)"1(2K) ou encore £ = TH(¢), i=1,2,---,nK

Ainsi, par construction, on aura : .
i (@) = ;(8)

Puisque nous souhaitons calculer une solution approximative de I’équation différentielle d’ordre
2 de départ, il serait intéressant d’obtenir une approximation de u(z) a chaque noeud de calcul
de chaque élément du domaine €. De plus, puisque nous avons une équation différentielle d’ordre
2, la solution u(x) devra étre dans H'(2). L’idée de base est alors d’utiliser des approximations
polynémiales sur chaque élément. L’approximation de la solution sera donc constituée de polynémes
différents dans chaque élément. Pour s’assurer que cette approximation soit dans H'(Q), il faut
s’assurer de la continuité de 'approximation a la frontiére des éléments (voir le chapitre 2). Pour ce
faire, il suffit d’imposer en chaque noeud de calcul de chaque élément :

g na
K( K K K/ K K K
u” (z;) = zuj ¥; (zi') = ZU]‘ V(&) = v (5.10)
j=1 j=1
Ainsi, Papproximation calculée en x = $ZK de u(le ) sera uZK ce qui donne une interprétation

physique des degrés de liberté uZK . Si un noeud de calcul est commun & plusieurs éléments, le degré

de liberté associé a ce noeud sera toujours le méme et la continuité de I’approximation sera assurée.

Pour satisfaire ’équation 5.10, il faut donc construire sur ’élément de référence les fonctions
(&) de sorte que :

5 j 1sii=yjy

(&) =ol={ L F15J

V(&) =0 {051 i

qui est la définition méme des fonctions d’interpolation de Lagrange (voir 'annexe B ou Fortin,

réf. [10]). Leur construction est donc immeédiate. Il suffit maintenant de fixer le degré des polynomes

que nous voulons utiliser dans chaque élément ce qui déterminera également la dimension nff du

(5.11)

systéme élémentaire.

Remarquons enfin qu’avec des fonctions d’interpolation vérifiant I’équation 5.11 et puisque nous
avons convenu que les 2 premiers noeuds correspondent aux extrémités de I’élément, le vecteur S
des variables secondaires sur chaque élément est de la forme :

812
sE—=1 0

0

mettant ainsi en évidence que ces variables n’agissent qu’aux extrémités de 1’élément.
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~1 ' 1 ¢

Figure 5.4 — Fonctions d’interpolation linéaires sur K

Approximation linéaire

Pour une approximation linéaire, il suffit de prendre 2 noeuds de calcul par élément et 1 seul
degré de liberté par noeud de calcul (nX = nff = 2). Les noeuds de calcul coincident donc avec les
noeuds géométriques. Sur 1’élément de référence les noeuds d’interpolation sont tout simplement les
points & = —1 et & = 1. Les fonctions 1@- (§) de Lagrange 5.11 sont :

p -1 _(1-9 p €-(=1D) _E+1)

et sont illustrées & la figure 5.4. Pour évaluer le systéme élémentaire, on a besoin des dérivées :

dijr(§) 1 dija(§) 1
& 2 Y T T

La formule de dérivation en chaine nous donne alors :

dyf(z) 1 dyf(x) 1
de KK et de +h7

Les fonctions d’interpolation linéaires sur I’élément de référence K et sur 'élément K sont illustrées
aux figures 5.4 et 5.5.

Approximation quadratique

Pour une approximation quadratique, il faut 3 noeuds de calcul par élément (et encore un degré
de liberté par noeud c.-a-d. nX = nf = 3). On choisit d’abord les 2 extrémités de 1'élément (les
noeuds géomeétriques) et le troisiéme noeud est habituellement le point milieu £ = 0 de I’élément
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Figure 5.5 — Fonctions d’interpolation linéaires sur K

de référence, bien que ce ne soit absolument pas obligatoire. On a donc les noeuds d’interpolation
& =—1, & =+1 et &3 = 0. Les fonctions 9;(§) de Lagrange 5.11 de degré 2 sont alors :

) (=0 -1)  E-1)
) - E=D))E-0) LE+T)
R [T

. o E-=0)E-1

P3(8) = 0= (C1))(0—1 =1-¢

Ces fonctions sont illustrées a la figure 5.6 sur 1’élément de référence et a la figure 5.7 sur I’élément
réel. Pour évaluer le systéme élémentaire, on a encore ici besoin des dérivées que nous calculons une
fois pour toutes :

i (€) (26 -1)

d¢ 2
dia(§) (2641
¢ 2
dips(€)

e - =

La formule de dérivation en chaine nous donne les dérivées des fonctions d’interpolation sur
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-1

Figure 5.6 — Fonctions d’interpolation quadratiques sur K

I’élément K :

dyf(z) _ (26-1)

dz hE
dpf(x)  (26+1)

dz N hi
dpi(x)  —4€

dz - RK

Cas général

Il est maintenant facile de concevoir le cas général. Pour construire une approximation de degré
quelconque m, il suffit de choisir sur I’élément de référence m + 1 noeuds d’interpolation (incluant
les extrémités de 1’élément). On a ainsi n = m + 1 noeuds de calcul et il suffit d’associer a chacun
de ces noeuds une fonction d’interpolation de Lagrange ;(€) de degré m.

Remarque 5.3
Dans ce qui précéde, nous avons utilisé des bases classiques (de Lagrange) de fonctions d’interpola-
tion qui vérifient : 4

V; (&) = 513'
Cette contrainte n’est nullement obligatoire et on peut concevoir des bases différentes. C’est le cas
par exemple des bases dites hiérarchiques. Ce concept mérite qu’on s’y attarde puisque le choix
de la base est important, non seulement pour I'implantation de la méthode mais aussi pour des
considérations numeériques relatives au conditionnement de la matrice du systéme global. L’idée de
base en dimension 1 consiste a utiliser des fonctions d’interpolation linéaires pour les 2 extrémités
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Y3(7)

Figure 5.7 — Fonctions d’interpolation quadratiques sur K

de I'élément et une fonction d’interpolation quadratique pour le point-milieu tel qu’illustré a la
figure 5.8. Il résulte généralement de ces bases une interprétation moins évidente de la valeur des
degrés de liberté associés aux noeuds de calcul. Nous reviendrons plus tard sur ces bases particuliéres.

¢

5.1.6 Evaluation du systéme élémentaire

Nous pouvons dés maintenant évaluer tous les coefficients du systéme élémentaire 5.5. En effet,
toutes les fonctions nécessaires sont maintenant connues et il reste & effectuer les diverses intégrales.
Deux options s’offrent & nous : on peut intégrer analytiquement ou recourir a l'intégration numérique.

Intégration analytique

C’est souvent la meilleure solution mais elle n’est pas toujours simple. Dans le cas de polynémes
de bas degré et si les propriétés physiques (les fonctions p(z), ¢(z) et 7(z)) sont simples (par exemple
constantes par élément), on choisira cette option. On obtient ainsi des expressions explicites pour
les coeflicients du systéme élémentaire. Ce travail peut devenir trés pénible dans le cas général.
Toutefois, on peut procéder de maniére efficace en s’aidant de logiciels de calcul symbolique tels
Maple ou Mathematica. Cette option est de plus en plus utilisée.
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L @ ¥a(2) bo(a)
ok o LT

Figure 5.8 — Fonctions d’interpolation hiérarchiques sur K

Intégration numérique

C’est 'option la plus répandue et la plus versatile. Aprés le passage a I’élément de référence, les
différents coefficients du systéme élémentaire requiérent ’évaluation d’intégrales de la forme :

R CL (5.12)

1

ou la fonction g(&) fait intervenir les fonctions d’interpolation 1&,(5 ) et les propriétés physiques du
probléme. Par exemple, on doit évaluer :

[y (e
—1 2

. R hE
) dsterinte) 5 e

qui est bien de la forme 5.12. Dans la plupart des programmes d’éléments finis, on utilise les qua-
dratures de Gauss qui consistent & approcher I'intégrale 5.12 par une expression de la forme :

1 mag
/ 0(dE = 3 uig(6) (5.13)
- =1

qui soit la plus précise possible. On présente un sommaire des techniques d’intégration numérique
a 'annexe C. La table C.1 résume quelques unes de ces quadratures en dimension 1. La derniére
colonne de cette table fournit le degré des polyndémes pour lesquels la quadrature de Gauss est exacte
et qui vaut 2mg — 1. C’est ce que 'on appelle le degré de précision de la formule de quadrature.
En pratique, on choisit le nombre de points de Gauss mg en fonction des intégrales que 'on doit
évaluer. Cela dépend donc du degré des fonctions 1&,(5) mais aussi des propriétés physiques. Par
exemple, si la fonction p(x) est constante par élément (p(x) = p/ sur I’élément K) et si des fonctions
i (&) quadratiques sont utilisées, alors on a :
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1 K K K K K
[ o (B o ta =20 [ doiiene

La fonction a intégrer est de degré 4 (produit de 2 polynomes de degré 2) et une quadrature a 3
points (mg = 3) serait suffisante pour intégrer exactement. Par contre, des fonctions d’interpolation
linéaires ne requéreraient qu'une quadrature de Gauss & 2 points. Pour effectuer ce choix, il faut
analyser toutes les intégrales apparaissant dans le systéme élémentaire et déterminer le degré de
précision nécessaire.

Notons enfin que dans certaines situations, les quadratures de Gauss ne seront jamais exactes.
Par exemple, si p(z) = 1/z, la fonction & intégrer n’est plus polynomiale et les quadratures de
Gauss fournissent maintenant des approximations des coefficients du systéme élémentaire. Le choix
du nombre de points de Gauss mg est alors plus délicat. Enfin, il convient de souligner que le cotit
total de I’assemblage (voir la section 5.1.7) est proportionnel au nombre de points de Gauss utilisés
et que le choix de la quadrature doit aussi tenir compte de cette contrainte.

Cas particuliers

Puique dans plusieurs exemples, les fonctions p(z), ¢(z) et r(x) sont constantes par élément
(et parfois méme constantes dans tout le domaine), il est utile de calculer immeédiatement et une
fois pour toutes le systéme élémentaire dans ce cas particulier. On notera pX, ¢/ et v les valeurs
respectives de ces fonctions sur I’élément K. Les différentes contributions au systéme élémentaire

sont alors :
hK K dip; d iy
aff = /w] Yi(€)de + / A A 4

e de

i [l (zf + I + BN K b
K _ 1 2 . _ .
o= B [ (RS g = 1 [ o
si = sfidi(=1) + siydi(1)

— Interpolation linéaire
Si on utilise des fonctions d’interpolation linéaires, on remarque que les coefficients de la
matrice élémentaire sont trés faciles & calculer puisque l'intégrant est alors un polynoéme de
degré maximum 2. On peut les évaluer analytiquement en notant toutefois au passage qu’'une
quadrature de Gauss a 2 points donnerait le méme résultat. On obtient ainsi :

G 2 O L I S
K
AN = = [12}+M<{ . 1] (5.14)

Quant au membre de droite, 'intégrant est linéaire et une formule de Gauss & 1 point suffirait.

On a: K K «
h*r 1 s

E sk = [ }j{ 11] 5.15

2 1 s{g ( )
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— Interpolation quadratique
Si on utilise des fonctions d’interpolation quadratiques, les coefficients de la matrice élémen-
taire résultent en des intégrants de degré maximum 4. On peut encore les évaluer analyti-
quement mais une quadrature de Gauss & 3 points donnerait le méme résultat. On obtient

ainsi :
4 -1 2 71 -8
hK K K
AK:Tg 1 4 2 +3QTK 1 7 -8 (5.16)
2 2 16 8 -8 16

En ce qui concerne le membre de droite, I'intégrant est quadratique et une formule de Gauss
& 2 points suffirait. On a :

K K 1 SK
Kk, .x_NMr e
4 0

Ces systémes élémentaires reviennent fréquemment dans les exemples et les exercices de telle sorte
qu’on y référera aux moments opportuns. Il importe cependant de bien comprendre comment on les
obtient. Notons enfin que dans le cas ou les fonctions p(z), ¢(z) et r(z) ne sont plus constantes par
élément, les équations 5.14 & 5.17 ne sont plus valides.

5.1.7 Assemblage

L’étape de 'assemblage consiste & prendre en compte les contributions de tous les systémes
¢lémentaires pour construire un systéme linéaire global que ’on devra résoudre tout comme on I’a
fait pour la méthode de Ritz. La clé de ’assemblage est la table d’adressage des degrés de liberté
adres qui permet de passer du systéme élémentaire local (sur un élément K) au systéme global
(sur tout le domaine Q) en fonction de la numérotation des degrés de liberté. Avant de procéder a
I’assemblage comme tel, nous établissons le lien entre la méthode de Ritz et celle des éléments finis
en montrant comment cette méthode permet une construction automatique des fonctions de Ritz.

Construction des fonctions de Ritz

On associe une fonction de Ritz a chaque degré de liberté du domaine. C’est donc la table adres
qui permet de construire les fonctions de Ritz sur tout le domaine Q. Pour ce faire, regardons ce qui
se produit pour chacun des nddl degrés de liberté du domaine. Deux situations peuvent survenir
suivant que le degré de liberté est commun ou non a plusieurs éléments.

La situation la plus simple est celle ou le degré de liberté i étudié (0 < i < nddl) n’appartient
qu’a un seul élément K. Le numéro ¢ n’apparait donc qu’'une seule fois dans la table d’adressage a
la ligne K (K désigne a la fois 1’élément lui-méme et son numéro). La table adres nous indique a
quel degré de liberté de I’élément K. Supposons donc que ce ¢ degré de liberté du domaine soit le
k¢ degré de liberté (1 < k < nf) de I'élément K c.-a-d.

adres(K,k) =1
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Sur K, ce degré de liberté est associé & une fonction d’interpolation d)lﬁ((a:) Cette fonction
d’interpolation n’est définie que dans 1’élément K et peut étre prolongée par 0 & l'extérieur de
K. La fonction ainsi obtenue est la fonction de Ritz associée & ce degré de liberté qui correspond
globalement a la ¢ fonction de Ritz du domaine. Notons immédiatement que le support de cette
fonction de Ritz se réduit au seul élément K et on a :

YE(z) st €K
¢i(x) =

0 ailleurs

Supposons maintenant que le j¢ degré de liberté (pour un certain j compris entre 1 et nddl) du
domaine soit commun & 2 éléments. Un degré de liberté peut étre commun & plus de 2 éléments
et le raisonnement qui suit se généralise facilement. La fonction de Ritz associée est constituée de
2 parties. Notons K7 et Ko les 2 éléments en question. Le numéro j apparait donc uniquement
aux lignes K et Ko de la table d’adressage. Sur le premier élément, le degré de liberté j peut
correspondre au k{ degré de liberté de 'élément K; et au kS degré de liberté de l'élément Ko
(1 <ky, ke < nff) On a donc adres(Ky, k1) = adres(Ka, ko) = j. La fonction de Ritz associée sera
donc définie par :

0 ailleurs

Notons en terminant que le support de cette fonction de Ritz se réduit aux 2 éléments K; et K.

Exemple 5.2
Considérons un maillage de 3 éléments tel qu’illustré a la figure 5.9. Nous supposerons de plus que
les fonctions d’interpolation sont linéaires et qu’il n’y a qu’un seul degré de liberté par noeud de

calcul (n¥ = ng{ = nf = 2). Pour simplifier la présentation, nous supposerons que :

numer(j)=j j=1,2,3,---nddl

de sorte que les tables connec et adres coincident, ce qui revient & dire qu’aucune variable essentielle
n’est imposée. Il en résulte la table d’adressage :

Il y a donc au total 4 degrés de liberté (nddl = 4) et la figure 5.9 présente les 4 fonctions de
Ritz qui y sont associées. Les fonctions ¢1(z) et ¢4(x) ne sont non nulles que respectivement sur
les élements K et K3. Partout ailleurs, elles sont nulles. On remarque de plus que ces numéros (1
et 4) n’apparaissent respectivement dans la table d’adressage qu’aux lignes 1 et 3 respectivement,
correspondant aux éléments 1 et 3. Puisque adres(1,1) =1 et adres(3,2) =4, on a :

Kiz) si ze Ky
¢1(x) =

0 ailleurs
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Figure 5.9 — Fonctions de Ritz linéaires par élément
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Numeéros des ddls
Table adres

Elément || DAl #1 | Ddl #2
1 1 2
2 2 3
3 3 4

et :
$5(2) si z e K3

Pa(x) =

0 ailleurs

Par contre, la fonction ¢2(z) est a cheval sur les éléments 1 et 2. On remarque alors que adres(1,2) =
adres(2,1) = 2. On a dans ce cas :

Ki(z) si ze K
Pa(r) = K2(2) si 2 € Ky
0 ailleurs
De méme, puisque adres(2,2) = adres(3,1) =3
$2(2) si z e Ky
p3(x) = Ks(z) si ze K3

0 ailleurs

Exemple 5.3

Sur le méme maillage de 3 éléments de la figure 5.9 et en faisant les mémes hypothéses concernant la
numérotation des degrés de liberté, on considére cette fois des fonctions d’interpolation quadratiques
(nE =nlf =3, nf = 2). Ici encore, on a numéroté les degrés de liberté du domaine tout simplement

de gauche & droite. Les tables de connectivité connec et adres sont alors les mémes :
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b1

b2

®3

P4

@5

®6

o7

o P o °

1 2 3 4 5% 6 7
K Ky K3

/o\ o ° o °

1 2 3 4 5 6 7
K Ky K3

>
=20)
-0

1 2 3 4 51
K K, K3

® s /;\ o °

1 2 3 4 5% 6 7
K Ky K3

° o t\/@/.\\/l

1 2 3 4 5 § 7
K, K, Ks

° s ° o /o\

1 2 3 4 59 6 7
K K, K3

° S ° o ¢\_/®/o

1 2 3 4 5 6 7
K, K, Ks

Figure 5.10 — Fonctions de Ritz quadratiques par élément

Chapitre 5
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Numeéros des ddls
Table adres

Elément | DAl #1 | Dl #2 | DAl #3
1 1 3 2
2 3 5 4
3 5 7 6

Il y a donc au total 7 degrés de liberté (nddl = 7) et la figure 5.10 présente les 7 fonctions de
Ritz qui y sont associées. On remarque que ces fonctions sont maintenant quadratiques (au lieu
de linéaires) sur les éléments qui constituent leur support. Partout ailleurs, elles sont nulles. Par
exemple, puisque adres(1,3) =2, on a :

M(z) si oz e K

p2(x) =

0 ailleurs

et puisque adres(2,2) = adres(3,1) =5 :

22(2) stz € Ky

¢5(x) = Ks(z) si ze K3

0 ailleurs

1l en va de maniére similaire pour les autres fonctions de Ritz. B

Remarque 5.4

Notons enfin, et cela est fondamental, que le support des fonctions de Ritz se réduit a trés peu
d’éléments. Ainsi, pour obtenir les coefficients du systéme linéaire global de la méthode de Ritz
a(¢j, ¢i), il n’est pas nécessaire d’intégrer sur tout le domaine puisque le support des fonctions
¢i(x) est tres réduit. De plus, I'intersection des supports des fonctions ¢;(x) et ¢;(x) est parfois nul
ce qui entraine que a(¢;,¢;) = 0. L’intégration ne porte donc que sur l'intersection des supports
des fonctions ¢;(z) et ¢;(x). Il en résulte une structure matricielle trés particuliére pour le systéme
linéaire global. On parle alors de matrice creuse signifiant ainsi que la matrice obtenue contient une
part importante de zéros. On profitera éventuellement de cette structure pour diminuer I’espace-
mémoire requis en ne conservant que les termes non nuls. Nous reviendrons sur cette question un
peu plus loin. ¢

Mais comment s’y retrouver pour éviter des calculs inutiles 7 C’est encore la table d’adressage
qui nous guide. Il suffit en effet de calculer les systemes élémentaires sur chaque élément et la table
d’adressage nous indique & quel endroit apporter cette contribution dans le systéme global.
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Construction du systéme global

A partir des systémes élémentaires sur chaque élément K, on construit un systéme d’équations
linéaires global qui tient compte des contributions de chaque degré de liberté de chaque élément.
La matrice globale sera notée A (et ses coefficients a;;). Rappelons que le vecteur global des degrés
de liberté est noté U (et ses coefficients u;). Le terme de droite sera encore constitué de 2 parties F
et S (de coefficients respectifs f; et s;). Pour saisir comment 8’y prendre, il suffit de remarquer que
pour notre probléme type :

1
o = a6 i) = [ <p<x>¢j<x>¢i<x>+ (@) ) a

= Zl/( ) i 61(a) i +al) 2 I g L o)

Comme nous ’avons déja souligné, la derniére somme ne porte que sur les éléments faisant partie
du support a la fois de la fonction ¢;(x) et de la fonction ¢;(z). Sur le plan pratique, cela signifie
que les numéros ¢ et j apparaissent tous les deux a la ligne de la table adres correspondant & ces
éléments. Soit donc K* 'un de ces éléments. Les degrés de liberté ¢ et j apparaissent forcément
dans le vecteur d’adressage de cet élément (la K*¢ ligne de la table adres). On aura par exemple
que adres(K*, k1) = i et adres(K*,ks) = j ot ki et ko sont des nombres compris entre 1 et nk.

On a alors :
d do;
[ (p00s@ e outa) - )52 1 i) o

e
) (pwwéz (@ @) +q<x>1§?1§?) "

_ _K*
= Ok gy

On ajoute ce dernier coefficient au terme a;; du systeme global et on fera de méme pour tous les
éléments dont le vecteur d’adressage contient & la fois les numéros i et j. On constate donc que
chaque coefficient de la matrice élémentaire apporte une contribution au systéme linéaire global et
qu’il suffit de sommer les contributions de chaque systéme élémentaire.

Assemblage des matrices élémentaires

En pratique, la procédure d’assemblage requiert de suivre le chemin inverse de celui que nous
venons de décrire et de partir du systéme élémentaire sur chaque élément K :

AKUK = pK 4 oK
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ou plus explicitement :

K K K
app A Ay uy fi sk
K K K K
K K . K Uty 5% 0
Upicy Gpico UK nk ng ng

Considérons 1’élément afl k, de ce systéme élémentaire. La table d’adressage nous indique par
exemple que adres(K, ki) =i et que adres(K, ka) = j. On a alors :

dE gk
s = [, (soronticr s a0 o

do; dao;
— [ (s i @oxa) i +a0) 52 e 1) o
et que cette contribution doit étre ajoutée au coefficient a;; du systéme global.
AU=F+ S

De méme, on ajoute les coefficients locaux f,ff et sfl aux coefficients globaux f; et s;.
De toute la discussion qui précéde, on conclut que 'on construit la matrice A et les vecteurs F'
et S de la maniére suivante, qui constitue I’assemblage :
— Initialisation a 0 de la matrice A et des vecteurs F et S;
— Pour chaque élément K ;
— Pour chaque degré de liberté k1 = 1,2, --- ,nfl(;
— Numéro de la ligne : i = adres(K, k1)
- fi— fi+ E
- Sj < 8+ sfl
— Pour chaque degré de liberté ko = 1,2, -- - nfl(;
— Numéro de la colonne : j = adres(K, k2)
- Qi — Q5+ aé(le
— Fin de la boucle sur les colonnes
— Fin de la boucle sur les lignes
— Fin de la boucle sur les éléments

Remarque 5.5

11 est concevable de construire des tables d’adressage différentes pour les lignes et les colonnes d’une
matrice. On rencontre cette situation notamment dans les problémes ayant plusieurs inconnues. On
peut ainsi assembler des matrices rectangulaires si nécessaire. ¢
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Exemple 5.4

Considérons une fois encore le maillage trés simple de 3 éléments quadratiques de la figure 5.3.
On trouve la table d’adressage a la page 82. Le systéme global sera de dimension 7 sur 7. Pour le
construire, on va assembler les 3 systémes élémentaires de dimension 3 de la forme :

K K K K K K
a%(l CL%(Q a%é)) u%( = f2K + | s1%
a3z; a3y aszg Uus /3 0

Le vecteur d’adressage du premier élément K7 est [7, 2, 1]. Cela signifie que les inconnues élémentaires
u{ﬁ, ufl et ug(l correspondent aux degrés de liberté uy, us et u; du systéme global. Le systéeme

élémentaire est donc équivalent & :

alki a0 000 & Tw ] [ 107
aéél aéél 0 00O agll U 2Kl sgl
0 0O 0 0 0 0 O U3 0 0
0 0O 00 O0O0 O Uy | = 0 + 0
0 0O 0 0 0 0 O Uus 0 0
0 O 0 0 0 0 O Ug 0 0
i aﬁl aﬁl 00 0O aﬁl | Lour 1Kl L sﬁl ]

qui n’est qu'une réécriture différente du systéme élémentaire. Une fagon systématique de s’y retrou-
ver consiste & écrire le systéme élémentaire sous la forme :

7 2 1

7 aKl CLKl aKl UR1 K SRl
e S I IR I I
1 1 1 1 1 1

2] a3 ayy  ay Ug 2 512
K K K K K

1|ag' azp asy ug! 3 0

ou on a simplement ajouté devant les lignes et au dessus des colonnes le vecteur d’adressage du
premier élément (la premiére ligne de la table adres). Pour connaitre 'adresse dans le systéme
global d’un coefficient du systéme élémentaire, il suffit de regarder le vecteur d’adressage de la ligne
et/ou de la colonne. Ainsi, le coefficient aé(f du systéme élémentaire apportera sa contribution au
coefficient as7 du systéme global. De méme, les coeflicient flK1
f7 et sy du vecteur des sollicitations global.

Pour le deuxiéme élément dont le vecteur d’adressage est [2, 4, 3], un raisonnement similaire nous

permet d’écrire :

et sﬁl seront ajoutés aux coefficients

2 4 3
2 a{(f a% a{(gg uy L s11°
Ko Ko Ko Ko | = Ky | | K
41 a5’ a5y agg Ug 2 512
3 aK2 K2 KQ K2 K2 0

31 Q32 Q33 Ug 3



FEléments finis unidimensionnels

qui devient :

cocoocoo o oo
=
[\V)
&

=

©
OO OO O o O
OO OO O o o

OO OO O o o

ul
U2
u3
U4
Uus
U
ur

Pour le dernier élément, dont le vecteur d’adressage

000 0
000 O
000 0
00 0 alf
OOOa%:”
00 0 af
000 0

0 0
0 0
0 0
ag{f’ agf
a%{;’ a%;
agg’ gy’
0 0

OO OO o oo

u1
U2
u3
Uy
Us
Ue
ur

0
0

0
K-
Lo+
K3
3
K3
2

0

0
K>
S11
0
Ky
S12

0
0

0

6, 5], on obtient :

VA
o-rxo oo
w

K3
512
0

Le systéeme global est alors obtenu en sommant toutes les contributions :

Ay Gy +a
0 agf
0 a5y’
0 0
0 0

Remarque 5.6

0 af ]

0 0 0 asy
K2 K2 K2 Kl
11 a}g a,}(2 0 0 ay

2 2
2 2 3 3 3
ay5°  Qgy 4};“11 a}? a%(2 0
0 asy’ azs’ azy’ 0
K3 K3 K3
0 21 o3 22 9{
0 0 0 0 ayy
_ K - _ -
3 0
K1 KQ Kl K2
2 ;f1 512t 511
2 0
3
Ko K Ky K
2 2+ 1 + | S12 TSy
5 0
Ks 3K3
2 12
Kl SKI
L 1 h 11

U1
U2
u3
Uy
Uus
Ue
ur
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(5.18)
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Il est évident que seul ce dernier systéme de dimension nddl sur nddl est explicitement construit.
On ne construit pas un tel systéme pour chaque élément pour ensuite les additionner comme nous
I’avons fait. Cela nécessiterait une quantité de mémoire phénoménale et nous ne ’avons fait que pour
illustrer le processus d’assemblage. On additionne les contributions de chaque systéme élémentaire
directement dans le systéme 5.18 & I’adresse fournie par le vecteur d’adressage de chaque élément.

¢

5.1.8 Imposition des conditions aux limites

On impose les conditions en deux étapes suivant que l'on traite les conditions essentielles (va-
riables primaires) ou les conditions naturelles (variables secondaires). Une fois le systéme global
assemblé, il prend la forme suivante :

My My Ut FC S¢

() (e )= () (%) 619

21 22 2
Cette partition particuliére provient de la numérotation des degrés de liberté que nous avons établie.
Le vecteur U est connu, de méme que le vecteur S€ en vertu des conditions essentielles et naturelles
imposées. La partition de la matrice A suit directement celle du vecteur global des degrés de liberté
U. On note au passage que les matrices M11 et Moo sont carrées et que les matrices M1s et Mo sont
rectangulaires. Si la forme bilinéaire du probléme est symétrique, on a MiL, = Ma;. Nous reviendrons

sur cette partition lors de la résolution du systéme global.

Enfin, il reste & analyser le terme de droite composé de 2 parties. Le vecteur F' est entiérement
déterminé et ne pose aucun probléme. Par contre, le vecteur S contenant la contribution des variables
secondaires est lui aussi décomposé en 2 parties. La ot la variable essentielle est imposée (et donc
connue), nous avons vu que la condition naturelle est inconnue et vice versa. La situation est donc
claire aux 2 extrémités du domaine.

Il reste a regarder ce qui se passe aux frontiéres entre les éléments. Typiquement, si le degré de
liberté ¢ du domaine est attaché & un noeud x & la frontiére entre 2 éléments K_ et K, le vecteur
S contiendra a la ¢ ligne une expression de la forme :

K_ Ky
8; = 819 + 811
De la définition méme de ces variables, on a :

si=a(@) ) — el )

ce qui signifie que s; est le saut de la variable naturelle (secondaire) :

du

~a(a) (@)
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au noeud z. Les indices — et + référent aux valeurs a gauche (prise dans 1’élément K_) et a droite
(prise dans ’élément K1) de la variable en x. Or si ce saut était différent de 0, le terme de droite de
I’équation différentielle 5.1 ferait apparaitre une distribution de Dirac HJ,. On utilise fréquemment
les distributions de Dirac pour modéliser une charge ponctuelle d’intensité H. Si tel est le cas,
c’est au moment de I'imposition des conditions naturelles a ce noeud que ’on prend en compte la
contribution de cette charge ponctuelle et on pose :

K_ K
Si=S819 +5,, =H

Sinon, on pose simplement s; = 0.

5.1.9 Solution du systéme global

Pour la résolution du systéme linéaire, 2 autres étapes sont nécessaires. Tout d’abord, on déter-
mine le vecteur U’ en résolvant le systéme linéaire :

MU' = FE 4+ 8¢ — Mp,U¢ (5.20)

qui n’est qu'une réécriture de la premiére équation du systéme 5.19. On remarque que le terme de
droite est entiérement connu. Pour cela, on utilise les techniques classiques comme la méthode de
décomposition LU. Remarquons que cette équation n’est rien d’autre que la discrétisation de la
forme variationnelle :

a(du, w) = l(w) — a(ug, w)

puisque le vecteur U correspond au relévement des conditions essentielles Ug.
Une fois le vecteur U’ calculé, on détermine si nécessaire le vecteur S’ directement en posant :

ST = My U + MypU® — F§ (5.21)

Exemple 5.5

Nous sommes en mesure de compléter 'exemple illustré a la figure 5.3 qui nous a mené au systéme
linéaire 5.18. Imposons d’abord les conditions aux limites. D’une part, le seul degré de liberté qui
est fixé est le 7¢. A cet endroit, u(0) = ¢, ce qui entraine que u; = c. On peut donc partitionner le
systéme 5.18 sous la forme :

[ aly) aty 0 0 0 0 |af V1w
aégf aégl + a{(f a{?f a% 0 0 aé(ll U
0 ayy” ayg Ggy +ai’ ag apy | 0 Uq
0 0 0 agf a%f a%‘ 0 us

9{1 9{1 0 gy’ Gy3' apy ?{ e

L 13 G129 0 0 0 0 |apyt | Lurd
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_ % - _ -
3 0
K K.
Y 812 +S
K 0
3
K. K
= 2 2 +f1 3 + 312 +3
3 0
K3 SK3
2 12
K ]il
L it J L S11 J

ol nous avons explicité la forme 5.19. On peut des lors visualiser les matrices M;; de méme que les
partitions des vecteurs U, F et S.
D’autre part, on souhaite imposer une condition naturelle en x = 1 de la forme :

o) 54 (1) = d

ce qui revient & poser 3{23 = d. A l'autre extrémité, la condition naturelle est inconnue et donc sﬁl
I’est aussi. De plus, puisqu’il n’y a aucune charge ponctuelle d’imposée, on a :

312 +511 —512 +511 =0

On en déduit que :

et :
u1

U
us
Uy
Us
Uug d

On remarque immédiatement que le systéme est bien de la forme 5.19. La matrice My est de
dimension 6 sur 6, la matrice Mo est de dimension 1 sur 1 et les matrices Mio et Mo; de dimension
6 par 1 et 1 par 6 respectivement. La résolution est alors immeédiate en se servant des relations 5.20
et 5.21, pourvu que 'on donne des valeurs précises & cet d. B

Remarque 5.7

Dans cet exemple, la matrice M1, posséde une structure bien particuliere. On remarque en effet
que les coefficients non nuls sont concentrés le long des diagonales principales. Lorsqu’on s’éloigne
des diagonales principales, les coefficients de la matrice sont nuls et on parle de matrice bande ou
de matrice en ligne de ciel. Cela est di a la numérotation initiale des degrés de liberté du domaine
(voir la figure 5.3) qui met en relation (via la table d’adressage) un degré de liberté seulement
avec les degrés de liberté adjacents. Une numérotation aléatoire des degrés de liberté aurait pour
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conséquence 'obtention d’une matrice pleine ot les coefficients non nuls sont éparpillés dans toute la
matrice. Il est important de profiter de cette structure particuliére et de s’assurer que la numérotation
des degrés de liberté minimise 1’éparpillement des coefficients & 'intérieur de la matrice. Il existe
plusieurs facons de faire et nous y reviendrons plus loin puisque cela prend toute son importance
en dimension supérieure & 1. Notons enfin que cette renumérotation éventuelle n’a d’effets que
sur la table numer (et par conséquent sur la table d’adressage adres) et que toute la procédure
précédemment décrite reste inchangée. ¢

5.1.10 Présentation des résultats

La présentation des résultats est une opération importante mais qui n’a que peu de rapport
avec la méthode des éléments finis en tant que telle. De nombreux logiciels commerciaux existent
et permettent de présenter les résultats de fagon claire et précise. La méthode des éléments finis
et les méthodes numériques en général produisent des quantités impressionnantes de nombres que
I’on souhaite interpréter. Si ce probléme est relativement facile & surmonter en dimension 1, il en
est tout autrement en dimension 2 ou 3.

Il convient toutefois de mentionner comment évaluer la solution calculée (et éventuellement ses
dérivées si nécessaire) dans le but d’en faire un graphique.

— Pour chaque élément K ;

— Lire la ligne K de la table d’adressage;

— En déduire le vecteur U des inconnues élémentaires ulK ;

— Pour chaque point x ot on veut évaluer v’ ;
2z — (24 + 2)

hE
W du 9 d¢
- uf (@) =) ufi(6) et 72 2
j=1

— Sur I’élément de référence : £ =

— Fin de la boucle sur les éléments

5.1.11 Exemples et applications

Il est temps de s’attaquer & un exemple complet. Nous reviendrons donc sur les différentes étapes
introduites jusqu’a maintenant et nous effectuerons une résolution compléte.

Exemple 5.6

On consideére la déflexion d’un céble de longueur bm en tension entre 2 points d’attache tel qu’illustré
a la figure 5.11. On exerce ainsi une tension de 400N sur le céble. Le poids linéaire du cable est de
6 N/m et de plus, on répartit une charge non uniforme de 40z N/m dans U'intervalle [0,2]. Enfin,
en x = 4, une charge ponctuelle de 150 N contribue également a la déformation du cable. Pour
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150 N

40z N/m

Figure 5.11 — Déflexion verticale d’un céable

résoudre ce probléme, on doit considérer ’équation différentielle :

_% (T(x);i;L) = f(@) (5.22)

ou T'(x) est la tension dans le cable, u(z) est la déflexion verticale et f(x) est la charge appliquée.
Dans ce cas précis, on applique une charge linéaire sur l'intervalle [0, 2], en plus du poids du cable
ce qui donne :

f(z) = { —(64+40z) pour 0<z<2

—6 pour 2<x <5
Comme nous ’avons déja souligné, la charge ponctuelle s’interpréte comme le saut de la condition
naturelle (de la variable secondaire) au point & = 4 et sera prise en compte lors de 'imposition des
conditions aux limites. Ce probléme entre dans le cadre du probléme type 5.1 en posant simplement

p(z) =0, g(z) = T(x) =400 et r(z) = f(z).
— Le maillage

On considére un maillage de 4 éléments et une interpolation quadratique sur chaque élément.
Le maillage est présenté aussi a la figure 5.12 ainsi que les coordonnées et la numérotation des
noeuds. De plus, on s’est assuré de placer le point = = 4, ot se situe la charge ponctuelle, a la
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
{ & L 4 > L 4 > L > o
=20 2 3 4 r=2>5

Figure 5.12 — Maillage pour la déflexion verticale d’'un cable

frontiére entre 2 éléments ce qui en facilite la prise en compte. On a donc les tables suivantes :

Coordonnées des noeuds
Table coor

T T2 T3
0,0000 | 0,0000 | 0,0000
1,0000 | 0,0000 | 0,0000
2,0000 | 0,0000 | 0,0000
2,5000 | 0,0000 | 0,0000
3,0000 | 0,0000 | 0,0000
3,5000 | 0,0000 | 0,0000
4,0000 | 0,0000 | 0,0000
4,5000 | 0,0000 | 0,0000
5,0000 | 0,0000 | 0,0000

Numeéros des noeuds de calcul
Table connec

Elément | Noeud #1 | Noeud #2 | Noeud #3
1 1 3 2
2 3 5 4
3 5 7 6
4 7 9 8

La variable essentielle u(z) est imposée en x = 0 et en x = 5. On obtient toujours la table
de numérotation en 2 étapes. Dans un premier temps, on a évité de numéroter les degrés
de liberté associés aux noeuds 1 et 9 ou des conditions essentielles sont imposées. Dans un
deuxiéme temps, on numérote les degrés de liberté fixés :
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Numérotation Numérotation
Table numer Table numer

Noeud U Noeud U

1 ? 1 8

2 1 2 1

3 2 3 2

4 3 |7 | 4 3

5 4 5 4

6 5 6 5

7 6 7 6

8 7 8 7

9 ? 9 9

La table d’adressage correspondante est alors :

Numeéros des ddls
Table adres

Elément | DAl 1 | Ddl 2 | Ddl 3
1 8 2 1
2 2 4 3
3 4 6 5
4 6 9 7

— Le systéme élémentaire

Le systéme élémentaire a pour coefficients :

2 (1 di diy
K _ “Z k'l
aff = gr [ 002
hK 1 K K hK R
I RGP
-1
sK = sldi(—1) + sih(1)

Pour la matrice élémentaire, puisque dans ce cas on a p(x) = 0 et g(x) = 400, on peut tirer
profit de I’équation 5.16 pour obtenir :

400 I % _2
— _
3h -8 -8 16

et ce quel que soit I’élément. Par contre, pour le calcul du terme de droite on distingue 2 cas
suivant que 'on se place dans le premier élément ou dans les autres.
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1. Premier élément

Dans le premier élément x{ﬁ =0, xéﬁ = 2 et donc A1 =2 et on doit évaluer :

Ky 1 Ky K K .
o= /_1f<($1 SRR 5>wi<f>df

1
= 5[ rasoi@a

1 ~
= [~ a0+
On montre alors que :

—6

1

=21 -86
—184

Le vecteur d’adressage de cet élément est [8 2 1] et on trouve ainsi le systéme élémentaire :

8 2 1
200 | 8] 7 1T =8| |u|_1] -6 e
3|2 1 7 =8| wud 3| —86 515

1]-8 —8 16 | | ul0 —184 0

2. Les 3 autres éléments

Dans cet exemple précis, les 3 autres éléments sont identiques et vérifient A = 1. De
plus, puisque r(x) = —6, on peut encore utiliser les relations 5.16 et 5.17 pour obtenir
directement les systémes élémentaires :

7 1 -8 ul -3 sk
400 1 1 1
3 1 7T -8 u§< :g -3 |+ S{g
-8 -8 16 ul —12 0

Seul le vecteur d’adressage varie pour ces 3 éléments.

— L’assemblage
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En se servant de la table adres, on assemble (en exercice ) la matrice 9 sur 9 suivante :

[ 32 —16 0 0 0 0 0 —16 07
—16 42 =32 4 0 0 0 2 0
0 —-32 64 —32 0 0 0 0 0
100 0 4 =32 56 —32 4 0 0 0
— 0 0 0 —-32 64 —32 0 0 0
3 0 0 0 4 -32 5 -32 0 4
0 0 0 0 0 —-32 64 0 —32
—16 2 0 0 0 0 0 14 0
L 0 0 0 0 0 4 —-32 0 28 |
et le terme de droite : _ _
[ —184 T 0
—89 sgl + s{(f
~12 0
) —6 s{(; + s{(f’
- —12 |+ 0
3 —6 sfj’ + sk
—12 0
—6 sﬁl
L 31 ] 513

— Conditions aux limites
1. Conditions essentielles :

Deux degrés de liberté sont fixés par les conditions essentielles soient les degrés de liberté
8 et 9 pour lesquels ug = ug = 0. On a alors :

0
U® =
2. Conditions naturelles :
Au point x = 4, on impose une charge ponctuelle ce qui se traduit par la condition
naturelle :
s{(; + sﬁ“ = —150

Tous les autres sauts de la variable secondaire sont nuls. De plus, s{g“ et 3{(11 sont inconnus.
On a maintenant :

0
0
0 S
S¢ = 0 etSI:[S}a}
0 12
—150
L 0]
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— Solution du systéme linéaire
On doit donc résoudre le systéme global :

100

32 —16 0 0 0 0 0| —-16 07 [ wa
—-16 42 -32 4 0 0 0 2 0 U
0 —-32 64 -—32 0 0 0 0 0 us3
0 4 =32 56 —32 4 0 0 0 Uy
0 0 0 =32 64 -32 0 0 0 Us
0 0 0 4 =32 56 —-32 0 4 Ug
0 0 0 0 0 =32 64 0 —32 uy
—16 2 0 0 0 0 0| 14 0 0
0 0 0 0 0 4 =32 0 28] L O

113

o O O O O

—150

0
151
511
Ky
S12 |

On effectue la résolution de I’équation 5.20 par une méthode de décomposition LU. La solution

du systéme linéaire réduit de dimension 7 sur 7 donne le vecteur :

0,235 000 000
0,355 000 000
0,367 708 333
0,376 666 667
0,381 875000
0,383 333333
0,193 541 666

Le vecteur solution complet (en ajoutant les conditions essentielles) est donc :

[ 0,235 000 000
0,355 000 000
0,367 708 333
0,376 666 667
0,381 875000
0,383 333333
0,193 541 666

0
0

La solution élément par élément est illustrée & la figure 5.13. On remarque que la solution
u(z) est constituée de 4 polynomes de degré 2 alors que Tu'(x) est constituée de 4 polyndomes
linéaires (puisque 7T est constant). On remarque enfin que le saut des variables secondaires
en x = 2, x = 3 n’est pas nul alors que celui en z = 4 est prés de 150. Cela démontre que
les conditions aux limites naturelles ne sont imposées que faiblement. Un maillage plus fin

permettrait d’obtenir éventuellement les bonnes valeurs de ces sauts.
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On peut enfin récupérer les variables naturelles qui restent en se servant de la relation 5.21.
On obtient alors les réactions :

[ —0,235000 000
—0,355 000 000
—0,367 708 333

Ky _ -
gl _ [8}%4 ] :1go[ 18 (2) 2 _38} —0,376 666 667
512 —0,381 875 000

—0,383333 333
| —0,193 541 666

sl a] ][]

[ 103,67
~ | 156,33

exprimées en N et qui représentent les forces exercées aux 2 extrémités pour retenir le cable. La
somme de ces 2 forces est de 260 N ce qui est exactement la charge totale exercée sur le cable :

2
6*5+150+/ 40x dxr = 260N
0

5.2 Equations différentielles d’ordre 4

Dans cette section nous nous intéressons aux équations différentielles d’ordre 4. Fort heureuse-
ment beaucoup de notions introduites & la section précédente restent inchangées et seront réutilisées
avec trés peu de modifications. C’est le cas du passage a I’élément de référence, de I’évaluation du
systéme élémentaire, de ’assemblage, de l'imposition des conditions aux limites, etc. Seules quelques
variantes propres aux équations différentielles d’ordre 4 sont nécessaires.
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150} [ -

100

50F E

T(x) duid

-1o0f g

_150 L L L L L L L
1}

Figure 5.13 — Solution numérique : u(z) et T(x)u'(z)
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5.2.1 Probléme type

Pour fixer les idées, nous commencerons par la résolution d’un probléme classique d’une équation
différentielle d’ordre 4 de la forme :

st (405 ) =)

d*u
u(0) =a, ¢(0)5—5(0) =b (5.23)

%(L) =, % (q(L)ZZ(LO —d

Ce type d’équations différentielles est fréquemment rencontré pour les problémes de poutres ot dans
ce cas, u(r) est la déflexion verticale de la poutre au point z. Nous savons d’ores et déja que ce type
de problémes trouve un cadre fonctionnel approprié¢ dans H2(]0, L]) et qu’on distingue pour cette

équation différentielle d’ordre 4 deux conditions essentielles (imposition de u(z) et de 2%) et deux

conditions naturelles (imposition de % (q(:r)%) et de q(:r)%) en 'une ou autre des 2 extrémités

du domaine. Tenant compte des conditions essentielles imposées dans ce probléme, on pose :
dw
(r) =0}

L’espace V est constitué des fonctions de H2(]0, L[) qui s’annulent 1a ol les conditions essentielles
sont imposées. Dans ce cas, on pose u = du+u, et la formulation variationnelle (laissée en exercice)

V = {we H*(]0,L]) | w(0)

est :
& trouver du € V telle que :
a(du,w) = l(w) — a(ug,w) Yw eV (5.24)
ou : )
abu.w) = [ (pla)dul)u(a) + al@)u’ @)’ () da
et :

! w
l(w) = /0 r(z)w(x)de —dw(L)+b Z—x(O)

La méthode de Ritz nécessite la construction d’un systéme linéaire global de la forme :
AU =F
ou :
aij = a(;(x), di(x)) et fi =1U¢i(x)) — alug(x), ¢i(x))
La fonction ugy(z) désigne comme toujours le relévement des conditions aux limites essentielles.

Il reste donc & construire les fonctions de Ritz ¢;(x) dans H?(f2) et qui seront polynomiales par
élément.
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5.2.2 Le maillage

Le maillage posséde les mémes caractéristiques que pour les problémes d’ordre 2. Pour illustrer
notre propos, on choisit comme domaine € le segment [0, L] et on considére un maillage uniforme de
3 éléments. On prend seulement les 2 noeuds géométriques comme noeuds de calcul (nf =nk =2).
La table de connectivité des noeuds s’écrit dans ce cas :

Numeéros des noeuds de calcul
Table connec

Elément || Noeud #1 | Noeud #2
1 1 2
2 2 3
3 3 4

Rappelons encore ici qu’il y a 2 conditions essentielles pour ce probléme et donc qu’il y a 2
degrés de liberté associés & chaque noeud d’interpolation (né( = 4). Nous continuerons & numéroter
les degrés de liberté out des conditions essentielles sont imposées en tout dernier. Dans le cas qui

nous intéresse, on impose u au premier noeud et on impose % au quatriéme noeud. On aurait la
situation suivante :

Numeérotation
Table numer

Noeud || DAl #1 (u(x)) | Ddl #2 (24)
1 ? 1
2 2 3
3 4 5
4 6 ?

Remarquons que le degré de liberté associé a la variable essentielle u(z) au premier noeud n’a pas

été numéroté de méme que celui associé a la variable essentielle % au noeud # 4 ce qui est fait
dans une deuxiéme étape :

Numeérotation
Table numer

Noeud | Ddl #1 (u(z)) | Ddl #2 (%)
1 7 1
2 2 3
3 4 5
4 6 8

On peut maintenant construire la table d’adressage :
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Numeéros des ddls
Table adres

Elément || DAl #1 | DAl #2 | Ddl #3 | Ddl #4
1 7 1 2 3
2 2 3 4 5
3 4 5 6 8

5.2.3 Formulation variationnelle élémentaire

Cette étape consiste a obtenir une formulation variationnelle sur un élément quelconque K. On
intégre sur un élément K = [z, 2X] plutot que sur le domaine 2 au complet. On a alors aprés 2

intégrations par parties :

/K (P(m)U(:E)w(x) 4 Q(x)i;f;f)

K

d?u dw | d d*u 2

= [ a0 g - g (s) 53 ) wie) .
ou encore :
vy d*u d*w
[ (e + a5 G ) o
T2 d d
= [ r@w@ds + sfu) + st + 555 ) + s )

1

ol on a introduit les variables secondaires :

d d?u d du
K __ K _
T (q(x)d$2> 12T T <q(1’)d$2>

d?u d?u
35{1 = - (CJ(x)dxg) 35(2 = <Q(95)d$2>

Ces 2 variables secondaires correspondent aux 2 conditions naturelles aux 2 extrémités de 1’élé-
ment. La notation a 2 indices indique que sff est la valeur de la i iéme variable secondaire a la
premiére extrémité de I’élément tandis que sg est la valeur de la i iéme variable secondaire & la
deuxiéme extrémité de 1’élément K. Les signes qui sont affectés aux variables secondaires sont a
priori arbitraires de maniére 3 ce que les signes soient tous positifs dans la formulation variationnelle
élémentaire. Mentionnons cependant qu’en dimension 2 ou 3, le signe est déterminé par le vecteur
normal extérieur & la frontiére de I’élément.

—nK
T=Ty

T=T7

— K
T=Ty

T=T7
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On pose ensuite :
ng
K, K
=D _uj v (@)
j=1

pour obtenir :

nk K d2¢K p
A (p(xwf (@)ula) + a(e) 5 dw> e

& x dw duw
= [ r@u@ds + stueh) + stiuel) + o5 ) + o )

K
1

et on choisit ensuite successivement w(x) = 1/1{( (x),i=1,2,-- -nff pour obtenir le systéme élémen-
taire :

ou :

K
1

ok Py 2yK
aff = /ﬂc (p(x)wf(w)%{(wHQ(ﬂf) df; df% )dw

7= [ ek s

dipK dipf€
S = ) + sl () + B T ) + 55 T )

5.2.4 Passage a ’élément de référence

Effectuons maintenant le changement de variables dans le systéme élémentaire. Rappelons de
I’équation 5.9 que :

i 2 dyy R S
dr (z) = WK dé (), A2 (z) = WTSQ(@

hK

On obtient alors sur ’élément de référence :
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1 K A K
of = [ p (MRS gl ae

V(@B ey nEeN [(d); 4 d2; 4\ RE
*/ﬂ(l > )(&ﬁﬁ?)&wwmgdf
K
- (x1+“ hg)%@wwaf

(zf +952 )+ he dziﬁj 4?4
e ae?

dg

K 1 K K
K = iz/QT(@l+$Z) hg)m@)f

n N 2dz 2dAZ
si = snti(=1) +siyti(1) + uhK(Z< 1>+s§hK(Z(1>

~

Ce systéme est de dimension né{ sur nff . Pour I’évaluer, il reste a construire des fonctions d’interpo-

lation sur ’élément de référence. Puisque la solution recherchée est dans un sous-espace de H?((2),
Papproximation polynémiale devra étre continue et dérivable au moins une fois (voir le chapitre 2).
Cela nous ameéne a rappeler les polynémes d’Hermite.

5.2.5 Construction des fonctions d’interpolation 1@(5)

Pour simplifier 'exposé, nous commencerons par le cas ou il y a seulement 2 noeuds de calcul qui
correspondent aux 2 noeuds géométriques (nX = nff = 2). Puisqu’il y a 2 conditions essentielles par
noeud de calcul, on aura 2 degrés de liberté par noeud de calcul et donc 4 fonctions d’interpolation

& construire (nX = 4). Sur un élément, on a donc :

4
=> ufyf(2)
j=1



Eléments finis unidimensionnels 121

La valeur des inconnues u] est définie par :

4 4

uK@f) = Y uf el = D ufi(-1) = uf
=1 j=1

e R k) S 2 dd ‘

) = el = D ufR e ) =
7j=1 7j=1
4 4 .

WFag) = D ufefEl) = Y ufdi(+1) = uf
j=1 j=1

duf 4 Kdz/JK Lk 2 diy K

Les fonctions d’interpolation 1[1(5 ) doivent donc vérifier les conditions suivantes :

hi(-1) =1 et i(=1) = 0 pour i#1
di» _ R Y _ .
75(_1) = 5 et i (=1) = 0 pour i#2
P3(+1) = 1 et i(+1) = 0 pour i#3
d¢4(+1) _ o d{m(ﬂ) = 0 pour i+4
€ 2 € P

Ces derniéres propriétés ne sont rien de moins que la définition des polynémes d’Hermite (voir
par exemple Burden et Faires, réf. [5]). Puisqu’il y a 4 conditions & satisfaire pour chacune des
fonctions d’interpolation, il semble naturel d’utiliser des polynémes de degré 3 et il est alors facile
de montrer que :

b = J0-0%@+0 b6 = [0+

R hK R hK
() = TU-1-8 hi©) = T(-1+E)1+9

Ces fonctions sont illustrées a la figure 5.14 dans le cas particulier ot ¥ = 1.
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i)

Figure 5.14 — Fonctions d’interpolation d’Hermite (h* = 1)

On montre ensuite facilement que :

i (€) 3 2
T —1(1—5)

o (€) h*

d¢ 8

tandis que les dérivées secondes s’écrivent :

4> (€) 3¢

de2 2
d2q) hE

= —(=1+50+3¢)

d*1h3(€)
e

d*1)4 (€)
e

K

—(1+3¢)

Notons que la définition des fonctions d’interpolation sur I’élément de référence dépend de la
longueur A% de I'élément K, ce qui n’était nullement le cas pour les fonctions d’interpolation de
Lagrange. Ceci est dt a la présence de degrés de liberté portant sur la dérivée de u(x). Pour assurer
la continuité de la dérivée a la frontiére entre 2 éléments, il est nécessaire d’ajuster les fonctions
d’interpolation en fonction de la longueur des éléments adjacents & un noeud.

En utilisant ces fonctions d’interpolation, on donne une signification physique précise au vecteur
des degrés de liberté élémentaire et par la suite, au vecteur global des degrés de liberté du domaine.
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Ainsi, le vecteur U correspond aux valeurs de u(x) et de %, les 2 variables essentielles aux noeuds
de calcul c.-a-d.
uf = u(ef)  uf = ()
du du
K K K K
uy = (1) ug = ——(z3)
d d
Remarque 5.8
La notation utilisée peut peut-étre porter & confusion. En effet, le degré de liberé ug( contient la

K

du
valeur de e (x

) et non la valeur de u au noeud correspondant. Nous aurions pu utiliser une

notation différente mais il suffit de se rappeler que u§ correspond au deuxiéme degré de liberté de

I’élément K et que son interprétation peut varier suivant le probléme. Il faut alors étre prudent dans
Iinterprétation des résultats. ¢

5.2.6 Evaluation du systéme élémentaire

L’évaluation du systéme élémentaire suit les mémes lignes que pour les problémes d’ordre 2. On
peut toujours choisir entre l'intégration numeérique et 'intégration exacte. Si on suppose encore une
fois que les fonctions p(x), g(x) et r(x) sont constantes par élément, le systéme élémentaire devient :

4992 704h% 1728  —416RK 6  3nK —6  3nK
x  hEpR | 704RE 128(RF)? 416RK —96(hf)? 2¢% | 3nK 2(RF)?2 —3nK (WK)?
13440 1728 416h% 4992 —T704n% +(hK B | -6 —3nf 6 —3nK
—416h%  —96(hf)?  —704R%  128(hK)? 3K (hE)2 —3RE 2(hE)?

(5.25)

Une intégration par une quadrature de Gauss nécessiterait au moins 4 points de Gauss car
la premiére matrice de I’équation 5.25 requiert l'intégration de polynodmes de degré 6. En ce qui

concerne le membre de droite, U'intégrant est cubique et une formule de Gauss & 2 points suffirait.
On a:

6 sﬁ

hKTK hK SK

K K __ 21
e T 6 |t s (5.26)

—hK 35(2

5.2.7 Assemblage

Rien de neuf sous le soleil en ce qui concerne ’assemblage. On utilise encore la table d’adressage
adres préalablement construite et contenant pour chaque élément les numéros de ses degrés de
liberté. On procéde exactement comme 4 la section 5.1.7 pour assembler.
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5.2.8 Imposition des conditions aux limites

L’imposition des conditions aux limites se fait toujours en 2 étapes. Premiérement les degrés
de liberté imposés par les conditions essentielles sont regroupés encore ici dans le vecteur UC. On
devra donc calculer le vecteur U,

Puisqu’il y a 2 conditions naturelles, le vecteur S fait intervenir deux types de sauts a la frontiére
de 2 éléments K+ et K. Si on note = le noeud de calcul correspondant a cette frontiére et i et j
les numéros des degrés de liberté associés a ce noeud, le vecteur S contiendra les coefficients :

si = sg’ + sﬁ* et sj = 55(27 + Sé(f
Les indices — et + référent aux valeurs & gauche et & droite de la variable en z. Ces expressions
désignent les sauts des 2 variables secondaires au noeud correspondant.

Or si 'un ou lautre de ces sauts était différent de 0, I’équation différentielle ferait apparaitre
une distribution de Dirac H;0, ou bien une dérivée d’une distribution de Dirac Hd.,. Si tel est le
cas, c¢’est au moment de I'imposition des conditions naturelles & ce noeud que 'on prend en compte
la contribution de cette charge ponctuelle et on pose :

K. | K K. | K
Si =815+, = Hi et/ou sj =85, + 5y = Ho

Sinon, on pose simplement s; = s; = 0.

5.2.9 Solution du systéme global

On procéde comme a la section 5.1.9 pour résoudre le systéme.

5.2.10 Exemples et applications

Nous allons considérer une poutre de longueur L m encastrée & 'une de ses extrémités tel
qu’illustrée 4 la figure 5.15. Ce probléme cadre parfaitement avec notre probléme type. Les variables
essentielles u(x) et u/(z) désignent dans ce cas le déplacement vertical (positif si dirigé vers le haut)
et la pente. Il suffit ensuite de poser p(z) = 0 et g(x) = EI, le produit du module de Young F
(en N/m?) et du moment d’inertie I de la poutre (en m*). Enfin, r(z) est une charge répartie
sur la poutre (la charge est positive si dirigée vers le haut). Les 2 conditions naturelles désignent
respectivement un effort tranchant (cisaillement) :

d d*u d d*u

et un moment (couple) de flexion :

)= (s 2) = (B4
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24 kN /m

50

kN

Figure 5.15 — Probléme de la poutre encastrée
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Rappelons que I’équation différentielle s’écrit alors :

d d?
i@ =gz

$2M(x) =r(x) (5.27)
que l'on peut interpréter au sens des distributions. Dans un premier temps, si M (x) posséde une
discontinuité de premiére espéce au point x, alors la relation 5.27 nous assure que ’on verra appa-
raitre la dérivée de la distribution de Dirac ¢, puisqu’on doit dériver 2 fois cette discontinuitée. Un
couple de flexion en x est donc modélisé par la distribution d),. Par contre, si la force de cisaillement
F(x) posséde un saut au point z, alors seulement la distribution de Dirac ¢, apparaitra.

Nous supposerons dans cet exemple que le produit ET est constant et qu’une charge uniforme
r(x) = ro N/m est répartie sur toute la poutre. Enfin, & la deuxiéme extrémité (xz = L), on place
une charge ponctuelle de fo N. On remarque qu’on impose les deux variables essentielles u(x) et
% a la premieére extrémité traduisant ainsi le fait que la poutre est encastrée & cet endroit. Nous
suivrons encore ici les étapes de résolution déja décrites.

— Le maillage

On prendra pour ce probléme un maillage trés simple de 2 éléments de longueur égale h =

L/2 m et comportant 3 noeuds (nnoeuds = 3). Dans un premier temps, on obtient la table

coor .
Coordonnées des noeuds
Table coor
Z1 T2 3
0 0 0
L/2 0 0
L 0 0

de méme que la table de connectivité :

Numéros des noeuds de calcul
Table connec
Elément || Noeud #1 | Noeud #2
1 1 2
2 2 3

Par la suite, on peut numéroter les degrés de liberté associés & chaque noeud. Pour les pro-
blémes d’ordre 4, il y a 2 degrés de liberté par noeud et on a dans un premier temps :

Numérotation
Table numer
Noeud | Ddl #1 (u(z)) | Ddl #2 (%)
1 ? ?
2 1 2
3 3 4
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puisque les 2 degrés de liberté associés au premier noeud sont fixés par les conditions essen-
tielles. Un deuxiéme passage nous donne maintenant :

Numérotation
Table numer
Noeud || DAl #1 (u(z)) | Ddl #2 (d—“)
1 5 6
2 1 2
3 3 4

On peut maintenant construire la table d’adressage :

Numéros des ddls

Table adres

Elément || Ddl #1 | Ddl #2 | Ddl #3 | Ddl #4
1 ) 6 1 2
2 1 2 3 4
Rappelons que pour un élément K quelconque :
adres(K,1) = numer(connec(K,1),1)
adres(K,2) = numer(connec(K,1),2)
adres(K,3) = numer(connec(K,2),1)
adres(K,4) = numer(connec(K, 2),2)
et ainsi, si on choisit I’élément K = 1 on trouve
adres(1,1) = numer(connec(1,1),1) =5
adres(1,2) = numer(connec(1,1),2) =6
adres(1,3) = numer(connec(1,2),1) =1
adres(1,4) = numer(connec(l, 2),2) =2

— Le systéme élémentaire

Les propriétés étant constantes dans tout le domaine, on utilise avantageusement les équa-

tions 5.25 et 5.26 pour obtenir immeédiatement le systéme élémentaire :

6  3nK —6  3nK 6 sk
2¢% | 3Rt 2(nf)? —3nK (E)2 | AFeRL K L]
()3 | -6 —3nK 6 —3nK 12 6 sk
3RE (RE)2 —3RE 2(hf)? —hK s%
ot W€ = L/2, ¢ = EI, et r¥ = rg.
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— L’assemblage
Si on pose maintenant L = 2 (h® = 1), EI = ¢® = 5000 kN m?, rp = 7% = —24 kN/m et
fo = —50 kN, les systémes élémentaires sur les 2 éléments sont les mémes. La table d’adressage
nous permet d’écrire pour le premier élément :

5 6 1 2
5/ 6 3 —6 3 ul 12 sR
10000 | 6| 3 2 -3 1 ubt = 2 |+ | sy
1|—6 =3 6 =3 || uf" —12 st
21 3 1 -3 2 uk 2 sk
tandis que sur le deuxiéme élément, on a :
1 2 3 4
1] 6 3 —6 3| |u™ 12 5Kz
10000 | 2| 3 2 -3 1 ub> | = -2 | 4+ | sh?
3/]-6 =3 6 -3 || ul® —12 515
4 3 1 -3 2 uke 2 sk

Le vecteur d’adressage du premier élément K est [5,6,1,2]. Cela signifie que les inconnues
élémentaires uiKl correspondent aux degrés de liberté us, ug, uy et us du systéme global qui
est de dimension 6 sur 6 dans ce cas. Le systéme élémentaire est donc équivalent & :

10000

W o o N W

OO OO oo
O O O O oo

W oY OO WwWo

tandis que sur le deuxiéme élément on a :

10000

oo oo oo

N W oo+~ W

[esBl e B en B e B e B @]

U1
u2
u3
U4
Us
U6

U1
U2
u3
U4
Uus
U6

2

0

0
—12
-2

—12

o O N

—12 7

—12 7]

Ky
S12
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Si on additionne les contributions, on obtient le systéme global :

T 12 00 6 3|6 377wl [-247 [s2+sy]
0 4 -3 1] 3 1 us 0 52 4 50
6 -3 6 -3| 0 0| |wu| | -12 51
W00 gy g ol 0 0| |w || 2|
6 3 0 0] 6 3||us 12 S
3 1 0 o 3 2 lul | —2] s

— Les conditions aux limites

Deux conditions essentielles sont imposées : us = ug =

imposé au noeud 3. Cela signifie que :

Ko

s15. = —50
et puisqu’aucun couple de flexion n’est imposé, on a :
35(22 =0

. Par contre, un cisaillement est

De plus, puisqu’aucun cisaillement ni couple de flexion n’est imposé au noeud 2, on a :

K K K
510+ 815 =0 et sy +s
— Résolution du systéme linéaire

Apres simplification, il reste le systéme linéaire :

12 0 -6 3 U1
0 4 -3 1 u9 .
10000 6 -3 6 -3 us | =

3 1 -3 2 Uyg

Ky _
22

0
—24 0
0 " 0
—12 —50
2 0

Fn résolvant ce systéme et en ajoutant les conditions essentielles qui étaient imposées, on obtient

la solution compléte :

U1 [ —1,173333 x 10~
U2 —2,060000 x 10~
uz | | —3,626667 x 10~
ug | | —2,640000 x 10~
Us

L U6 | L

2
2
2
2

0
0

Dans le premier élément, la table d’adressage nous permet d’écrire la solution :

uKl(

4
r) = Zuflzﬁfl(x) = ufﬂ/}f{l (x) + um/;ﬁ“(x) + ulwgﬁ(w) + qu/Jfl(x)
j=1

= 1072 (1,1733330{" (x) + 2,060 00004 (x) )
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0 0:2 0,4 o‘s n:s 1 172 1:4 16 1:3 2
Figure 5.16 — Déformation de la poutre encastrée

De méme sur le deuxiéme élément, on trouve :

4
wf2(z) = Y ufer (@) = wf P (@) + ugty® (x) + ughy® (x) + uahy (x)
j=1

= —1072 (1,173 333912 () + 2,060 000952 () + 3,626 66752 () + 2,640, 000¢A> (:1:))

Il ne reste qu’a récupérer les variables secondaires a la premiére extrémité de la poutre qui
rappelons-le, n’étaient pas imposées. On a :

.
U2

K1

sy 6300 6 37| us 127 [ 980

[5511]_10000[—3 1003 2] |w|T] 2] |10
us
L U6 |

Ce probléme posséde une solution analytique dans le cas plus général oil on impose également un
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couple de flexion My & l'extrémité droite de la poutre :
u(@) = (grort = §(fo+roL)a® + (Mo + fol + 3roL?)a®) JET

() = (ko —(fo+roL)z® + (Mo + foL + iroL?)z) /EI

Elu"(x) (3702 = (fo +roL)z + (Mo + foL + 570L?))

Elu"(z) = rox— (fo+roL)

11 suffit de prendre My = 0 dans le cas qui nous intéresse. On présente les solutions analytiques et
numériques a la figure 5.16.
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5.3 Exercices

1.

Dans le cas quadratique, on peut utiliser une base dite hiérarchique pour interpoler. On pose
alors en vertu de ’équation 5.4 :

u(z) |k u (@) =Y uf el (z)
j=1

ot sur Uélément de référence, on pose 11 (€) = (1—€)/2, Yo (&) = (146)/2 et 1h3(€) = (1 —£2)
c.-a-d. des fonctions linéaires sur les noeuds géométriques et une fonction quadratique au

noeud milieu. Interpréter les uJK en fonction des valeurs aux noeuds de calcul uf€ (z).

. Faire ’assemblage de la matrice et du systéme global de la page 112 en utilisant directement

les systémes élémentaires calculés.

. Obtenir les fonctions d’interpolation d’Hermite de la page 121.

4. En vous servant des données de 'exemple 5.6 des notes de cours :

a) Calculer :

duf duf
gz |e=0= —400=7—(0)

en utilisant le passage a ’élément de référence et comparer avec la valeur Sﬁl = 103,67
que nous avions obtenue. Commenter sur le fait que ces deux quantités sont des approxi-
mations de —T' (CL‘)% |lz=0 dont la valeur exacte est 104.

—T(z)

b) Si on remplace les conditions aux limites actuelles (u(0) = u(5) = 0) de ce probléme par
u(0) = 2 et u(5) = —3, donner Pexpression de la fonction de relevement des conditions
aux limites (uy) qui sera implicitement construite par notre méthode d’éléments finis.
Dessiner-cette fonction sur le maillage de ’exemple 5.6.

. La formulation variationnelle d'une équation différentielle fait intervenir un terme de la forme :

T du
/ﬁ{( 2 (x)w(x)dx

oll ¢p est une constante. Si on utilise des éléments linéaires, la matrice élémentaire associée
a ce terme est de dimension 2 par 2. Evaluer la matrice élémentaire. On passera bien sir
par I’élément de référence.

. Soit le probléme suivant :

—i :v?’d—u + 2 !
dz dx b z+1
u(0) = -1
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On considérera un maillage uniforme de 3 éléments de Uintervalle ]0,1[ et on utilisera une
approximation cubique dans chaque élément.

a)
b)

Déterminer la fonction d’interpolation 3 dans I’élément de référence.
Dessiner le relévement des conditions aux limites essentielles sur le maillage utilisé ;

Déterminer le nombre de points de Gauss minimum afin d’évaluer exactement chaque
terme de la formulation variationnelle ;

Donner la table d’adressage correspondant au maillage utilisé ;

K

Déterminer, en fonction des matrices élémentaires a;;,

systéme global.

la valeur de ass et de ayg du
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Chapitre 6

Eléments finis multidimensionnels

Notre présentation de la méthode des éléments finis unidimensionnels était suffisamment générale
pour passer facilement au cas multidimensionnel. Bien str quelques difficultés supplémentaires se
présenteront mais rien de franchement nouveau. Il faudra par exemple accorder une attention accrue
a la numérotation des degrés de liberté pour éviter des matrices exigeant trop d’espace-mémoire.
Il est de plus évident que la taille des problémes augmentera de maniére significative, surtout en
dimension 3.

6.1 Probléme type
Nous considérerons I’équation aux dérivées partielles suivante :

p(x)u(x) — V- (¢(x)Vu) = r(xz) dans Q

u(x) = g(x) sur Ty (6.1)
q(a:)gZ = h(x) sur I

On suppose que la fonction p(x) est positive ou nulle et que 0 < ¢1 < g(x) < ¢o sur le domaine Q.
Nous supposerons de plus que les frontiéres I'g et I'; constituent une partition de la frontiére I' du
domaine c.-a-d. TgNT'y =0 et [yUT'y =T . Il faut de plus spécifier la régularité des conditions aux
limites. Puisqu’il s’agit d’un probléme d’ordre 2, on travaillera dans H'(Q) et 'imposition de u(x)
sera 'unique condition essentielle. Il s’en suit que I'espace fonctionnel approprié est 'espace Hllo (Q).
On doit donc supposer que g(x) € H/?(Ty) ce qui nous permettra d’effectuer le relévement de la
condition aux limites essentielle par une fonction ug(x) de H(Q).

Sous ces conditions, les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées. On obtient de
plus la formulation variationnelle (laissée en exercice) :

135
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& Trouver du(x) € H%O (Q) telle que :
a(du, w) = l(w) — a(ug, w) Yw(x) € Hf (Q)
a(du,w) = / (p(x)du(z)w(x) + q(x)Vou - Vw) dv
Q

et :
l(w) = / r(x)w(x) dv—i—/ h(x)w(x) ds
Q I
Ce probléme généralise naturellement le probléme 5.1 du chapitre 5.

6.2 Le maillage

Il est de toute évidence plus difficile de concevoir un maillage en dimension 2 ou 3. En effet,
découper un domaine de forme quelconque en sous-domaines de formes géométriques simples n’est
pas une mince tache. Plusieurs techniques de génération de maillage existent avec des avantages et
inconvénients de toutes sortes. Citons par exemple les travaux de Coupez [7].

Dans la majeure partie de ce chapitre, nous nous limiterons & des maillages trés simples compor-
tant peu d’éléments. Les applications de fin de chapitre permettront au lecteur de voir des exemples
concrets et relativement réalistes.

Avant de parler de maillage, il faut décider de la forme géométrique des éléments. En dimension
1, ce choix est facile mais déja en dimension 2, des variantes existent. Il faut choisir une forme
géométrique simple. En dimension 2 nous considérerons les triangles et les quadrilatéres tandis
qu’en dimension 3 nous nous limiterons aux tétraédres. En fait, la vaste majorité des mailleurs
modernes produisent des triangles en dimension 2 et des tétraédres en dimension 3. Il est en effet
beaucoup plus difficile de décomposer un domaine en quadrilatéres (en dimension 2) et en hexaédres
(en dimension 3).

La forme géométrique des éléments étant choisie, on suppose que nous avons un maillage com-
portant nel éléments tel qu’illustré a la figure 6.10.

6.2.1 Les noeuds

Sur chaque élément K, on définit nf noeuds géométriques. Généralement, les noeuds géomé-
triques correspondent aux sommets du triangle, du quadrilatére ou du tétraédre. Le choix des
noeuds géomeétriques déterminera la transformation & I’élément de référence.

Comme en dimension 1, on introduit également les no noeuds de calcul ot on évaluera les valeurs
des variables essentielles du probléme. On supposera ici encore, bien que ce ne soit pas absolument
nécessaire, que les noeuds de calcul comprennent les noeuds géométriques. Le nombre total de
noeuds de I'élément K est noté nX.

On place les coordonnées de tous les noeuds (géométriques et/ou de calcul) du maillage dans
la table coor de dimension nnoeuds multipliée par la dimension d’espace d (d = 2 ou d). Enfin, la
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K

table de connectivité des noeuds connec contient, pour chaque élément K les numéros de ses ng

noeuds (en placant les noeuds géométriques en premier).

6.2.2 Les degrés de liberté

On associe & chaque noeud de calcul un certain nombre de degrés de liberté (au total nk
sur chaque élément), dépendant du nombre de variables essentielles du probléme. Ici encore, on
numérotera en dernier les degrés de liberté qui sont imposés par les conditions aux limites essentielles
du probléme donné. On a donc la partition :

uq
U9 U!

U= |7 { ue }
Unddl

ot nddl désigne le nombre total de degrés de liberté du maillage.

Rappelons qu’on associe & chaque degré de liberté une fonction de Ritz qui sera construite
élément par élément. La méthode de Ritz-Galerkin nous meénera a la résolution d’un systéme linéaire
global de la forme :

AU=F+ S (6.2)

suivant une notation similaire a celle des éléments unidimensionnels (voir la relation 5.19).

6.2.3 Numérotation des degrés de liberté

S’il est relativement simple de numéroter les degrés de liberté en dimension 1, il faut étre
beaucoup plus prudent en dimension supérieure. En effet, cette numérotation a une influence majeure
sur la structure de la matrice globale qui sera assemblée. Nous avons vu que les matrices engendrées
par la méthode des éléments finis sont creuses c.-a-d. contiennent une part importante de zéros.
Cette structure dépend directement de la table adres qui détermine si un degré de liberté i est
connecté ou non a un autre degré de liberté j. Si tel est le cas, le coefficient a;; de la matrice globale
sera non nul. Sinon, on a tout simplement a;; = 0. Pour que 2 degrés de liberté soient connectés, il
faut et il suffit qu’ils apparaissent tous deux dans une méme ligne de la table adres. C’est une autre
facon de dire que les supports des fonctions de Ritz associées a ces degrés de liberté s’intersectent.

Introduisons immeédiatement un peu de terminologie. On définit la largeur de bande de la ligne
1 du systéme 6.2 par la relation :

i = jzlﬁla%ﬁéo(] i+
Il s’agit tout simplement de la distance entre la diagonale de la matrice et le dernier terme non nul
de la ligne 7. En d’autre termes, a;; = 0 pour j > i + [;. De méme, la largeur de bande mazimale
Imaz €st 1a plus grande valeur des [; c.-a-d. :

lnaz = max l;
i
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Il est important de concentrer les termes non nuls de la matrice au voisinage de la diagonale
principale de facon a diminuer 'espace-mémoire requis. Cela revient & minimiser les largeurs de
bande. On obtient ainsi une matrice dite matrice bande ou plus précisément une matrice dite en ligne
de ciel. Cela est particuliérement important si on utilise une décomposition LU pour la résolution
du systeme linéaire global. En effet, cette méthode préserve la structure bande de la matrice de sorte
que I’on peut stocker la décomposition LU sans augmenter la mémoire nécessaire. Sur chaque ligne
du systéme, les termes au deld d’une distance [; de la diagonale sont nuls et resteront nuls aprés la
décomposition LU. 1l suffit pour s’en convaincre de regarder 'algorithme de la décomposition LU
(voir Fortin, réf.[10]) :

i—1

i aij — § Likur,
2 : k=1

lij = aij — likukj et ul-j = —l
=1 i

En pratique, on donne une numeérotation quelconque des degrés de liberté dans la table numer.
Par la suite, on passe les tables numer et connec & un programme d’optimisation qui renumérotera
les degrés de liberté (en modifiant la table numer) et créera la table adres suivant un certain critére
d’optimisation. On voudra par exemple minimiser la largeur de bande maximale l,,,4,, de la matrice
ou encore minimiser :

P
i

qui est une indication de I'espace-mémoire nécessaire. Différents algorithmes de numérotation des
degrés de liberté existent et nous ne mentionnerons que celui de Cuthill-McKee [12].

Pour illustrer ce point, on présente a la figure 6.1 un exemple typique de matrice creuse (de
dimension 60 par 60) semblables & celles obtenues par éléments finis. On indique seulement les
termes non nuls par un point. Si on renumérote les degrés de liberté a l'aide de ’algorithme de
Cuthill-McKee, on obtient la deuxiéme matrice de la figure 6.1. On remarque aisément la diminution
de la largeur de bande entre les deux matrices illustrées. Ainsi, entre les deux numérotations (entre
les deux vecteurs numer), la largeur de bande maximale l,,4, est passée de 35 a 12. Il en résulte
une économie d’espace-mémoire et généralement une plus grande rapidité de résolution du systéme
linéaire.

6.3 Formulation variationnelle élémentaire

La formulation variationnelle élémentaire s’obtient & partir de I’équation aux dérivées partielles
de départ mais en intégrant cette fois sur un élément K. On obtient ainsi & I'aide de la relation A.5 :

[ teutzrnte) + @) vu- vw) av= [

K

r(x)w(x) dv +/ sE (x)w(x) ds

0K
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Figure 6.1 — Matrice avant et aprés renumérotation
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On a ainsi introduit la variable secondaire :

@) = gla)

ott nf€ est le vecteur normal extérieur & la frontiére 9K de K. La variable s (z) est la condition
naturelle de ce probléme. On applique la méthode de Ritz sur chaque élément K en posant :

u(@)| g ~uf(x) =Y uf ¢l (a) (6.3)
j=1

Remplacant dans la formulation variationnelle, on trouve :

Zu | @ @@ + o) Vel @) o) do= [

K

r(z)w(x) dv+ / sB (x)w(x) ds

oK

Pour obtenir le systéme élémentaire, on prend successivement w(z) = X (x), pour i allant de 1
jusqu’a nd On obtient ainsi le systéme :

ARUR = PR 4 gK

ou :

et :

6.4 Passage a I’élément de référence

C’est ici que le choix de la forme de 1’élément et le choix des noeuds géométriques prennent
beaucoup d’importance. Tout comme en dimension 1, I’élément de référence K est un élément sur
lequel on effectue tous les calculs nécessaires a 'obtention du systéme élémentaire. Ceci n’est possible
qu’aprés un changement de variables. Plusieurs choix sont envisageables et certains sont illustrés
aux figures 6.2 & 6.6. 1l reste a déterminer la transformation. Pour éviter une lourdeur excessive de
la notation, nous choisissons de prendre comme vecteur position & = (x,y, z) au lieu de (x1, 2, z3).
De méme sur I'élément de référence, on prendra & = (&, 7, ().

A chaque noeud géométrique X = (25, 9K, 2K) de I’élément K doit correspondre un noeud
géomeétrique &; = (&, ni, ;) sur 'élément de référence K. La transformation T vérifie donc :

TE(&;) = =K ou inversement (T%) 1 (xX)=¢, i=1,2,3, - ,né{
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(0°0) (10 ¢

Figure 6.2 — Elément de référence triangulaire & 3 noeuds (nX = 3)

Figure 6.3 — Elément de référence triangulaire 4 6 noeuds (nf =6)
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n
(—1, 1)02 10(1, 1)
K
£
(—1,-1)e3 de(1,-1)
Figure 6.4 — Elément de référence quadrangulaire 4 4 noeuds (nf =4)
0
(0,1)
(-1, 1)02 . 10(1, 1)
K
(=1,0) 46 o) 84(1,0)
£
3 7 4
—1,-1)e ° o (1,—1
(1 e
Figure 6.5 — Elément de référence quadrangulaire a4 9 noeuds (né( =9)
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Figure 6.6 — Elément de référence tétraédrique a 4 noeuds (nf =4)

Pour y arriver, il suffit de trouver une base de polyndémes de dimension égale au nombre de noeuds
géométriques. On construit ensuite nf fonctions d’interpolation géométriques vérifiant :

Li(€;) =6 (6.4)

C’est la base méme de 'interpolation de Lagrange (voir 'annexe B) et les fonctions L;(£) sont bien
sar les fonctions d’interpolation de Lagrange. Il est facile de vérifier que la transformation :

TE . K — K

i (6.5)

g

€= (5177>C) - = (x,y,z) = ZmzKLz(s)
=1

vérifie les propriétés désirées. Il faudra ensuite transformer les dérivées des fonctions d’interpolation.
C’est la technique classique de la dérivation en chaine. Pour ce faire, il est utile d’introduire la matrice
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jacobienne DT associée et que I'on définit par :

9§ on O¢

Oy 0Oy Oy

K oy 9y 9y

DT = o6 dn O
L 0§ On OC¢ |

1l est facile de déterminer les coefficients de cette matrice, simplement en dérivant la relation 6.5.
La matrice jacobienne doit étre inversible pour que la transformation T le soit aussi. Il suffit donc
que le déterminant JX de cette matrice soit non nul. On appelle ce déterminant le jacobien de la
transformation. Toute fonction d’interpolation ¥ (x,v, 2) est ainsi définie & partir de I’élément de
référence par la relation :

wK(Ivyv Z) = wK(TK(ga n, C)) = 1&(&7777 C)

Pour transformer les dérivées partielles, la dérivation en chaine nous donne :

[ 0UN(xy,2) ] 0g o ¢ q | W& ]
ox dxr Ox Ox 23
N (e,y,2) | _ | 96 In OC || a(Em, Q) (6.6)
dy 9y Oy Oy on '
0P (2,y,2) 95 O 9C 1| ai(e,n, <)
L 52 L 0z 0z 62—_T_

ou encore sous forme compacte :
Ve (@,9,2)] = B |Veih(gn. Q)]

La matrice B¥ est essentielle pour I'évaluation du systéme élémentaire. On I'obtient en constatant
que :

~

[ OVEn Q) | 0x dy 0z [ wN(ay,2) ]
73 o 9 o€ - dr
op(EnQ) | _ | 9z Oy 0z || 9¢N(x,y,2) (6.7)
an on on n dy '
O (E.n.¢) Or Oy 0z 1| 9yK(w,y,2)
—T- L o¢C 9¢ o¢ 1L Oz i
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n
0.1) T (&,m) (2, y)
/\
s (=5, y5)
(0,0) o) ¢ .

Figure 6.7 — Transformation linéaire sur un triangle (nf =3)

qui s’écrit également :
Ved(€n. Q)] = (DTX) [Vau" (2,9, 2)]

En combinant les relations 6.6 et 6.7, on conclut que la matrice de passage BX n’est autre que
(DTH)~t c’est-a-dire la transposée de l'inverse de la matrice jacobienne. On a ainsi

[Vav" (@,y.2)] = (DT¥) ™ [Veih(gn, )] (6.9)
Le systéme élémentaire devient ensuite :
of = [ ()l @@ +a@) V(@) V(@) do
= /z(p () + q(w) [Vmwf(x,y,Z)]t[waf((xyy,z*)}) dv
= [ (P (@)5,©05:0) + o ©) [eise.n.0] (BB [Teiite.n0)] ) < ao

= [ @i s

K _ K
s; = /81(8 (x)yK (x) ds
(6.9)

Remarquons que l'intégrale sur la frontiére des éléments n’a pas été transformée. On le fera plus
tard si le besoin s’en fait sentir.

~

Exemple 6.1
Considérons en premier lieu des transformations linéaires en dimension 2. Tout d’abord sur le

triangle & 3 noeuds géométriques (nff = 3) de la figure 6.7. I’élément de référence est indiqué a la
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figure 6.2. La transformation TX s’écrit & I’aide des fonctions de Lagrange B.3 sous la forme :

x] RN o] [ L@l + Lo(€)as + La(¢)af
[ \ } = THE(@¢) = ;Li(ﬁ) [ yK } = [ Li(g)y%{+Lz(£)y§(+L§(€)y§(

_ [ (1€n)x{<+§w£{+nf€§(}
(1=&—=n)yf + &yl +nys

Il est facile de vérifier que les fonctions L;(§) vérifient la condition 6.4. La matrice jacobienne est

alors :
K K K K

Ty —T] Ty — T
DTK — [ 2 1 3 1 }
v~y v -yl
Le jacobien JX de cette transformation n’est nul que si les points :L'f( sont colinéaires et donc si le
triangle est dégénéré. Notons de plus que :

1 K _ K K _ K
K _ Ky—t _ Y3 A Yo
B* = (DT™) _JK[:E{(—ZC? xf—x{(] (6.10)

On montre de plus facilement que JX = 2 x aire(K) (en exercice). Notons ici que le jacobien est
une constante sur 'élément K et ne dépend pas de €. Ce ne sera pas toujours le cas. B

Remarque 6.1

Dans le cas d’une approximation linéaire sur les éléments triangulaires, et si de plus p(z) = 0 et les
fonctions g(x) et r(x) sont constantes par élément, on peut facilement évaluer le systéme élémentaire
(voir Reddy, réf. [19]) et on obtient :

K
K q K oK K_K
ij m(ﬁi Bit i)

(6.11)
JE = rear

2

ou AX est l'aire de I’élément et les constantes ﬂiK et %-K sont données par :

Rl Sk S i b
o S N e e
G5 =y — s 3 o= (@ —ay)

Exemple 6.2
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Considérons maintenant une transformation dite bilinéaire. On considere des éléments quadrangu-
laires & 4 sommets (nf]( = 4). Iélément de référence est indiqué a la figure 6.4. La transformation
T gécrit dans ce cas :

2] ke oK) _ [ L@)af + La(€)ak + Ly(€)lf + La(€)f
MEaCE 2 Lie) BRI s 3o dvin S’

ou les fonctions L;(§) sont données & la table B.7 :

L) = ;0+81+n)
L) = ;0-90+)
Ly(§) = ;0-90 )
Li(§) = ;0481 -n)

La matrice jacobienne exige un peu de calcul et on obtient sous forme compacte :

[ B +nCl By +¢Cf

DTH = K K pk K
B3y +nC31 By + 0%
ou :
K_ 1K .K_.K K K_1/,.K_ .K L K _ K
By = (a1 —ay — a3 +a7) Chi = g1 — 23 + a3 — )
K_ 1K, . K _.K _ .K K_1(.K_ .K L K _ K
By = 3(21" + 25 — 25 —xy) Cis = g(v — o3 + 238 — )
1 1
B =3l =y — v +ur)  CF =5l —us + v —ur)
1 1
Bl =3l +ys —uf —ult) O =5l —us + i —ur)

Le déterminant est de toute évidence non constant et est bien une fonction de & = (&, 7). Notons
de plus que :

= — 0.12
K | —(BE +eCk)  BE 1Ok (6.12)

Les 2 exemples précédents nécessitent 'utilisation de triangles ou de quadrilatéres ayant des
cotés droits. Cela est di aux transformations linéaires (ou bilinéaires) qui assurent qu'un segment
de droite (et donc un coté droit) est transformé en un autre segment de droite. Cependant, il est
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(0,0) (3,0) (1,0) ¢

Figure 6.8 — Transformation quadratique sur un triangle (né( =6)

parfois utile de prendre des éléments ayant des cotés courbes. Pensons par exemple & une géométrie
ou il y a un arc de cercle. Il est de toute évidence plus facile d’approcher un arc de cercle par des
triangles (ou des quadrilatéres) avec des cotés courbes.

Rappelons cependant que cela n’est pas forcément nécessaire pour obtenir une solution de bonne
qualité. Par contre, on devra peut-étre utiliser davantage d’éléments si on se restreint aux éléments
ayant des cotés droits. Notons enfin que plusieurs générateurs de maillage ne produisent que des
triangles & cotés droits.

Exemple 6.3

Considérons maintenant une transformation quadratique en dimension 2 sur le triangle a 6 noeuds
géomeétriques (né( = 6) dont la transformation sur I’élément de référence est illustrée & la figure 6.2

et la transformation a la figure 6.8. La transformation TX s’écrit alors :

V]zT%):iLi(s)[Iﬂ

y i=1

On liste les fonctions d’interpolation L;(£) a la table B.4. W

Exemple 6.4

Passons au cas tridimensionnel et considérons une transformation linéaire. Tout d’abord sur le
tétraédre a 4 noeuds géométriques (nf = 4). Iélément de référence est indiqué a la figure 6.6. La
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K(&n.¢) (@, y1 1)

> (xé(?yg(vzé{)

Figure 6.9 — Transformation linéaire sur un tétraédre (nX = 4

g
transformation T (voir la figure 6.9) s’écrit alors :
z [ Li(€)zf + La(&)25 + Ly(§)af + La(€)ay
y | =T5€) = | L@yl + La(E)ys + La(€)ys + La(€)ys
z L Li(€)2" + La(€)25" + L3 (€) 24 + La(€)24'
[ (1 —€&—n—Qaf +§~7€2 773?3 +
= | A=&—n- C)y1 +€y2 +ny3 +Cy4
| (1= =n—Qzf + &35 +nzf + 2F

11 est facile de vérifier que les fonctions L;(§) vérifient la condition 6.4. La matrice jacobienne
est alors :
vy —af @l —af o —af
K

DT = | v —of' v —uit ui —u

R M S
Le jacobien JX de cette transformation n’est nul que si les points :BK sont coplanaires et donc si le
tétraedre est dégénéré. Notons de plus que si on dénote tK les coefﬁments de la matrice DT¥ | la

matrice inverse s’écrit :

1tt — i IS ISt el — Il
BK:(DTK)‘t:JK R T 2
thtl — il IR Bl el — ek
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On montre de plus facilement que JX = 6 x volume(K) (en exercice). Notons qu’encore ici que le
jacobien est une constante et ne dépend pas de £&. B

6.5 Construction des fonctions d’interpolation v;(¢)

Tout comme en dimension 1, & chaque noeud de calcul (:1:{(, scg(, e ,:cffc) de I’élément réel K,
correspond un noeud d’interpolation (£;,&,, -, §,,,) sur 'élément de référence par la relation :
£i = (TK)il(:BZI() ou encore mf( = TK(&z)J 1= 17 27 e
Sur ’élément K, a chaque degré de liberté de chaque noeud de calcul correspond une fonction
d’interpolation wJK (z). Ces fonctions ne seront construites que sur I’élément de référence et en se
servant de la transformation 75, on aura :

Vi (@) = 9;(8)

et en particulier : )
vy () = 15(&)

Généralement, il n’y a nul besoin de construire explicitement les fonctions w]K (@) puisque nous ne
travaillerons que sur I’élément de référence. La seule différence existant avec le cas unidimensionnel
est la plus grande variété de transformations 75 que I’on peut utiliser.

Le choix des fonctions @Z)JK (z) dépend du probléme que l'on souhaite résoudre et plus particu-
ligrement de 'espace V' de la formulation variationnelle. Pour le moment nous nous limiterons aux
équations aux dérivées partielles d’ordre 2 de sorte que l'espace V sera H'(£2) ou I'un de ses sous-
espaces. Pour construire des fonctions d’interpolation de H'(Q), rappelons que I'on doit s’assurer
de la continuité a la frontiére des éléments. Cela est une conséquence du théoréme 2.12.

Pour les problémes d’ordre 2, on peut utiliser 'interpolation de Lagrange décrite & la section B.2
de ’annexe B. On préfére généralement les approximations linéaires ou quadratiques, que ce soit sur
les triangles, les quadrilatéres, les tétraédres ou les hexaédres. Bien entendu, rien n’empéche d’utiliser
des polynémes de degré plus élevé mais le nombre de degrés de liberté augmente rapidement avec
le degré des polyndmes.

6.6 Evaluation du systéme élémentaire

Pour évaluer les coefficients du systéme élémentaire 6.9, on recourt le plus souvent a l'intégration
numeérique, bien que l'intégration exacte puisse étre utile dans les cas trés simples (interpolation de
bas degré et propriétés p(z), g(x) et r(z) constantes par exemple).

Il n’y a pas de difficultés particuliéres mis-a-part le fait que le nombre de points d’intégration
augmente lorsqu’on passe en dimension 2 ou 3. Ainsi, on trouvera & I'annexe C les points et les
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poids d’intégration de quelques unes des quadratures les plus utilisées en pratique. Ainsi sur les
quadrilatéres et les hexaédres, on peut utiliser les mémes quadratures qu’en dimension 1 (voir la
table C.1 par le biais des relations C.4 et C.5.

Sur les triangles ou les tétraédres, on utilise les quadratures dites de Hammer données aux
tables C.2 et C.3. Rappelons que le degré de précision de la quadrature est un critére important
dans le choix de la quadrature appropriée au calcul de termes du systéme élémentaire.

6.7 Assemblage

L’assemblage suit exactement les mémes étapes qu’en dimension 1. Bien str la taille des matrices
élémentaires augmente avec la dimension d’espace et le degré des fonctions d’interpolation mais les
principes généraux demeurent les mémes. On utilise l’algorithme de la page 101 qui ne change
nullement avec la dimension d’espace.

La fonction de Ritz ¢;(x) associée au i*™¢ degré de liberté du probléme résulte de l’assemblage
des fonctions d’interpolation locales wJK (x) sur les éléments K qui contiennent le degré de liberté
numéro ¢ dans leur table d’adressage. On aura donc pour ces éléments :

adres(j, K) =1

. . . K
pour un certain j compris entre 1 et ng .

6.8 Imposition des conditions aux limites

Une fois tous les systémes élémentaires assemblés et en vertu de la convention utilisée pour la
table numer, on obtient un systéme global de la forme :

(o ) (o )= (o )+ (50)

c | = c |+ I (6.13)
M21 M22 U F2 S
Le vecteur U est connu, de méme que le vecteur S€ en vertu des conditions essentielles et naturelles
imposées. La partition de la matrice A suit directement celle du vecteur global des degrés de liberté
U. Les matrices Mj; et My sont toujours carrées et les matrices Mis et Moy sont rectangulaires.
Si la forme bilinéaire du probléme est symétrique, on a Miy = Ma;.

Enfin, il reste & analyser le terme de droite composé de 2 parties. Le vecteur F' est entiérement
déterminé et ne pose aucun probléme. Par contre, le vecteur S contenant la contribution des variables
secondaires est lui aussi décomposé en 2 parties. La ou la variable essentielle est imposée (et donc
connue), nous avons vu que la condition naturelle est inconnue et vice versa.

Bien que similaire, la situation est légérement plus complexe que dans le cas unidimensionnel et
mérite donc une attention particuliére. Rappelons que le vecteur S est constitué de ’assemblage de
termes de la forme :

K _ SK$ Km S
—/M ()0 (z) d
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ou : 5
K U
x)=q(x)—=
(x) = q(x) 5 %
Comme nous le verrons plus loin, le traitement du vecteur S est sensiblement plus délicat que dans
le cas unidimensionnel.

6.9 Résolution du systéme linéaire global

Pour la résolution du systéme linéaire on procéde toujours en 2 étapes. Tout d’abord, on déter-
mine le vecteur U’ en résolvant le systéme linéaire :

MUl = FE + 8¢ — Myp,U°¢ (6.14)

qui n’est qu'une réécriture de la premiére équation du systéme 6.13. On remarque que le terme de
droite est entiérement connu. Pour cela, on utilise les techniques classiques comme la méthode de
décomposition LU. Remarquons que cette équation n’est rien d’autre que la discrétisation de la
forme variationnelle :

a(du,w) = l(w) — a(ug, w)

puisque le vecteur UC correspond au relévement des conditions essentielles Ug.
Une fois le vecteur U’ calculé, on détermine si nécessaire le vecteur S’ directement en posant :

ST = Mo UT + My,UC — FS (6.15)

6.10 Présentation des résultats

Nous n’insisterons jamais assez sur l'importance d’un bon visualisateur, particuliérement en
dimension 2 et 3. Si en dimension 1 on peut se débrouiller avec des instruments graphiques simples,
ce n’est plus le cas en dimension supérieure. Pour les résultats qui suivent, nous utiliserons le logiciel
VU développé par Benoit Ozell [15] et qui posséde toutes les fonctionnalités requises en dimension
2 ou 3.

Un bon logiciel de visualisation sera capable de produire rapidement des courbes d’isovaleurs des
différentes variables calculées, des champs de vecteurs, des coupes de toutes sortes, qui permettent
de donner une signification & des colonnes de chiffres qui autrement seraient difficilement utilisables.

6.11 Exemples et applications

Dans cette section, nous présentons quelques exemples simples sur des maillages de petite taille
pour illustrer la méthode et les différentes étapes a suivre. Nous terminons par des applications dans
différents domaines.

Exemple 6.5
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[}

Figure 6.10 — Numérotation des éléments et des noeuds

Nous pouvons dés maintenant passer & un exemple relativement simple. La géométrie du domaine
est le carré [0, 1]2. On résoudra I’équation de Poisson :

~Vu(z) =1

avec des conditions essentielles homogénes (u(z) = 0) sur toute la frontiére.

— Le maillage
On utilise le maillage de la figure 6.10 constitué de 16 éléments et de 13 noeuds. Nous choi-

sissons une interpolation linéaire sur chaque élément (ngc = n? = 3). La table coor prend la
forme :
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Coordonnées des noeuds
Table coor
Noeud || Composante z1 | Composante xo
1 0,0000 0,0000
2 0,5000 0,0000
3 1,0000 0,0000
4 0,3333 0,3333
5 0,6667 0,3333
6 0,0000 0,5000
7 0,5000 0,5000
8 1,0000 0,5000
9 0,3333 0,6667
10 0,6667 0,6667
11 0,0000 1,0000
12 0,5000 1,0000
13 1,0000 1,0000

La table de connectivité s’écrit dans ce cas :

Numéros des noeuds
Table connec
Elément || Noeud #1 | Noeud #2 | Noeud #3
1 1 2 4
2 2 5 4
3 2 3 5
4 6 1 4
5 3 8 5
6 6 4 9
7 9 4 7
8 4 5 7
9 5 10 7
10 8 10 5
11 11 6 9
12 10 9 7
13 8 13 10
14 12 11 9
15 12 9 10
16 13 12 10

On construit la table numer en 2 étapes en évitant dans un premier temps de numéroter les
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degrés de liberté qui sont fixés par les conditions aux limites essentielles. On obtient ainsi :

Numeérotation Numérotation
Table numer Table numer
Noeud U Noeud U
1 ? 1 6
2 ? 2 7
3 ? 3 8
4 1 4 1
5 2 5 2
6 7 |77 s 9
7 3 7 3
8 ? 8 10
9 4 9 4
10 5 10 5
11 ? 11 11
12 ? 12 12
13 ? 13 13

Enfin, on peut déterminer la table d’adressage adres a ’aide des tables de connectivité connec
et de numeérotation numer (voir les exercices de fin de chapitre) :

Numéros des ddls
Table adres
Elément || DAl #1 | Ddl #2 | Ddl #3
1 6 7 1
2 7 2 1
3 7 8 2
4 9 6 1
5 8 10 2
6 9 1 4
7 4 1 3
8 1 2 3
9 2 5 3
10 10 5 2
11 11 9 4
12 5 4 3
13 10 13 5
14 12 11 4
15 12 4 5
16 13 12 5
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— Les systémes élémentaires

1l reste & construire les systémes élémentaires. On peut directement utiliser la relation 6.11
puisque dans cet exemple, p(xz) = 0 et ¢ = fX = 1 pour tous les éléments K.
Pour le premier élément, on a :

. 5 —2 -3 uk e s
|2 8 6 un? = 1]t sh1
-3 —6 9| | ul" 1 sk

La numérotation des noeuds (et donc des degrés de liberté) fait en sorte qu’on obtient exac-
tement le méme systéme élémentaire pour les éléments 5, 11, et 16.
Pour le deuxiéme élément, on a :

o4 2 =2 ul? e i
|2 5 -3 ud = | L]t sk
-2 =3 5 u?z 1 3?2

Ici encore, le méme systéme élémentaire est aussi valable pour les éléments 6, 10 et 15.
Pour le troisiéme élément (ainsi que pour les éléments 4, 13 et 14), on a :

. 8 —2 —6 uks e sis
K K.

E -2 5 =3 U2 3 = % + 52 3
-6 -3 9 uéfa 1 Sé(g

Pour le septiéme élément (ainsi que pour les éléments 8, 9 et 12), on a :

[ 2 0 -2 ul? L[ i
K K

Z 0 2 _2 U27 = m + 527
-2 =2 4 uéﬁ 1 5§(7

L’assemblage

Un systéme linéaire de dimension 13 par 13 doit étre assemblé & partir des systémes élémen-
taires que nous venons d’obtenir. On utilise exactement la méme technique qu’en dimension
1 et nous nous limiterons & en rappeler briévement les principales étapes. A 'aide de la table
adres, on écrit le systéme élémentaire du premier élément sous la forme :

6 7 1

16 5 2 =3 ||| 1|1 5K

1207/-2 8 —6 || ufr| 361 551
1| -3 -6 9 u?l 1 sﬁ{l

On fait de méme pour tous les éléments et on obtient (en exercice) :
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99 -9 -24 -9 -12 —-18 0 —-18 O 0 0 0 Uy
-9 90 —24 0 -9 0 —18 —12 0 —18 0 0 0 U9
—24 —-24 96 —24 -—-24 0 0 0 0 0 0 0 0 us
-9 0 —-24 90 -9 0 0 0 —-18 0 —-12 —-18 0 Uy
0 -9 =24 -9 90 0 0 0 0o -18 0 -—-18 -—-12 Uus
1 —12 0 0 0 20 —4 0 —4 0 0 0 0 Ug
21 —18 —18 0 0 —4 44 —4 0 0 0 0 0 Uy
0 —-12 0 0 0 -4 20 0 —4 0 0 0 ug
-18 0 0 -18 —4 0 0 44 0 —4 0 0 Ug
0 -18 0 0 —-18] 0 0 —4 0 44 0 0 —4 U10
0 0 0 —12 0 0 0 —4 0 20 —4 0 U1l
0 0 0 —18 —18 0 0 0 0 0 —4 44 —4 U2
| 0 0 0 0 —-12] 0 0 0 0 —4 0 -4 20 Uu13
r e [ sk 5 4+ 5 24 5 S+ s T4+ s
K3+s + 55 +s31°+s + 515
7 + S 8 4 53 Ko 4 SK12
8311 +SK14+8 +821°+S -|—S
K3 + 5K15 + sb Ko + 5K15 + 5 o 4 SK12
1 ST
o Ly gKa y gKa

Il
w%w%»&w%w‘@@mm@
+

K. Ks
82 3 + Sl 5 p
+ 82 11 + 81 6
5 4 SK13 + S{(IO
Ky +5K14
K14 +SK16 —I—SKIS

82 K3 + SK16

qui est encore ici de la forme de la partition 5.19.
— Imposition des conditions aux limites

Pour ce probléme, les conditions aux limites essentielles sont homogénes (nulles). Les inconnues

ug jusqu’a w1z prennent donc la valeur 0 c.-a-d. :

Ul =

u1
u2
us et
Uy
Uus

SO O OO o oo

Il reste a considérer le vecteur S des conditions naturelles. En principe, le vecteur S est
connu mais cela ne semble pas évident lorsqu’on regarde le systéme global obtenu. Il faut



158 Chapitre 6

donc y regarder de plus prés. Considérons donc I'expression :
K K K K K K
s1=83"'+83% +53°+5,°+ 557 +57°

Le raisonnement qui suit pourra s’appliquer aux termes ss jusqu’a ss. On a :
Ky K1 K1
ok = / S () () ds
0K

en rappelant que puisque g(x) =1 :

Ky _ ou

T Gk

On peut alors écrire :
s?l = sKlw?f(l ds + sKlv,/J?Ifl ds + sKlwé(l ds
cf ck ck
1 2 3

oll C,L-K U désigne le 7™ coté de 1'élément K. La fonction 94! est linéaire et prend la valeur
1 sur le troisiéme sommet de ’élément K7 et s’annule sur les 2 autres sommets. Elle s’annule
donc identiquement sur le coté C’lK1 entre les sommets 1 et 2 ce qui permet d’éliminer le
premier terme de cette derniére expression. Il en est de méme pour les autres coefficients et
on a :

51 = . 3K1¢§1 ds + . sKlzb:,[fl ds + . 5K41,Z)§(4 ds + . 5K41/1§{4 ds+
cy!t cyt Cy Cyt
2 3 2 3

/CKQ SK2¢§<2 ds + /CKQ SKng{Q ds + /CK6 SKST’Z)é(G ds + /CKG 5K6¢§6 d8+
2

2 3 1
/K SK7’(/J£(7 ds—l—/K 5K7@ZJ£(7 ds—l—/K sKSzZ)f(S ds+/K sKSwf(g ds
C; 7 C5 7 Cy 8 Cs 8
que l'on regroupe de la maniére suivante :

s] = . sKlz/J?f{l ds + . 5K2@ZJ§(2 ds + . sKlzZ)é(l ds+ [ sK4w§(4 ds+
cy !t Cy 2 cyt C.
2 3 3 2

4

Ky, K4 Kg, ), Ke Ko 1 Ko Kg, Ksg
/C’K4S (o ds—l—/KGS (12 ds—i—/CK25 Py ds+/CK85 Py ® ds+
1

3 C'1 2

/K' sHoq ke ds—l—/K sKTy K ds—l—/K sKTk ds—l—/K sTs ks (g
cKe cfr ckr cks
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Regardons les deux premiers termes. La simplification est immédiate si on constate & ’aide
de la figure 6.10 que 02[(1 et C;Q sont en fait le méme coté et que de plus, restreintes a ce
coté, les fonctions de base 1/1?1 et ¢§<2 sont une seule et méme fonction. On a alors :

u u

K K. K 9 9 K

/C’Kl s"1yg ds /cKz sy ds = /cKl (55 552 g ds = /CKI <3”K1 8”K2> s
2

2 3 2

Mais puisque :

on obtient :

ou ou K
/C’Kl (anKl_anK1>w31ds_0
2

terme qui fait intervenir le saut de la variable secondaire & l'interface entre ces 2 éléments
adjacents. En se rappelant la relation 2.15, on constate que ce saut est nul car autrement un
terme source (une simple couche) serait présent a cet endroit. Il en va de méme pour les 5
autres couples d’intégrales curvilignes et par conséquent, on a s; = 0. Le méme raisonnement
montrerait que les termes so & s5 sont également nuls (voir les exercices de fin de chapitre).
— Solution du systéme linéaire

1l résulte de tout cela un systéme linéaire de dimension 5 que ’on peut résoudre par décom-
position LU. Pour ce faire, on résout successivement les équations 6.14 et 6.15. On obtient
ainsi :

0,060 185

0,060 185

Ul = 0,069444
0,060 185
0,060 185

— Présentation des résultats
On présente les résultats a la figures 6.11. On peut y constater la simplicité de méme que
la symétrie de la solution. On aurait pu en fait limiter les calculs au quart de la géométrie
initiale. On aurait ainsi gagné en précision.

Exemple 6.6
Nous sommes maintenant en mesure d’aborder un probléme plus réaliste, mais aussi de plus grande
taille. Nous ne pourrons plus expliciter les détails de tous les calculs. On considére un probléme de
transfert de chaleur dans une plaque métallique constituée de 2 matériaux de conductivité thermique
différente tel qu’illustrée a la figure 6.12.

La partie gauche de la plaque est maintenue & une température de 100°C (condition aux limites
essentielle) et elle est supposée parfaitement isolée sur les parois supérieure et inférieure de méme
que dans la partie en forme de U (condition aux limites naturelle nulle). Enfin, un flux de chaleur

ds
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0 0 0ol anat 0oz LEES 004z 009 0056 0062 0.059

0 0ol 00z 0042 0056 B

Figure 6.11 — Isovaleurs de la fonction u(x) et vue tridimensionnelle



Eléments finis multidimensionnels 161

qVT -n=20
(0,6) (6,6)
qVT -n=1
T =100 g=1 gVT -1 =0
(6,4)
(0,3) VT -n=0
(6,2)
T=100] g¢=02 VT-m=0
gVT -n=1
0,0 6,0
(0,0) T =0 (6,0)

Figure 6.12 — Géométrie et conditions aux limites

de 1 est imposée aux deux extrémités & droite. Ce probléme requiert la solution de ’équation de la
chaleur :
-V (¢(x)VT)=0

ot ¢q(x) est la conductivité thermique.

On a résolu ce probléme sur le maillage de la figure 6.13. La transformation vers 1’élément de
référence est linéaire (voir la figure 6.7) tandis que les fonctions d’interpolation 1/} sont quadratiques
(voir le tableau B.4) Le maillage est constitué de 4992 triangles (2633 sommets et 7624 arétes) ce
qui résulte en un systéme linéaire de 10257 degrés de liberté.

Les isovaleurs de température sont également illustrées sur cette figure. On constate aisément
la différence de comportement entre les deux moitiés du domaine. La partie de la plaque ou la
conductivité thermique est la plus grande (moitié supérieure) évacue la chaleur beaucoup plus
facilement, ce qui évite une augmentation de la température. La température en sortie (sur Iaxe
2 = 6) est d’'un peu moins de 126 °C sur la partie inférieure et de 105,2 °C sur la partie supérieure.
[ |
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Figure 6.13 — Transfert thermique

Chapitre 6
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Figure 6.14 — Elément de référence triangulaire de degré 3 (nff = 10)

6.12 Exercices

o G W

. Obtenir la formulation variationnelle élémentaire de la page 138.

. Veérifier les relations entre le jacobien JX et I'aire (page 146) en dimension 2 et le volume

(page 150) en dimension 3 pour les transformations linéaires de I’élément réel vers I’élément
de référence.

Construire la table adres de la page 155.
Assembler le systéme élémentaire de la page 156.
Dans le terme de droite S du systéme de la page 156, vérifier que s3 = 0.

Toujours dans le terme de droite S du systéme de la page 156, simplifier au maximum 1’ex-
pression de sg et s7.

Obtenir les coefficients aff et af%, dans la relation 6.11 a partir de la formulation variationnelle
élémentaire 6.9.

Une formulation variationnelle fait apparaitre le terme suivant dans un domaine bidimension-
nel :

/K Q@) Ve (@) - VoK (z) dv

oil K est un élément triangulaire (& cotés droits) et les ¢ () sont les fonctions d’interpolation
quadratiques (P»2). Donner le nombre de points d’intégration minimal permettant d’évaluer
exactement ce terme si g(x) est linéaire dans I’élément. Méme question si cette fois on a un
élément quadrangulaire (a cotés droits) et des fonctions d’interpolation Qs.
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(2425,1.7
9 8 11
7 10

(0,0)
Figure 6.15 — Maillage et numéros de degrés de liberté

9. La figure 6.14 illustre un élément bidimensionnel de degré 3 de type Lagrange. Donner I'ex-
pression de la fonction ¥4(&, 7).

10. On donne le maillage de la figure 6.15. La table de connectivité est :

Connectivité
Table connec
Elément || Noeud #1 | Noeud #2 | Noeud #3

1 1 4 5
2 1 5 2
3 2 5 6
4 2 6 3
5 4 7 8
6 4 8 5
7 5 8 9
8 5 9 6
9 7 10 11
10 7 11 8
11 8 11 12
12 8 12 9

Une condition de Dirichlet homogene a été imposée sur la paroi de droite (degrés de liberté
10 a 12) et des conditions de Neumann sur les 3 autres parois. On a utilisé des éléments
triangulaires linéaires et la table d’adressage est la méme que la table de connectivité. Aprés
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(4,5)

(2,1)

Figure 6.16 — Elément K

avoir résolu le probléme, on a trouvé la solution :

0,6362
0,7214
1,0000
0,5510
0,6248
0,8660
0,3181
0,3607
0,5000
0,0000
0,0000
0,0000

On consideére le point P = (2,25, 1,75) dans 1’élément 12.

a) Donnez I’expression de la transformation linéaire 7512 qui envoie I’élément de référence
sur le douziéme élément.

b) Trouvez le point (£, n) de I’élément de référence qui est envoyé sur P.
c¢) Evaluer u(P) et %(P).
11. On a résolu un probléme en éléments finis et on a trouvé une solution numérique wuyp (1, x2)
telle que up(2,1) = 5, up(7,2) = 53 et up(4,5) = 41. Evaluer uy(4,3) et %”;(4,3) en vous
servant de la figure 6.16.

Remarque : 11 vous faudra inverser la transformation géométrique TX appropriée pour dé-
terminer & quelle coordonnée de 1’¢élément de référence correspond le point (4, 3).



166 Chapitre 7



Chapitre 7

Analyse de convergence

Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier comment convergent les méthodes d’éléments
finis pour les problémes elliptiques et & quel ordre. Nous compléterons le chapitre avec quelques
exemples.

7.1 Bases théoriques

Nous avons vu au chapitre 3 les conditions d’existence et d’unicité d’une solution u d'un probléme
de la forme :
& trouver une fonction u € V telle que :

a(u,w) = l(w) Yw eV (7.1)

Nous supposerons dans ce qui suit que les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont vérifiées a
savoir que la forme linéaire [ est continue et que la forme bilinéaire a est continue et coercive sur V.

Nous avons vu comment construire des solutions numériques par la méthode des éléments finis
pour obtenir une approximation uy de cette solution unique. Cela revient & construire un sous-espace
de dimension finie V}, de V et & calculer u;, € V}, solution de :

a(uh,wh) = l(wh) th € Vh (72)

Le sous-espace V}, a pour base les fonctions de Ritz ¢;(x) associées aux nndl degrés de liberté
du maillage. On a en fait :

nddl
Vi, = {wh|wh = Z Ctz¢z(:13) , 0y € R}
=1

qui est un espace de dimension finie. Puisque ’on a construit des fonctions de Ritz ¢;(x) appartenant
a V, on a par construction V;, C V. Mentionnons toutefois que cette inclusion n’est pas absolument
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nécessaire comme en font foi les éléments dits non conformes qui sont toutefois hors de notre propos
pour le moment.

L’indice h référe & la taille des éléments du maillage. Plus h est petit, plus les éléments sont
petits et plus ils sont nombreux, et plus il y a de degrés de liberté. La dimension de V} augmente
donc lorsque h diminue. Pour un élément K du maillage, on note X la taille de I’élément. En
dimension 1, hX est simplement la longueur de I’élément mais en dimension 2 ou 3, on peut définir
cette taille de plusieurs fagons. En général, on pose :

hE = max ||z —
x|zl
ou || ||e est la norme euclidienne. C’est donc la distance maximale entre 2 points de 1'élément. On

pose ensuite :
h = max h
K

Intuitivement, plus ’espace V3, est riche, plus la solution numérique up devrait se rapprocher de la
solution u. Pour enrichir V} on peut soit augmenter le nombre d’éléments, soit augmenter le degré
des polynomes utilisés dans chaque élément. Il reste a s’assurer dans quelle(s) condition(s) on a bien
convergence de up vers u, et s’il y a convergence, & quel ordre, etc. Le nombre d’éléments ainsi que
le degré des polynémes utilisés auront des roles importants a jouer. Pour fixer les idées, rappelons
un peu de terminologie qui nous sera utile par la suite.

Définition 7.1
On dit que la solution numérique uy converge vers v dans V si :

I - =0
limn [l — |y

Lorsque h — 0, la taille de tous les éléments tend vers 0. Il est important de remarquer que la norme
utilisée est celle de l'espace V.

Définition 7.2
On dit que la solution numérique uy converge a l'ordre p vers u dans V g’il existe une

constante C telle que :
l|lu — upl||y ~ Ch?P

lorsque h tend vers 0.

Remarque 7.1
Dans ce qui suit, le méme symbole C' désignera diverses constantes indépendantes de h. ¢
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Théoréme 7.1
Si a est une forme bilinéaire continue et coercive et si uw et up dénotent les solutions respectives
de 7.1 et 7.2, alors il existe une constante C' indépendante de h telle que :

lu —uplly <C inf [lu—wslly (7.3)
wpEVY,

Démonstration : On a immédiatement en vertu des problémes 7.1 et 7.2 que :

a(u,w) = l(w) Yw eV

a(up,wp) = l(wp) Ywy, € Vj,
Puisque V;, C V, on peut prendre w = wy, dans la premiére équation et soustraire pour obtenir :
a(u — up,wp) =0 Ywy, € Vj, (7.4)
En particulier :
a(u —up,up) =0

et on en conclut que :
a(u —up,u —up) = a(u — up, u — wp) Ywp € Vp,
La coercivité et la continuité de la forme bilinéaire a nous permettent alors d’écrire :
aflu—un|lf < Cllu —uplly [Ju—wally Vwy, € Vj,

ce qui entraine que :

C
Hu—uhHVSEHu—whHV thEVh

Puisque cette derniére inégalité est vraie quel que soit wy € Vj, on a le résultat. %

L’interprétation de ce résultat est fondamentale. Nous venons en fait de ramener 'analyse de
convergence de la solution éléments finis & un probléme classique d’interpolation. FEn effet, la rela-
tion 7.3 affirme qu’a une constante preés, I'erreur commise ||u —up||y est plus petite que la meilleure
interpolation possible de u par des fonctions de Vj,.

Notre intuition de départ se précise donc. En effet, plus ’espace V}, est riche, meilleure est la
qualité de l'interpolation de u par des fonctions de Vj, et en vertu de la relation 7.3, meilleure sera
notre solution par éléments finis. La richesse de 1’espace discret est bien sir fonction du nombre
d’éléments du maillage mais aussi du nombre de noeuds de calcul de chaque élément. Il est en
effet clair que pour un méme nombre d’éléments, une interpolation linéaire sera moins riche qu’une
interpolation quadratique qui sera elleeméme moins riche qu’une interpolation cubique, etc. La
différence entre ces différentes approximations se manifestera au niveau de 'ordre de convergence.
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7.2 Quelques exemples

Exemple 7.1
Supposons que le probléme 7.1 soit suffisamment simple pour que sa solution u soit dans V}, (ce qui
revient & supposer que Iespace discret V}, est suffisamment riche pour contenir la solution u).

De I'équation 7.4, la solution numérique vérifie :

a(u — up,wp) =0 Ywy, € Vj,

En particulier, on peut prendre wy, = u — up, ce qui est possible car u € Vj, et donc u —up € V3. On
obtient ainsi :
a(u — up,u —up) =0

La coercivité de la forme bilinéaire a entraine alors que ||u — uy||y = 0 et donc que u = wy,.

Ce résultat trivial a quand méme une grande importance pratique. Si un probléme posséde
une solution telle que 'on peut Uinterpoler exactement (sans erreur) dans Vj,, alors la solution par
éléments finis uy, sera aussi exacte. On se sert réguliérement de ce résultat pour vérifier un programme
d’éléments finis. Au besoin, on construit de facon artificielle un probléme dont la solution est dans
I’espace discret V}, et on calcule par éléments finis cette solution. Tant que la solution analytique
n’est pas reproduite exactement (a la précision machine), on conclut que le programme a une ou
des erreur(s). Cette stratégie est fort utile pour «débugger» un programme. B

Théoréme 7.2
Si a est une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive et si u et up dénotent les solutions
respectives de 7.1 et 7.2, alors on a :

I(u) = inf I(w) et I(up) = inf I(wp) (7.5)

weV wpEVh

ot I(w) = $a(w,w) — l(w). De plus, on a :

I(u) < I(up) (7.6)

Nous avons déja démontré au chapitre 3 (voir la relation 3.5) I’équivalence entre les problémes 7.1
et 7.2 et les problémes de minimisation 7.5. La démonstration de 'inégalité 7.6 est immédiate puisque
I’on a supposé que V;, C V. Ce qu’apporte en plus ce dernier résultat est que lorsqu’il y a convergence,
I(up) — I(u) en décroissant. Puisque I(u) est souvent liée & une énergie (fonctionnelle d’énergie),
cela signifie que la solution par éléments finis surestimera 1’énergie du systéme.
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Terminons enfin avec le résultat le plus important qui porte sur 'ordre de convergence d’une
solution éléments finis.

Théoréme 7.3 (Ordre de convergence)

Soit u et uy les solutions respectives des problémes continu 7.1 et discret 7.2. On suppose de plus
que la solution w du probléme continu soit suffisamment réguliére. Supposons enfin que ’espace
Vi, € H™(Q) soit tel que sa restriction a chaque élément K contienne les polynomes de degré k,
alors :

HU - uh||m,Q < Chk—i—l_mHqu-i-LQ (77)

Preuve : voir Ciarlet, réf. [6] %

La méthode des éléments finis permet justement la construction de ce type d’espace Vj de
fonctions polyndmiales par élément. Ce dernier résultat nous donne alors ’ordre de convergence de
la méthode d’éléments finis utilisée lorsqu’on choisit des polyndémes de degré k sur chaque élément.
Nous pouvons maintenant revenir sur certains des problémes pour lesquels nous avons calculé une
solution par éléments finis.

Exemple 7.2

Pour les équations aux dérivées partielles d’ordre 2, I'espace de base est H'(Q) et on doit utiliser la
norme correspondante (m = 1 dans le théoréme 7.2). En utilisant une discrétisation par éléments
finis linéaires (k =1), on a :

1/2
[ = unlly = llu = unllo = (|lu = unlBo + [[Vu = unlB )" < C b lullso

On constate donc une convergence linéaire en norme H'(2) en supposant que la solution u soit

dans H?(f2) ce qui n’est pas toujours le cas. On sait en effet que la solution u est dans H'(f2) et

que H?(2) € H'(Q). Rien ne nous assure donc a priori que u soit dans H2(£2). C’est ce que nous

signifions lorsque nous supposons que u est suffisamment réguliére dans I’énoncé du théoréme.
Notons que le résultat est également vrai en norme L2(Q) et que :

lu = unllo.o < C h* ||ull20

et que la convergence est alors quadratique dans cette norme. Bien que valide, ce dernier résultat ne
donne pas une idée exacte de I'ordre de convergence de la solution puisque nous utilisons le mauvais
instrument de mesure, c.-a-d. la mauvaise norme. On peut toutefois, puisque la différence entre
la norme H'(Q) et la norme L?(f2) n’est rien d’autre que la norme L?(2) des dérivées partielles
[|Vu — Vug|loq, conclure que ce sont ces dérivées partielles qui convergent moins vite. On a en
fait :

[IVu — Vuplloo < Chllull20

Nous avions déja remarqué lors de certains exemples numériques que les dérivées (ordinaires ou
partielles) de u étaient plus difficile & approcher. Ce résultat le confirme de maniére théorique.
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Si on passe maintenant a des éléments quadratiques (k = 2), on trouve une convergence qua-
dratique :
|lu—uplly = [|u—unllo < C B |ull30

ce qui exige cependant encore plus de régularité sur u (u € H3(£2)). B

Exemple 7.3
Pour les problémes d’ordre 4, nous n’avons vu qu’un seul élément de degré 3 (k = 3) en dimension
1. Cela nous donne en norme H?(Q)(m = 2) :

llu = unlly = [Ju = un|l20 < C B2 [Jullso = C B? [Jullsq
c.-a-d. une convergence d’ordre 2 (quadratique). Tout comme précédemmment, on a également :
lu—unllze < C R [Jullsg

llu—wunllio < Ch3|lullae

llu—uplloo < Ch*||ullsn

et ici encore, on conclut que pour les problémes d’ordre 4, les dérivées secondes convergent en norme
L?(£2) moins vite (& 'ordre 2) que les dérivées premiéres qui elles-mémes convergent moins vite (&
Y 3 2 7

Pordre 3) que ||u — upl|o,o qui converge a 'ordre 4. B

Exemple 7.4
Illustrons maintenant concrétement comment on peut vérifier ces ordres de convergence théoriques.
Cela est souvent utile pour s’assurer qu’un programme d’éléments finis a le bon comportement et
donc pas d’erreur de programmation.

Pour ce faire, on se donne une solution analytique dont ’expression est suffisamment complexe
pour ne pas appartenir a ’espace de discrétisation V3. Dans cet exemple : on pose :

u(z) = z1x2(l — 1) (1 — x2) arctan (20(361;_;2) - 16> (7.8)

et on va résoudre I’équation de Laplace :
~Vu(z) = f(z)

sur le carré [0,1]% et en choisissant comme terme de droite f(z) précisément le laplacien de la
fonction 7.8 de sorte que celle-ci est bien la solution de notre probleme. On vérifie facilement que
les conditions aux limites sont nulles sur toute la frontiére du domaine.
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Figure 7.1 — Maillage de 32 x 32 éléments

Notre stratégie consiste & obtenir des solutions & ce probléme par la méthode des éléments finis
sur des maillages de plus en plus fins. Nous avons choisi des maillages réguliers de 4 par 4, 8 par 8, 16
par 16, 32 par 32, 64 par 64 et enfin de 128 par 128 éléments. Le maillage de 32 par 32 éléments est
illustré a la figure 7.1. Pour chaque maillage et chaque solution numérique uy, on calcule les normes
llu — up|1,0 et ||u —upllon de erreur. Rappelons que I'on aurait pu utiliser pour ce probléme la
norme |u —up|1.0 (au lieu de la norme ||u —up||1,0) car on travaille en fait dans H}(€2). De plus, on
calcule la norme ||u — up||o,o seulement pour illustrer plus en détails le comportement de I’erreur.
Enfin, nous avons considéré des approximations linéaires et quadratiques pour souligner 'effet du
degré des polyndémes sur la convergence.

Approximation linéaire

Dans ce premier cas, on choisit des approximations linéaires (voir la figure 6.2) sur chaque

élément. Nous notons u,lz la solution numérique obtenue. On sait alors que :

| = upllio =~ Ch
ou encore, en prenant le logarithme naturel de chaque cété :
In (|Ju—wupll1,0) ~1lnh+InC

Sur échelle logarithmique, on obtient ainsi une droite de pente 1 (qui est 'ordre de convergence). Ce
résultat est bien sir asymptotique en ce sens qu’il n’est vrai que pour des valeurs de h suffisamment
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Erreurs

Figure 7.2 — Erreurs commises pour les approximations linéaire et quadratique

petites. C’est ce que nous constatons dans cet exemple a la figure 7.2 tracée & partir des données
de la table suivante :

Convergence : cas linéaire

Maillage h lu—uillia | llu—1uilloo
4 x4 0,25 0,464812 |0,1795 x 107!
8% 8 0,125 0,323407 | 0,8231 x 1072
16 x 16 0,0625 0,200552 | 0,2636 x 102
32 x 32 0,03125 0,110145 | 0,7640 x 1073
64 x 64 | 0,015625 | 0,056758 |0,2025 x 103
128 x 128 | 0,0078125 | 0,028613 | 0,5146 x 1074

On remarque que pour les grandes valeurs de h, la courbe de ||u — u}||1,o a une pente différente
de 1 mais au fur et & mesure que la valeur de h diminue, la pente devient trés voisine de 1. On peut
vérifier aisément que la pente est bien 1 en se servant de la table précédente.

Si on travaille en norme ||u — up||o,0, on remarque que conformément a la relation 7.7, on a une
courbe de pente 2. Ceci illustre une fois de plus que les dérivées de la fonctions u(z) convergent
moins vite que la fonction u(x) elle-méme.

Approximation quadratique

Dans ce second cas, on choisit des approximations quadratiques sur chaque élément (voir la

figure 6.2). Nous notons u}% la solution numérique obtenue. On sait alors que :

lu =il [0 ~ C?
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et on obtient cette fois une droite de pente 2 sur une échelle logarithmique :
In(|Ju—ujl[1,0) ~2Inh+InC

Le tableau suivant résume les résultats obtenus :

Convergence : cas quadratique

Maillage h lu —upllie | llu—ujllogo
Ax4 0,25 0,242390 | 0,5179 x 102
8 x 8 0,125 0,146 069 | 0,3043 x 102

16 x 16 0,0625 0,052467 | 0,3694 x 1073
32x32 | 0,03125 0,015405 | 0,3406 x 10~*
64 x 64 | 0,015625 | 0,004136 |0,4345 x 107>
128 x 128 | 0,0078125 | 0,001056 | 0,5477 x 1076

On observe le méme comportement que dans le cas linéaire si ce n’est que les ordres de convergence
sont maintenant 2 pour la norme ||u —u?||o.o et 3 pour la norme ||u—u3||o.q (voir la figure 7.2). On
remarque de plus que, pour un maillage donné, les erreurs sont beaucoup plus faibles si on utilise
une approximation quadratique. En fait, la solution obtenue sur un maillage avec une approxima-
tion quadratique est toujours plus précise que celle obtenue avec une approximation linéaire sur le
maillage ayant 4 fois plus d’éléments. B

Exemple 7.5

Pour illustrer de maniére plus pragmatique comment on peut vérifier la convergence d’une solution
numérique, nous reprenons le probléme thermique du chapitre 6 page 159. On retrouvera la géométrie
et les conditions aux limites & la figure 6.12.

On peut s’assurer d’une plus grande précision en résolvant le méme probléme sur une série de
maillages de plus en plus fins. Chaque maillage comporte 4 fois plus d’éléments que le précédent
et est obtenu en divisant chaque aréte du maillage en 2, multipliant ainsi le nombre d’éléments
par 4. Les maillages utilisés sont présentés a la figure 7.3 et comportent respectivements 312, 1248,
4992 et 19968 éléments linéaires. On présente les isothermes correspondantes a la figure 7.4. On
y constate une trés légére évolution des isothermes méme si le portrait global reste sensiblement
le méme. On peut davantage saisir ces variations a la figure 7.5 ol nous avons effectué une coupe
de la température sur 'axe y = 1 correspondant au milieu de la partie inférieure de la géométrie.
Nous avons également résolu le probléme sur le maillage de 19968 éléments avec une approximation
quadratique et cette solution nous servira de «solution exacte» 0(ce qui n’est pas vraiment le cas).
On constate quand méme que l'erreur est divisée par un facteur 2 sur chaque maillage puisque la
valeur de h est divisée par 2 et que nous avons utilisé un élément linéaire. Wl



176 Chapitre 7

ENEVENENENAN|
I\J\J\ 5 SN NN NN
\f T=I=]
AV
NN
/\ il
)
V2 Vet g Vo g
VW W o o o g |

Figure 7.3 — Transfert thermique : maillages utilisés
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Chapitre 8

Problémes non linéaires

Nous n’avons jusqu’a maintenant considéré que les problémes linéaires qui sont certes importants
mais non suffisants pour les applications. En effet, la nature, ou plus précisément les modéles que
nous utilisons pour décrire les phénoménes naturels, est le plus souvent non linéaire. La théorie
développée dans les premiers chapitres n’est malheureusement valide que dans le cas linéaire. En
effet, le théoréme de Lax-Milgram permet de montrer I'existence et I'unicité de problémes de la
forme :

& trouver une fonction v € V telle que :

a(u,w) = l(w) Yw eV (8.1)

ol [ et a sont respectivement des formes linéaire et bilinéaire. Ce ne sera plus le cas dans ce chapitre.
Bien que la théorie des problémes non linéaires soit beaucoup plus complexe, nous nous limiterons
a une généralisation formelle de la théorie développée dans le cas linéaire. Il faudra toutefois étre
conscients que les espaces fonctionnels impliqués sont parfois plus complexes que les espaces H!(£2)
et H?(Q) rencontrés jusqu’a maintenant.
Le plus simple est de considérer immeédiatement un exemple d’équation aux dérivées partielles
non linéaire :

p(x,u)u — V- (¢(x,u)Vu(x)) = r(x,u)

auquel on ajoute par exemple des conditions aux limites essentielles sur u. On remarque la dépen-
dance des fonctions p, q et r sur la variable inconnue u. C’est ce qui rend le probléme non linéaire.
La non-linéarité pourra aussi, comme nous le verrons, provenir des conditions aux limites.

Nous procéderons comme dans le cas linéaire. Multiplions par une fonction test w dans un espace
fonctionnel V' et intégrons par parties sur le domaine 2. On obtient ainsi :

(¢(x,u)Vu(z)) - nwds = /Qr(w,u) w(x) dv

/Qp(:c, Wuw + g(@, ) Vu(e) - Vuo(z) dv - /

r

Puisque nous avons supposé des conditions aux limites essentielles sur toute la frontiére, 'intégrale
de bord s’annule et il reste :
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# trouver une fonction u € V telle que :

/p(:c,u)uw + q(z,u)Vu(x) - Vw(x) dv = / r(xz,v)w(x) dv Yw eV
Q Q

On constate immédiatement que le terme de gauche de cette expression ne représente pas une
forme bilinéaire en raison du facteur g(u) et le théoréme de Lax-Milgram ne peut donc pas s’appliquer
ici.

Pour résoudre, on devra linéariser le probléme c’est-a-dire en ramener la solution a un probléme
linéaire ou plus précisément & une suite de problémes linéaires. La convergence de cette suite de
problémes linéaires vers la solution du probléme non linéaire de départ n’est toutefois nullement
garantie. On voit immédiatement ’analogie avec les systémes de fonctions algébriques non linéaires :

F(Z) =0

que l'on peut résoudre (voir Fortin, réf. [10]) par des méthodes de points fixes, par la méthode de
Newton, etc. Toutes ces méthodes se généralisent assez facilement aux problémes variationnels.

8.1 Rappel sur les systémes d’équations non linéaires

Dans cette section, nous rappelons quelques techniques de base pour la résolution des équations
non linéaires. Le probléme consiste a trouver le ou les vecteurs & = (x1, x2,x3, -, x,) vérifiant les
n équations non linéaires suivantes :

F(@) =0
ou plus explicitement :
fl(x17x27$3>"'7xn) = 0
f2($1,$2,$3,"‘,xn) = 0
f3($1,1‘2,$3,"',$n) =0 (82)
fn(x17$2>$3>"'733n) = 0

ou les f; sont des fonctions de n variables que nous supposons différentiables. Contrairement aux
systémes linéaires, il n’y a pas de condition simple associée aux systémes non linéaires qui permette
d’assurer ’existence et l'unicité de la solution.

Les méthodes de résolution des systémes non linéaires sont nombreuses. Nous présentons ici un
cadre relativement général pour les méthodes itératives avec comme cas particulier important la
méthode de Newton. La présentation incluera toutefois des variantes de cette méthode de méme
qu’un apercu des méthodes de points fixes.

L’application de la méthode de Newton & un systéme de deux équations non linéaires est suffi-
sante pour illustrer le cas général. Considérons donc le systéme :

{ Ji(x1,22) 0
fo(z1,22) = 0
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Soit (29, 29), une approximation initiale de la solution de ce systéme. Cette approzimation initiale
est cruciale et doit toujours étre choisie avec soin. Le but de ce qui suit est de déterminer une
correction (61, dx2) & (20, 29) de telle sorte que :

fl(:z:(l)+5x1,mg+5x2) = 0
fo(2d + dz1,29 + dz2) = 0

Pour déterminer (dx1,dz2), il suffit maintenant de faire un développement de Taylor en deux va-
riables pour chacune des deux fonctions :

0

0 = fided) + 109 09) s + (a8, 2) 5wg 4 -
8:131 ox i)

0 = foled )+ 22(20,29) s + 292 (a0, 49 5y + -
ox1 Oxo

Dans les relations précédentes, les pointillés désignent des termes d’ordre supérieur ou égal a
deux et faisant intervenir les dérivées partielles d’ordre correspondant. Pour déterminer (dz1, dz2),
il suffit de négliger les termes d’ordre supérieur et d’écrire :

0 0
a9 o+ S a) bn = —filetad
0
D00 o+ 20 aY b = —alabad)
ou encore sous forme matricielle :
0 0
ey Lt ] [ om GICRE
oz o -
Tm(x?#’fg) 8752($(1)’$8) 02 fa(af, 29)

Ce systéme linéaire s’écrit également sous une forme plus compacte :
Tr (2}, 23) 62 = —F(a!, 29) (8.3)

ou Jp(azl,xQ) désigne la matrice des dérivées partielles ou matrice jacobzenne évaluée au point
(29, 29), o est le vecteur des corrections relatives & chaque variable et ot —F (29, 29) est le vecteur
résidu évalué en (29, 29). Le déterminant de la matrice jacobienne est appelé le jacobien. Le jacobien

doit bien entendu étre différent de 0 pour que la matrice jacobienne soit inversible. On pose ensuite :

2 = 29+ 6m
29 + 69
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qui est la nouvelle approximation de la solution du systéme non linéaire. On cherchera par la suite

1

a corriger (xy, x%) d’une nouvelle quantité (dz), et ce jusqu’a la convergence.
De maniére plus générale, on pose :

i 8f1 afl afl i

PR _’k — _‘k DY —_— _‘k
3x1(x ) am2($ ) axn(x )
Ofa gy Of2 g Ofa ,
Sk | 222 Iz Lo 292
] axl(ﬂl7 ) 8x2(x ) 8xn($ )_
c’est-a-dire la matrice jacobienne évaluée au point #¥ = (2%, 25 ... 2%). De plus on pose :
f1 (f:) (5.%‘1
- z . ox
Faty— | 2T s |
fn(Z%) 0z

pour en arriver & l'algorithme général suivant extrait de la référence [10].

Algorithme 8.1: Méthode de Newton

1.

. Si

Etant donné e, un critére d’arrét

2. Etant donné N, le nombre maximal d’itérations
3.
4

. Résoudre le systéme linéaire :

=0 0

Etant donné #° = [29 2§ - 29]7,

»), une approximation initiale de la solution du systéme

Jp(*) 6z = —F(7%) (8.4)
et poser :
= 7% 4 o

oz a
Jaei < [F@E ]| <e:

— convergence atteinte

— écrire la solution ZFt!

— arrét

Si le nombre maximal d’itérations N est atteint :
— convergence non atteinte en N itérations
— arret

. Retour a I’étape 4
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La méthode de Newton n’est qu'un cas particulier de schéma itératif pour la résolution du
systéme 8.2. De facon plus générale, on peut écrire un schéma itératif sous la forme :

A — 2+ F(#*) =0 (8.5)
ou Ay est une matrice non singuliére. [’équation 8.5 a alors comme unique solution :
= 7 — ACVF () (8.6)

La méthode de Newton n’est qu’un cas particulier ot Ay, = Jp ().

Remarque 8.1
Il est bien entendu que 'expression 8.6 ne signifie nullement qu’il faille inverser la matrice Ay ce
qui serait terriblement cotiteux. On résoudra en fait le systéme linéaire 8.5. ¢

Les variantes de la relation 8.5 sont nombreuses. [.’idée de base étant toujours de diminuer les
cotts de calcul et de mémoire. En effet, le calcul de la matrice jacobienne est une opération cotiteuse
qui doit étre effectuée a chaque itération. On a alors imaginé des variantes qui contournent cette
difficulté au moins en partie. Ces variantes dépendent de la forme de la fonction F (Z). Par exemple,
siona:

F(Z) = B(2)Z — G(%) (8.7)

ot B(Z) est une matrice dont les coefficients peuvent dépendre eux-mémes de la solution (mais pas
forcément) et que 'on suppose inversible et G(&) est une autre fonction non linéaire. En prenant
Ay, = B(&"), I'équation 8.6 devient :

P = 7 - ) (BENT - G = BTG

qui revient au systéme linéaire :

B(#*)# = (&) (8.8)

En particulier, si B = I, on a la méthode des points fixes classique. Si la matrice B ne dépend pas
de Z, la convergence de ’algorithme 8.8 vers la solution (le point fixe) 7 est lice au rayon spectral p
(voir Fortin [10]) de la matrice B~!(Jg(7)) (Jg est la matrice jacobienne associée a la fonction G).
Plus précisément, on doit avoir :

p (B~ (Ja(F) <1

pour que l'algorithme puisse converger. Encore faut-il que l'estimation de départ z° ne soit pas
trop loin de la solution. En pratique, il est extrémement difficile de s’assurer que cette condition est
satisfaite.

De nombreuses autres variantes entrent dans ce cadre général. Par exemple, on peut prendre
A = Jp(7%) = Ap ce qui revient a fixer la matrice la matrice itérative Ay & la premiére matrice
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jacobienne. Cela évite de réassembler et refactoriser une nouvelle matrice jacobienne & chaque nou-
velle itération. Il peut en résulter un gain important en temps de calcul au risque d’une plus grande
vulnérabilité au niveau des propriétés de convergence. On peut aussi remettre & jour cette matrice
de temps & autre. Cette variante est parfois intéressante pour les problémes instationnaires ot il
n’est pas forcément nécessaire de calculer la matrice jacobienne & chaque itération de chaque pas

de temps.

8.2 Dérivée d’une fonctionnelle

Pour éventuellement appliquer la méthode de Newton & la résolution dans le cas d’une formula-
tion variationnelle non linéaire, nous devons étendre le concept de dérivée aux fonctionnelles. C’est

I'objectif des définitions suivantes.

Définition 8.1
Soit G(v) une fonctionnelle définie sur un espace de Hilbert V. On dit que G est dérivable
en vy s'il existe une fonctionnelle linéaire de V' dans R notée D,G(vg) telle que :

G(vo + dv) = G(vo) + DyG(vg)[6v] + ||0v]] o(dv) (8.9)
ou o(dv) est une fonctionnelle vérifiant :

lim o(év) =0

dv—0

Cette définition revient a supposer ’existence d’une forme de développement de Taylor puisque le
dernier terme de droite doit étre petit pour des dv petits. Il reste & définir le sens de ’expression :

D, G(vo)[6v]

Définition 8.2
Soit G(v) une fonctionnelle dérivable en vg. La dérivée de Gateaux de la fonctionnelle G
en vy dans la direction dv est définie par :
G ) -G d
Dy (v9)[60] = lim S0 €00 = Glvo) _ - [G(wo + ebv)] |0 (8.10)

e—0 €

On reconnait 14 une dérivée directionnelle. On nomme parfois cette dérivée la premiére variation
de G. Le terme de droite contient une dérivée classique par rapport & une variable réelle € et est
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plus simple & calculer.!

Remarque 8.2
Propriétés de la dérivée de Gateaux :

En vue des applications des prochains chapitres, nous nous placerons dans un cadre légérement
plus général. Nous considérerons en effet des fonctionnelles allant d’un espace vectotiel V' & un autre
espace fonctionnel W. La dérivée de Gateaux est alors une fonctionnelle linéaire de V dans W. Dans
beaucoup de situations, W sera tout simplement ’ensemble des réels R.

1. Dérivée d’une somme : Si G; et G2 sont des applications de V dans W et si G(v) =
G1(v) + Ga(v), alors :

Dv(Gl + GQ)(’[)())[5'[)] =D,Gq (’U())[(S’U] + DUGQ(UO)[é'U] (8.11)

2. Dérivée d’un produit : Si Gy et G2 sont des applications de V dans W et si on pose
G(v) = G1(v)-Ga(v), alors :

DU(Gl . GQ)(U())[&)] = (Dle(Uo)[(SU} . GQ(U()) + G1 (Uo) . (DUGQ(U())[(SU] (8.12)

On notera au passage que la notation (-) peut désigner toute forme de produit définie sur W.

3. Dérivée de la composition de deux fonctionnelles : Si G; est une fonctionnelle de V' dans
U (un espace vectoriel) et si G est une fonctionnelle de U dans W, alors on peut composer
G1 et G2 et ainsi définir une fonctionnelle G de V dans W par la composition suivante :
v— Gi1(v) =u €U — Ga2(u) = G2(G1(v)) = G(v) € W. La dérivée de Gateaux est alors
une fonctionnelle linéaire de V' dans W définie par :

Do (G2(G1(10)))[60] = DuGa(uo) [(DyG1(v0)[60] ot ug = G1(wo) (8.13)

8.3 Application aux formulations variationnelles

Considérons le probléme non linéaire :

(u(xz))* =V - (qg(x)Vu) = r(x) dans Q
(8.14)
u(x) = 0 sur I’

Pour simplifier 'exposé, nous supposerons des conditions essentielles homogénes sur u, le cas non
homogéne ne posant aucune difficulté supplémentaire. La non-linéarité provient du premier terme

'R Gateaux était un jeune mathématicien frangais tué au debut de la premiére guerre mondiale (1914) et dont les
travaux ont été repris et généralisés par Paul Pierre Lévy et publiés & partir de 1919.
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de gauche affublé d'un exposant « pour le moment quelconque (mais différent de 0 ou 1). Une
formulation variationnelle pour ce probléme est alors :
& Trouver u(z) € H}(Q) telle que :

/ (u(@))*w(@) + q(@) Vi - Vi) dv = / r(@)w(@) dv Yo(z) € HLQ)
Q Q

On pose alors :

R(u,w) = / ((u(x))*w(x) + q(x)Vu - Vw) dv — / r(x)w(x) dv
Q Q
et le probléme peut maintenant s’écrire :
R(u,w) =0 Vw(zx) € Hy(Q)

Pour les systémes algébriques non linéaires, nous avons utilisé la méthode de Newton qui nécessitait
le calcul d’une matrice jacobienne et donc le calcul des dérivées partielles. Revenons maintenant a
notre probléme non linéaire de départ. Partant d’une premiére approximation ug de la solution et
verifiant toutes les conditions aux limites essentielles (homogeénes ou non), on cherche une correction
ou telle que :

R(u) +du,w) =0 YweV

Remarque 8.3

La notation utilisée ici est similaire & celle du cas linéaire. Dans le cas linéaire, on partait d’un
relévement des conditions aux limites essentielles u, et on calculait une solution du vérifiant les
conditions essentielles homogénes de sorte que :

u = ug + ou
soit la solution du probléme. Dans le cas non linéaire, la fonction ug peut étre percue comime un
relévement des conditions aux limites essentielles et du a exactement le méme role que dans le cas
linéaire. ¢
Appliquant le résultat précédent, on trouve :
0= R(ug,w) + Du(ug,w)[éu] + ||dul| o(du, w)
Négligeant le terme ||du||o(du, w), on doit maintenant résoudre :

Du(ug,w)[éu] = —R(u},w)

g7
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qui est un probléme linéaire et qui correspond exactement au systéme linéaire 8.4 pour les systémes
d’équations algébriques. Si on revient & notre exemple, on a :

Du(ug,w)[5u] _ [R(ug—&-eéu,w)] le=0

de
_ i( /Q (2 + e6u)® w + (@) V(U + ebu) - Vaw) do
—/Qr(w)w(:n) dv>

= / (a(ug + edu)* ou w + ¢(z) Viu - Vw) dv
Q

e=0

e=0
= / (a(ud)* ouw + q(z)Véu - Vw+) dv
Q

Le probléme linéarisé consiste donc a :
& Pour u) donné, trouver du(z) € Hj(Q2) telle que :

/ (a(u(g])aflcsu w+ q(x)Vou - Vw+) dv = —R(ugjw) Vw € H3 ()
Q
Une fois ce probléme linéaire résolu, on obtient une nouvelle approximation de la solution en posant
u; = ug + du. On en arrive a ’algorithme :
- ug étant donné;
— Oun résout pour k > 1 :

/ (a(ulg_l)o‘_léu w(z) + q(x)Vou - Vw—i—) dv = —R(u’;_l, w) Yw € H(Q) (8.15)
Q

— Mise a jour de la solution : u’gC = u’;_l + du;

Algorithme 8.2: Méthode de Newton

1. Etant donné €, un critére d’arrét

. Etant donné N, le nombre maximal d’itérations

0
go

. Résoudre le systéme linéaire :

2
3. Etant donné 4%, une approximation initiale de la solution du systéme
4

Du(ulg, w)[ou] = —R(u’;, w) (8.16)
5. Mise a jour :

k+1 _ Kk
u —ug+5u
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[|0ully
[Jug ™[ [v _
— convergence atteinte
— écrire la solution wugy1
— arrét

6. Si <€

7. Sile nombre maximal d’itérations IV est atteint :
— convergence non atteinte en N itérations
— arrét

8. Retour & I'étape 4
A

L’algorithme de la méthode de Newton 8.16 converge généralement & l’ordre 2 ce qui signifie que
si u est la solution du probléme non linéaire, alors :

k k
[l = ug v = Cllu — ugl[}

Notre probléme non linéaire n’est pas sans rappeler la forme de ’équation 8.7 pour les systémes
algébriques. On peut aussi proposer les algorithmes de points fixes suivant :

- ug étant donné;

— On résout pour k> 1 :

k = — uF) w(x) dv r(x)w(x) dv Yw )
/Qq(a:)VugH-dev— /Q(g) (x) d +/Q() () dv Vw € H}(Q) (8.17)

/ (q(alc)Vu];’Jr1 -Vw+ (ulg‘“)o‘_lu’gchl w(m)) dv = / r(x)w(x) dv Yw € HH(Q)  (8.18)
Q Q

Les 2 derniers algorithmes sont des variantes de ’algorithme 8.7 pour les systémes algébriques.

Remarque 8.4
Les algorithmes de points fixes convergent généralement linéairement :

Hu—u’g”lHV:CHu—ugHv (C<1) (8.19)

Puisqu’il n’est pas toujours possible de calculer la norme de l'erreur, on note qu’en pratique, la
norme du résidu a exactement le méme comportement c.-a-d. :

1R (ug™)loo = ClIR(ug)|l (8.20)

Les formes bilinéaires des équations 8.17 et 8.18 sont symétriques tandis que celle de I'équa-
tion 8.15 est non symétrique; les matrices symétriques sont plus avantageuses car elles nécessitent
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moins d’espace mémoire et surtout, si elles sont de plus définies positives, on peut utiliser des mé-
thodes itératives telles le gradient conjugué (préconditionné) pour résoudre les systémes linéaires
correspondants. Dans le cas non symétrique, il existe également des méthodes itératives trés efficaces
comme la méthode GMRES (« Generalized minimal residual »). 4

Exemple 8.1
On considére un probléme unidimensionnel pour illustrer les notions de convergence des méthodes
de Newton et de points fixes. On cherche donc a résoudre dans l'intervalle |0, 5] :

_u
dx?

— Bev
u(0)=wu(5) = 0

On multiplie par une fonction test w s’annulant en x = 0 et x = 5 et on intégre sur le domaine. On
obtient la formulation variationnelle :
® du dw

5
——dxr = Ywd
o dz x /Oﬁewa:

de sorte que pour pour une fonction ug donnée et vérifiant les conditions aux limites essentielles, on
définit la fonctionnelle résidu :

5 duodw w0
R(ug,w):/o (dxgda:_ﬁegw dz

La méthode de Newton appliquée a ce probléme nécessite le calcul d’une correction du solution de :

> (déu dw 0 5 duf dw 0
—_— Y9 ¢ dx = — —J_— _Be"s wd
/0 (da: dx—i-ﬁeg uw) x | o Be's w dx

Pour 8 = 1/10 et pour ug = 0, les itérations de la méthode de Newton ont donné les résultats

suivants :

Meéthode de Newton

Itération HR(UI;H)HOO
1 0,421 x 1010
2 0,361 x 107!
3 0,332 x 1073
4 0,285 x 10~
5 0,710 x 10~17
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On constate la convergence quadratique (voir équation 8.19) typique de la méthode. Par contre, une
méthode de points fixes possible serait :

5 dul dw 0
g u
977 _ d
o dx dx pe's w dz
qui peut aussi s’écrire en posant u; = ug + du :
5 5 7,0
déu dw dug dw w0
e 977 d
o dx dz (0 dr dx pe*s wds
Méthode de points fixes

Ttération | [|R(uf™)]|s
1 0,312 x 1010
2 0,937 x 107!
3 0,326 x 107!
4 0,119 x 107!
5 0,447 x 1072
6 0,167 x 1072
7 0,632 x 1073
8 0,238 x 1073
22 0,281 x 10~ 11
23 0,106 x 10~
24 0,400 x 10~12

La convergence est visiblement linéaire (voir 1’équation 8.20) avec une constante C' de Pordre de
0,37.

Si on modifie trés légérement en prenant 3 un peu plus grand (8 = 1/5), la convergence est plus
difficile. Partant encore de ug = 0, ni la méthode de Newton, ni celle des points fixes n’a convergé.
Une stratégie alternative est donc nécessaire. Le probléme provient du choix de ug = 0 qui est
trop loin de la solution recherchée. Pour remédier a cela, on peut par exemple résoudre d’abord avec
B =1/10 et se servir de la solution obtenue comme point de départ pour la résolution & # = 1/5. On
récupére ainsi la convergence quadratique. Une telle stratégie est appelée méthode de continuation

et il en existe plusieurs variantes plus ou moins sophistiquées. B
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8.4 Exercices

1. On veut résoudre le probléme non linéaire suivant par la méthode de Newton :

V- [k(1+ Mu?)"Vu(z1,22)] = f(z1,22) dans Q
u(xy,x2) = g(x1,22) sur

2vm1 OU
[k(1 4+ Au®)™] %(.’171,1'2) = h(xy,x9) surly

ou k, A et m sont des constantes positives.

a) Obtenir la fomulation variationnelle, linéariser le probléme et donner 'algorithme de la
méthode de Newton.

b) Pour bien converger, la méthode de Newton requiert une solution de départ vérifiant les
conditions essentielles et «pas trop loin» de la solution du probléme. Suggérer une facon
d’obtenir ug.

¢) Proposer maintenant une méthode de points fixes pour ce probléme.

2. On veut résoudre le probléme non linéaire suivant par la méthode de Newton :

-V - (kVu(z1,22)) = f(z1,22) dans
u(xy, x2) = g(z1,2) sur Iy

u
ka—n(xl, x2) = —h(u*(z1,22) —ud,) surly

ou k, h et uy sont des constantes positives.

a) Pour bien converger, la méthode de Newton requiert une solution de départ vérifiant les
conditions essentielles et «pas trop loin» de la solution du probléme non linéaire. Suggérer
une facon d’obtenir ug.

b) Linéariser le probléme et donner I'algorithme de la méthode de Newton.
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Chapitre 9

Problémes instationnaires

Les problémes d’évolution (instationnaires) sont d’une trés grande importance pratique. La
nature méme de certains problémes fait en sorte qu’un état permanent (indépendant du temps) n’est
jamais atteint. L’écoulement turbulent d'une riviére en est un exemple. On peut aussi s’intéresser
& la transition entre 1’état initial d’un systéme et son état permanent. Dans chaque cas, la solution
recherchée varie non seulement en espace mais aussi avec le temps t.

9.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Avant de passer au cas des équations aux dérivées partielles, il convient de faire un rappel sur
les schémas instationnaires classiques pour les équations différentielles ordinaires. Nous référons le
lecteur & Fortin, réf. [10] pour une discussion plus compléte. Soit le systéme d’équations différentielles
ordinaires :

d
dg — FU),  pour t€ [tot]
Ulte) = Up

On cherchera a obtenir une approximation de la fonction u(t) pour tg <t <ty. Soit tp <t < ... <
tny =ty une partition de I'intervalle [to 4 t f] et Atpi1 = the1 — tn. L’idée la plus simple consiste &
remplacer la dérivée temporelle par une formule de différences finies. Par exemple :

UnJrl - Un

A, = ty y Un
Atn+1 f( +1 U +1>
U(to) = Uy

193
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qui donne le schéma d’Euler implicite d’ordre 1 ou encore :

3Un+1 - 4Un + Un—l
At

= f(tnt1,Uns1)

U (to) = U

qui est le schéma de différence arriére d’ordre 2 ol on a supposé que le pas de temps était constant
(Aty1 = At, = At). 1l s'agit ici d’un schéma a deux pas en ce sens que l'on doit conserver la
solution aux deux pas précédents (en t = ¢, et en t = t,_1) pour calculer la solution au temps
t = ty41. On peut aussi introduire un schéma explicite (Euler) :

Un—l—l - Un

= tna Un
Aoy f( )

Ulty) = Uy

Plusieurs variantes sont ainsi possibles, chacune ayant ses avantages et inconvénients, la plus im-
portante considération étant la stabilité dont nous discuterons un peu plus loin.

On peut regrouper un certain nombre de ces schémas et introduire une famille de méthodes
numériques en considérant la somme pondérée des dérivées de U de la maniére suivante :

dU dU U(tnt1) — Ul(tn)
7 Un 1-0)—(tn) = 71 1
0" tni) + (1= ) () N powr e(0.]] (9.1)
On montre facilement a ’aide des développements de Taylor appropriés que :
Ultp+1) — Ul(ty) dU dU
- 5, n - 1 - T n
(P 0 ) - (1-0) W (1)

1 d*U 1 0 ,d3U
= <2 - 9) Atnir—s (tn) + (6 - 2> (Atni1) g (ta) +

On obtient alors une famille d’approximations paramétrée par 6 :
— 0 = 0 correspond au schéma d’FEuler explicite et est d’ordre 1;
— 0 =1 correspond au schéma d’Fuler implicite et est également d’ordre 1;
- 0= % correspond au schéma de Crank-Nicholson d’ordre 2.
Posons U, = U(ty) et fn = f(tn,Un), I'équation (9.1) s’écrit :

Upr1— Uy,
0fn 1—0)f, = 1 —~=n
Jne1 +( )f N
c.-a-d. :

Dépendant de la valeur de 6, on obtient les schémas classiques. Il existe bien entendu d’autres
schémas : Runge-Kutta, & pas multiples, etc. mais nous nous limiterons pour le moment au 6-
schéma.
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9.2 Formulation quasi-variationnelle
Nous considérerons ici I’équation aux dérivées partielles :

Ou

c(x,t,u(x,t)) T

(z,t) + p(x, t,u(z, t))u(zx, t)

-V - (q(z, t,u(x,t))Vu(x,t)) = r(x,t,u) dans Q

u(z,t) = g(x,t) sur Iy (9.3)
q(m,t,u(az,t))g—:i(x,t) = h(zx,t,u(x,t)) sur I
u(x,tg) = wuo(x)

que nous avons vue au chapitre 6 mais enrichie d’'une dérivée temporelle ainsi que d’une condition
initiale. On remarque de plus que les fonctions p, ¢ et r de méme que les conditions aux limites
peuvent dépendre du temps (mais pas forcément) et méme de la solution u elle-méme dans le cas
non linéaire. Il s’agit donc d’un probléme d’évolution en temps & partir d’'une condition initiale
donnée. On cherche ainsi a obtenir une approximation de la fonction u(x,t) = u(x1, 2, x3,t) pour
to <t <ty et  dans un domaine {). Au temps ¢t = ¢,,, multiplions I’équation différentielle par une
fonction test w et intégrons par parties sur I’élément K, sans prendre de dispositions particuliéres
pour la dérivée temporelle. On obtient :

/K (c(m,tn,u(m,tn))?:w(m) + p(x, tn, u(z, t,)))u(x, t)w(x) + q(x, tn, u(x, t,)) Vu(z, t,,) - Vw> dv

—/ r(x, tn, u(x, ty)w(x) dv—l—/ h(x, tn, u(x, t,)w(x) ds
K KNIy

Cette formulation est dite quasi-variationnelle car la dérivée temporelle n’a pas encore été discrétisée.
Nous ne nous en soucierons pas pour 'instant et nous procéderons comme d’habitude. On applique
donc la. méthode de Ritz sur chaque élément K mais cette fois en séparant les variables de temps ¢

et d’espace x :

K
Ta

un = w(@, tn) | ~ (@, t) = Y ul ()9 () (9.4)
j=1

Seuls les degrés de liberté dépendent du temps. Les fonctions d’interpolation 1/JZ»K restent les mémes
que dans le cas stationnaire. Mentionnons toutefois 'existence de méthodes d’éléments finis, dites
en espace-temps, ol les fonctions d’interpolation dépendent explicitement du temps.
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Remplagant dans la formulation quasi-variationnelle, on trouve :

> ik (t) /K o(®, t, un) VL (2)w(z) do+
j=1

Zqu(tn) /K (p(:l?,tn, Un)wgl((w)w(w) + Q(w,tmun)wa(cc) . Vw) dv
j=1

:/ (@, ty, Uy )w(x) dv—l—/ h(z, t,, up)w(x) ds
K OKNTy

L’expression uf (t,) désigne la dérivée temporelle du degré de liberté u]K au temps t, c.-a-d.

dufs
%(w,tn). Pour obtenir le systéme élémentaire, on prend successivement w(zx) = X (x), pour
1 allant de 1 jusqu’a nff. En notant UX le vecteur des degrés de liberté de ’élément K au temps t,

et U,If sa dérivée temporelle, on obtient ainsi le systéme élémentaire :
ME U+ ARUHU = FEUL) + S5(U)

ou :

mk, = /K (@t wn) WK (@)K () do

A = [ (et @0 @) + (@t 1) T (@) - T (@) do
K = n, Un @K d

/K (@, b, un)O (2) do

K / W@, b un )0 () ds
’ OKNT

La notation MX(UK) et AK(UK) exprime la dépendance de ces matrices sur la solution UX.
Les termes de droite F' et S prennent en compte respectivement un éventuel terme source et les
conditions aux limites naturelles. On pourrait fusionner ces deux termes mais il est mieux avisé de
voir explicitement comment sont traités ces conditions aux limites.

Une fois les systémes élémentaires assemblés, on aura un systéme global a résoudre & chaque pas

de temps de la forme : ‘

Remarque 9.1
Quelques précisions sont nécessaires concernant la notation. Les vecteurs F' et S ainsi que les
matrices M et A peuvent dépendre du temps directement ou via la solution U, suivant les fonctions
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r, h ¢, p et q. Nous écrierons F,, S, , M, et A, si ces vecteurs et matrices ne dépendent que du
temps (et pas de la solution U,,) c.-a-d. si r = r(x, t), h = h(x,t), etc. Dans le cas non linéaire, nous
les noterons F'(Uy,), S(Uy), M(Uy,) et A(Uy,) (dans le cas ou r = r(x, t,u(x,t)), h = h(x,t,u(x,t)),
etc.). Enfin, dans le cas (plus rare) ou les vecteurs et/ou les matrices ne dépendent aucunement du
temps, les indices seront tout simplement enlevés (correspondant au cas ou r = r(x), h = h(x),
etc.). La matrice M (U,,) est souvent appelée matrice masse. Si elle dépend de la solution wu, il faut
linéariser. ¢

9.3 Le 6-schéma

Il existe maintenant plusieurs fagons de discrétiser la dérivée temporelle. Supposons maintenant
que la matrice M (U,,) soit inversible. Dans ce cas I’équation 9.5 s’écrit :

Un = M_I(Un)[F(Un) + S(Un) - A(Un)Un]
Uy = U

On peut naturellement appliquer & ce probléme le f-schéma 9.2 développé précédemment. Regar-
dons ce qui se passe quand on remplace f par M~ *(U)(F(U)+S(U)— A(U)U) dans le schéma 9.2 :

Uns1 = Up+ Atyyr {0M 7 (Uns1) [F(Uns1) + SUns1 — A(Uns1)Uns1]
+(1 = O)M U, [F(Uy) + S(Uy) — A(Un) Uy }
Pour simplifier la notation on pose :
R, = MY (U,) [F(U,) + S(U,) — A(U,)Uy,] ou M(U,)R, = [F(U,) + S(U,) — A(Un)Uy,] (9.6)
et en multipliant de chaque coté par M(U,41), on trouve :
M(Un41)Unt1 = M(Unt1)Up + Atni1 {0 [F(Un1) + S(Unt1) — A(Un41)Un1]
(1= )M (U1 B}

ou encore :

[M(Un—l-l) + 9Atn+1A(Un+1)]Un+1 = M(Un—H)Un + Atn-ﬁ-l {9 [F(Un-i-l) + S(Un-i-l)}
(9.7)
+(1 = 0)M(Un+1)Rn}

Cette expression est a priori non linéaire et il est utile de distinguer plusieurs cas.
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9.3.1 Cas linéaire

Il s’agit du cas le plus simple et le plus classique. Dans le probléme type 9.3, les fonctions ¢, p, q,
r et h dépendent des variables x et ¢ (mais pas de u). On note donc M,,, A, F, et Sy, les vecteurs
et matrices du systéme 9.7. L’équation 9.6 prend la forme :

MoRy = [Fy + Sp — AyUs| (9.8)
On obtient ainsi :
[Mn—i-l + 9Atn+1An+l] Un+l = Mn+lUn + Atn—‘rl {‘9 [Fn+l + Sn—‘rl] + (1 - G)Mn—‘ran}

On retrouve une expression similaire dans Reddy [19] quoique dans un cas particulier. Comme on a
I’habitude de travailler en correction, on pose Up4+1 = Uy, +0U et on résout a chaque pas de temps :

[Mn+1 + GAtn+1An+1] oU = Atn+1 {9 [Fn+1 + Sn+1 — An+1Un] + (1 — G)Mn+1Rn} (99)

Il en résulte l'algorithme suivant :
1. Pour chaque pas de temps n > 1, Uy, F,, S,, M, et A, étant connus :
a) Reésoudre I’équation 9.8 pour R, ;
b) Assembler Ay,y1, Mpt1, Frni1 et Spiq;
¢) Résoudre 'équation 9.9 pour U ;
d) Upy1 =U, +0U;
2. Passer au pas de temps suivant ;

Les matrices du systéme doivent étre assemblées & tous les pas de temps. Il suffit d’une seule
résolution du systéme 9.9 car il est linéaire.

9.3.2 Cas linéaire ot M est constante

Dans le probleme type 9.3, ce cas correspond & la situation ou la fonction ¢ ne dépend que de
x mais pas de t ni de u. Par contre, les autres fonctions p g,et r peuvent dépendre de x et t. Les
vecteurs et matrices sont notés respectivement M (constante), A,, F, et S,. Le dernier terme du
systéme 9.9 se simplifie en utilisant ’équation 9.8. On a ainsi :

My 1R, = MR, = MM Y (F, 4+ S, — A,U,) = F, + S, — A, U,
et par conséquent, ’équation 9.9 devient :

[M + QAtn+1An+1] oU = Aty {9 [Fn+1 + Spy1 — An+1Un] + (1 — 9) [Fn + 5, — AnUn]}
(9.10)
Il en résulte 'algorithme simplifié suivant :

1. Pour chaque pas de temps n > 1, U, F,, Sn, M, et A, étant connus :
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a) Assembler Ay, 1, Mpi1, Fry1 et Spiq;
b) Reésoudre I’équation 9.10 pour 6U ;
C) Un+l = Un + 6U§

2. Passer au pas de temps suivant;

Remarque 9.2
— La matrice M n’est assemblée qu’une seule fois;
— Dans le cas ou les matrices et vecteurs sont tous constants, de nouvelles simplifications sont
possibles et on trouve :

(M + Aty 1 A|SU = Aby1|F + S — AU, (9.11)

— Si le pas de temps est constant, on n’assemble la matrice de gauche qu’une fois pour toutes et
elle demeure la méme pour tous les pas de temps. Il en résulte une grande économie de temps
de calcul ;

¢

9.3.3 Cas général non linéaire

Il faut dans ce cas linéariser le systéme 9.7 et il existe plusieurs possibilités. Notons en premier lieu
qu’a un pas de temps donné, U,, est connu et I’équation 9.6 est toujours linéaire. Une premiére étape
consiste a poser ici encore Uy, 11 = U* + 6U tout en ne touchant pas aux termes non linéaires. Nous
choisirons U* comme étant la meilleure approximation en main de U, 1. L’équation 9.7 devient :

[M(Unt1) + 08t 1 A(Unt1)]0U = M(Ungr) (Un = U") +
Atnit {O1F Uni1) + SUns1) — AU 1)U+ (9.12)
(1—-0)M(Ups1)Rn}

Variante de type points fixes
Une premiére variante de linéarisation consiste & utiliser un algorithme de points fixes.

1. On se donne un nombre maximum d’itérations N aunsi qu’un critére d’arrét €, pour les
systémes non linéaires ;

2. Pour chaque pas de temps n > 1, U, étant connu :

a) Reésoudre I’équation 9.6 pour Ry, ;
b) On pose U* = Uy ;
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c) Début de la boucle pour la non-linéarité :
i. Résoudre :
[M(U*) + 0At, 1 A(U)]OU = MU*) (U, —-U")+
At 1 {O[F(U")+ SU*) — AU"U*]  (9.13)
+(1-0)M(U")R,}

il. Mettre & jour : U* «— U* 4+ 06U ;

iii. Si[|[6U]| > €, et le nombre maximal d’itérations n’est pas atteint, on retourne & 9.13.
d) La solution a ce pas de temps est maintenant connue : U411 = U*;
3. Passer au pas de temps suivant ;

A chaque pas de temps on doit résoudre le systéme linéaire pour R, sauf pour la méthode
d’Euler implicite (§ = 1). On doit également résoudre & chaque pas de temps le systéme non linéaire
pour 0U, ce qui peut devenir cotiteux puisqu’a chaque itération non linéaire il faudra assembler les
matrices A et M. Plusieurs variantes existent et il serait trop long de les énumérer toutes.

Variante de type Newton

On peut aussi recourir & la méthode de Newton dans le cas de problémes fortement non linéaires.
On revient alors a I’équation 9.12 mais cette fois, on linéarise tous les termes par un développement
de Taylor (utilisant la dérivée de Gateaux). On pose ainsi :

0A
AUny)) = AU*+8U) = AU+ 55(U")0U
F(Unp1) = F(U+8U) = F(U)+ 55(U)0U
o 95
SUap1) = SU*+0U) = S(U)+ 5= (U)U
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On remplace ensuite ces expressions dans ’équation 9.12. On a ainsi :

S U0+ 08t (A + S50 )| o0

[M(U*) + o

_ (M(U*) + %(U*)&U) (Un — U*)

Aty {9 { (F(U*) + ZI;(U*)W) + <S(U*) + %(U*)&U) - (A(U*) + géw*)w) U*}

+(1-6) (M(U*) + %(U*)éU) Rn}

Il ne reste plus qu’a négliger les termes d’ordre 2 en 0U et & regrouper & droite tous les termes
d’ordre 1. On obtient ainsi :

N oM , .
M(U*)U — 5 (U)U (U — U™)
. oF . oS, . A . A OM

= M(U*) (Un = U*) + Atoss {0 {F(U") + S(U*) = AU*U*} +(1 = 0)M(U*) Ry}
(9.14)
L’algorithme résultant est le méme que pour la méthode des points fixes mais en remplagant
I’équation 9.13 par 9.14. Si on compare maintenant avec le systéme 9.13, on remarque que le terme
de droite est bien entendu le méme mais que la matrice de gauche contient plus de termes. Cette
matrice, notée matrice tangente, assure une convergence quadratique. Le prix & payer est cependant
assez élévé, a tout le moins dans le cas général. L’expression de la matrice tangente peut paraitre
trés complexe et dans certains cas elle I'est vraiment ! Dans beaucoup de cas simples cependant, la
méthode de Newton s’avére tout de méme un choix trés judicieux.

Exemple 9.1
Considérons I’équation de la chaleur dans le cas ol et les propriétés physiques comme la conductivité
thermique dépendent de la solution. On a ainsi & résoudre I’équation :

pcp(u)% -V (k(w)Vu) = 0

u = g(x,t) sur Ty

(k(u)Vu) -n = h(ut —ud) sur Ty

u(x,0) = wug(x)
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La densité est supposée constante (p = 1000kg/m?) et il faut donner un modéle pour tenir compte
de la variation des autres coefficients. On prendra par exemple :

cp(u) = 140+4,6(u+273) J/(kg °C)
k(u) = 1,46+ 0,0038u"1% W/ (m °C)

La formulation quasi-variationnelle s’écrit :
ou 4 4
pep(u)—w(x) + k(w)Vu-Vw | dv= [ h(u* —ug)w(x)ds
Q ot I,

Dans notre probléme modéle 9.3, on a donc :

0
) = p(140 4+ 4,6(u + 273)) de sorte que 8—0 =4,6p
u
p(x,t,u) = f(x,t,u) =0
0
) = k(u) = 1,46 +0,0038u15 de sorte que aiq — 0,5928 x 10240156
u
)

= hy(ut - u?nfty) de sorte que — = 4hju?

ou

On remarque que le coefficient de la matrice de masse dépend de la solution u (et donc du temps).
Dans la notation introduite, on a :

MU) = [qpcp(u)u(x)w(z) dv

9.4 Un schéma implicite d’ordre 2

Dans cette section, nous introduisons I'un des schémas de résolution de problémes instationnaires
les plus utilisés en pratique, soit le schéma de différences arriére d’ordre 2, aussi connu sous le nom
de schéma de Gear.

Au pas de temps n + 1, 'équation 9.5 s’écrit :

MUns1)Uns1 = [F(Upt1) + S(Un+1) — A(Un+41)Un1]

U(0) = U

L’idée est alors de remplacer la dérivée temporelle par une différence finie. On montre en effet
facilement (voir Fortin [10]) que :

3Un+1 - 4Un + Un—l

2
SAL + O(A¢)

Un+1 =
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Le schéma d’ordre 2 est & 2 pas, ce qui pose une petite difficulté au démarrage puisqu’une seule
condition initiale n’est connue. Nous verrons plus loin comment contourner cette difficulté. Concen-
trons nous sur le schéma d’ordre 2 puisque le schéma d’Euler reviendra & la prochaine section. On
a maintenant :

3Un+1 - 4Un + Un—l
2At

M) )+ AT = (i) + S(Ui)

11 s’agit, sous sa forme générale d’un probléme non linéaire. Bien entendu, si les matrices M et A
ne dépendent pas de la solution, on retombe sur le cas linéaire. Il faut donc linéariser ce probléme.
Nous considérons que les solutions aux deux pas de temps précédents U, et U,_1 sont connues. On
cherche donc & obtenir la solution au temps suivant soit U,y1. Soit donc U* une approximation
de Up+1. Au début d'un nouveau pas de temps, on prend U* = U, par exemple. On pose ensuite
U, = U* 4+ 6U et on linéarise tous les termes non linéaires.

9.4.1 Variante de type points fixes

11 suffit d’évaluer les coeflicients de la matrice a l'itération précédente c.-a-d.

3Un+1 - 4Un + Un—l
2At

M(U*>< >+A<U*>Un P + SU)

Oou encore :

M(U*) <32UE1> +AUNU, = (74(]”2‘5”—1) + F(U*) + S(U*)

9.4.2 Meéthode de Newton compléte
9.5 Résultats numériques

9.5.1 Probléme thermique

Nous revenons sur un probléme déja rencontré dans le cas stationnaire au chapitre 6 :

%V (@) VT) = 0
ot g(x) est la conductivité thermique. Les conditions aux limites sont celles de la figure 6.12 auquelles
on ajoute la condition initiale T'(x,0) = 25 °C. On a utilisé un schéma de Gear implicite et un pas
de temps adimensionnel At = 1.

On constate I'évolution de la température (Figure 9.1) a partir de la condition initiale & 25 °C. La
condition aux limites de 100 °C fait monter progressivement la température dans tout le domaine,
mais nettement plus rapidement dans la moitié supérieure. On constate en effet qu’a ¢t = 30, la
température est d’environ 80 °C dans la moitié supérieure. Par la suite ((Figure 9.2), la température
se stabilise & un état stationnaire calculé précédemment (voir la figure 6.13).
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vu

vu

Chapitre 9
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Figure 9.1 — Transfert thermique instationnaire
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vu vu

e) t =100

vu vu

g) t = 250 h) ¢ = 300

Figure 9.2 — Transfert thermique instationnaire (suite)
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9.5.2 Croissance de populations

On s'intéressera ici & un modele décrivant 'interaction entre des populations de zooplancton (de
nature animale) et de phytoplancton (de nature végétale). Comme nous le verrons, I'interaction est
trés complexe et donne lieu a des comportements difficiles & prévoir sans une simulation trés fine.

Le modeéle a été introduit par Medvinsky, Petrovskii, Tikhonova, Malchow et Li en 2002 (voir [14]).
C’est un exemple classique d’une équation ou plus précisément d’un systéme d’équations dites de
réaction-diffusion .t

ou U

(9.15)
ov U
E—V-(Vv) = ku+hv—mv

o k=2 m=0,3et h =04 sont des constantes du modele. Les deux termes de droite (dits de
réaction) sont non linéaires et sont d’une importance capitale pour la prédiction des interactions.
Des conditions aux limites de type Neumann nulles sont prescrites au bord.

!Nous n’avons pas encore vu comment traiter les systémes d’équations mais cela n’empéche pas de comprendre la
suite.
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Application aux problémes d’élasticité

Tous les problémes considérés jusqu’a maintenant ne comportaient qu’une seule équation dif-
férentielle ou aux dérivées partielles. 1l existe cependant plusieurs applications dans lesquelles on
doit résoudre un systéme d’équations. En fait, les systémes sont de plus en plus la régle plutét que
I’exception.

Nous introduirons ce sujet en discutant des problémes d’élasticité linéaire, qui ont encore une
grande importance pratique. Le probléme consiste & calculer les trois composantes du déplacement
u(x) = (u1(x), u2(x), uz(x)) que subit un corps élastique soumis a diverses sollicitations. On obtient
des équations couplées qui ne peuvent étre résolues séparément. Il en est de méme en mécanique des
fluides visqueux incompressibles, o les inconnues sont le champ de vitesse (uq, ug, us) et la pression
p. Dans ce dernier cas, on a un systéme de 4 équations pour ces 4 inconnues que nous étudierons
au chapitre suivant.

10.1 Problémes d’élasticité linéaire

On considére un corps fait d'un matériau élastique en dimension 3 (le cas bidimensionnel ne
présentant aucune difficulté particuliére) et soumis & des forces externes (forces par unité de volume
N/m3) :

r(z) = r(z1,22,73) = (r1(w1, ¥2, 73), 72(21, T2, 73), 73(71, T2, T3))
On souhaite alors déterminer le déplacement w(x) d'un point matériel @ = (21,2, x3) occasionné
par Dapplication de ces sollicitations. Pour ce type de problémes, la notation tensorielle est utile,
sinon nécessaire. On retrouvera a 'annexe A quelques rappels sur cette notation et en particulier

sur le théoréme de la divergence. Introduisant le tenseur (symétrique) des contraintes de Cauchy o,
les équations d’équilibre s’écrivent :

—-V.o=r
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Cette derniére équation est en fait un systéme de 3 équations :

il
-
-

Oo11 Oo1a  Oois o )
8$1 a.’IJQ 8$3 1\T1, X2, T3
Oo1z  Ooy Do ro(a1, 79, 73)
TR v 2(21, w2, T3
Oo13  dogz | Doss ra (a1, 22, 73)
8.’1}1 3.7:2 8.’1}3 3\L1, L2, L3

Chapitre 10

On voit immeédiatement 'intérét d’introduire la notation tensorielle qui est beaucoup plus com-
pacte. Introduisons maintenant deux tenseurs qui seront fort utiles par la suite. Pour un champ de

déplacement w donné, on définit le tenseur gradient de déplacement par :

[ 0w Our 0w ]
8581 8%2 8333
Ouy  Oup  Ouz
6301 81‘2 81‘3
Oug  Oug  Ous

L 8([)1 81’2 8m3 J

(10.1)

On définit ensuite le tenseur de déformation comme étant la partie symétrique du tenseur gradient

de déformation :

N

N |

(
(

ou L(0u | Ouz) 1
8$1 2 6952 6331 2
Ouy | Jw Ouz L
8:1/‘1 81‘2 8562 2
OJus  Ouq 1 /Oug Ouo
a$1 + (9%3) 2 <6a;2 + 6333)

Nous noterons v;; les différentes composantes du tenseur v (u).
On multiplie maintenant 1’équation d’équilibre par une fonction test vectorielle w = (wy, wa, w3)
et on intégre par parties sur le domaine (2. On trouve alors, en utilisant le théoréme A.7 :

/U:dev—/(cr-n)-wds:/r-wdv
Q r Q

ou
6%3

8u2

8ZE3

Ouy
81‘3

Ouy
8331

Ous
8562

)
)

(10.2)

Puisque le tenseur o est symétrique, il est facile de montrer que o : Vw = o : y(w), de sorte
que la formulation précédente devient :

J

oiy(w) o~ [ (oom) was = |

r-w dv
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Il reste a introduire une loi dite de comportement reliant le déplacement w (ou plus précisément
le tenseur «(u)) au tenseur des contraintes o. Pour un matériau dit linéaire élastique, cette relation
prend la forme générale :

o =C :~v(u) ou en termes des composantes o;; = Cyjrr (Y(w))k = CijriVki (10.3)

oll on a utilisé la convention de somme sur les indices répétés. La relation 10.3 n’est qu’une gé-
néralisation de la loi de Hooke et C est le tenseur d’élasticité (du quatriéme ordre). On a ainsi
une relation linéaire entre les contraintes et les déformations, ce qui justifie 'appellation matériau
linéaire élastique. Le tenseur d’élasticité C n’est pas tout-a-fait quelconque. On montre en effet qu’il
dérive généralement d’un potentiel ® suivant une expression de la forme :

9P

Chiry —
K 070Vl

Puisque 7;; = 7;; et que l'on peut permuter 'ordre de dérivation, on en tire immédiatement les
propriétés de symétrie de ce tenseur :

Cijkl = Cjirl = Cijik = Chuij (10.4)

Le tenseur C posséde donc au plus 21 composantes différentes et éventuellement non nulles (au lieu
des 81 composantes d’un tenseur du quatriéme ordre quelconque). Il est courant (et parfois utile)
d’exprimer sous forme matricielle ’expression 10.3. Cette relation matricielle est de la forme :

[ o1 ] Cu Cip Ci3 Cuy Ci5 Cis | [ 1 ]
0922 Ciz Cy Cy3 Chy Chs Oy Y22
o33 | _ | Ciz Caz (33 O3y C35 Csg V33 (10.5)
o12 Ciy Co O3y Cuy Cys Cig 2712 '
023 Ci5 Cos C35 Cys Cs5 Cse 2723

L 013 | i Cis Cos C36 Cuas Cse Cog | L 2713 |

Remarque 10.1

Dans cette relation matricielle, il y a au plus 21 coefficients différents, tout comme pour le tenseur
d’élasticité C' compte tenu de ses symétries. Pour passer de la formulation matricielle 10.5 & la
formulation tensorielle 10.3, il suffit de faire les correspondances suivantes. Par exemple,sit =j =1
dans la relation 10.3, on a :

o011 = Crimye = Criniyn + Crizevee + C1133733 + 2C1112712 + 2C1123723 + 2C1113713
tandis que la premiére équation du systéme matriciel 10.5 s’écrit :

011 = 011’711 + 6’12722 + 013733 + 2@14712 + 2@15723 + 26‘16713
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de sorte que :

De méme, en prenant ¢ = 5 = 2 dans 10.3 et la deuxiéme ligne de 10.5, on conclut que :

Ciin1 = Ch1, Ci122 = Cr2, Chrizz = Ci3, Cr112 = Ci4, Cr123 = Ci5, Ci113 = Ci

Chapitre 10

Ca211 = Cri22 = Ci2, Cooo = O, Ca233 = Ca3, Ca212 = Coy, Ca223 = Ca5, Ca13 = U

En parcourant chaque ligne du systéme matriciel et ’équation correspondante 10.3, on trouve le
tableau suivant.

|

Correspondance entre notations matricielle et tensorielle

Ciin1 =Cn

Criz2 = Cr2
Ca222 = C2

Crss = Cis
C233 = Ca3
C3333 = C33

Cinz = Cuy
Ca212 = Co4
Cs312 = C34
Ci212 = Cyy

Chizs = Cis
C2223 = Cos
C323 = Cs5
Cl223 = Cis
C2323 = Css

Ciuiz = Cie
Ca213 = Co6
Css13 = Cs6
Ci213 = Cie
Ca313 = Cs6
C1313 = Cep

Tous les autres coefficients du tenseur C' sont obtenus par symeétrie. On obtient ainsi :

[ o1 ] [ Ci111 Crizz Ciiss Ciiiz Crizzs Cis | [ vy |
022 Cri22 Ca222 Ca233 (2212 C2223 Co213 Vo2
033 Cr133 Ca233 (3333 (3312 C3323 (3313 V33
012 Cri12 Ca212 C3312 Ci2i2 Ci223 Ci213 2712
0923 Cr123 Ca223 (3323 (223 Cazaz (2313 2723

| 013 ] | Ci113 C2213 C3313 Cr2iz C2313 Ciziz | | 2713

La formulation variationnelle devient alors :
/(C:’y(u)) sy (w) dv—/(a'-n)~wds—/r~wdv
Q r Q

(10.6)

(10.7)

(10.8)

Le probléme étant d’ordre 2, I’espace de base sera H'(2) ou plus précisément (H'(Q))? puisque
le probléme est tridimensionnel. Ce systéme comporte donc 3 conditions aux limites essentielles a
savoir I'imposition des déplacements u; sur la frontiére ou une partie de celle-ci. Les trois conditions
aux limites naturelles correspondantes portent sur le vecteur t = o - n dit de contraintes normales.



Applications aux problémes d’élasticité 211

En un point donné de la frontiére, on doit imposer 3 conditions aux limites. Dépendant du probléme,
on impose soit la composante u; du déplacement, soit la composante ¢; du vecteur des contraintes
normales, mais jamais les deux en méme temps.

Remarque 10.2
Le probléme variationnel 10.8 est équivalent au probléme de minimisation suivant :

J(w) = inf J(w) = inf ;/Q(C:'y(w)) : v (w) dv—/

r-'wdv—/t-'wds (10.9)
weVv weVv Q r

ot V est le sous-espace de (H'(2))3 des fonctions w s’annulant 14 ol on impose des conditions
essentielles sur le déplacement uw ou 'une de ses composantes. Le premier terme correspond &
I’énergie élastique de déformation et les deux autres termes correspondent au travail effectué pas la
charge imposée. ¢

10.2 Matériau linéaire élastique isotrope

Un matériau linéaire est dit isotrope s’il ne posséde aucune direction privilégiée ou encore g’il
est macroscopiquement homogéne. En un point donné, ses propriétés sont les mémes dans toutes
les directions. C’est le cas de la plupart des métaux par exemple.

Dans le cas isotrope, le tenseur d’élasticité C' est défini par :

Cijir = Mijlig + p( LIy + Ty Lj) (10.10)
ot I est le tenseur identité (I;; = 1 si i = j, 0 autrement) !. Les parameétres constants X et y sont
les coefficients de Lamé définis par :

FEv

E
u:m et )\:(1—|-V)(1—21/) (10.11)

ou E est le module d’élasticité (ou module d’Young) et v est le coefficient de Poisson du matériau.
Les unités du module de Young sont des pascals (Pa) tandis que le coefficient de Poisson est adi-
mensionnel de sorte que les unités de p et A sont aussi des pascals. On trouvera dans le tableau
suivant quelques valeurs de ces coefficients pour différents matériaux.

Valeurs des coefficients pour des matériaux usuels

Matériau | A (GPa) | 4 (GPa) | E (GPa) | v | K (GPa)
Aluminium 60,49 25,93 70 0.35 79
Acier 96,95 76,17 195 0.28 168
Caoutchouc | 0,0018 0.5 2.3
Cuivre 130 0.34 139

1On retrouve parfois le deuxiéme terme sous la forme 2u7;,1;; qui est incorrecte car alors le tenseur C' n’a plus
les propriétés de symétrie de la relation 10.4.
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La relation contraintes-déformations 10.3 prend alors la forme :
oij = (Mg 4 p(Lie L + TnLin) )y = MijIavi + plic Ly + Lo Lip v
Puisque Igvi = vy = tr(y(uw)) =V -u, on a:
aij = Mr(v(w)) Lij + p(Ligveg + Lavi) = Me(y(w) Lij + (i + i)

de sorte que :

o=V -u)I+2uy(u) = <<1 n yﬁi — 2y)> (V-u)I + <1fy> ~(u) (10.12)

On peut exprimer la relation 10.12 sous forme matricielle. Il est facile de vérifier, a I’aide de la
correspondance 10.6, que pour un matériau isotrope, ’expression 10.5 devient :

[ 011 T [ 1—v 1% 1% 0 0 0 1T Y11 T
099 v 1—v v 0 0 0 Y22
033 E v v 1—v 0 0 0 Y33
_ 10.13
012 (I+v)(1-2v) 0 0 0 1-2v 0 0 Y12 ( )
023 0 0 0 0 1—-2v 0 Y23
| 013 | L 0 0 0 0 0 1—2V_ L 713

ol on constate qu’il n’y a que 2 coefficients différents (E et v). Pour un matériau donné, on peut
déterminer expérimentalement ces coeffficients. On vérifie alors facilement que les expressions 10.12
et 10.13 sont équivalentes. Nous utiliserons préférablement la notation tensorielle, bien que la for-
mulation matricielle présente aussi certains avantages.

Remplacant maintenant dans la formulation variationnelle 10.8, on trouve :

/ A - )T + 2uy(u)) : () do — /
Q

(AV-uw) I +2py(u)) - n) - wds= / r-w dv
r

Q

ou encore :
[ AT )V w) 4 2pyw) s y(aw) do = [

Q Q

qui est la formulation variationnelle du probléme d’élasticité dans le cas d’un matériau isotrope.
Dans cette derniére expression, nous avons introduit la condition naturelle sur la contrainte normale :

r-wdv—i—/t-wds (10.14)
r

t=c-n=AV-un+2uy(u) n (10.15)

Pour démontrer ’existence et 'unicité de la solution du probléme 10.14, nous avons besoin d’un
résultat préliminaire connu sous le nom d’inégalité de Korn.

Lemme 10.3 (Inégalité de Korn)
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Si w € (HY(Q))3, alors il existe une constante C(€2) telle que :

3
Y Ihis(w)lfo = C@)llwllf g = C©) (llwllf o + [lwal[f o + [lws] o) (10.16)
ij—1

Démonstration : voir Duvaut-Lions [9]. &

Théoréme 10.1 (Existence et unicité de la solution)

Le probléme variationnel 10.14 posséde une solution unique dans V = (H*(9))3

Démonstration :

Le théoréme de lax-Milgram nous assure de l'existence et de l'unicité de la solution si la forme
bilinéaire :

a(u, w) = /Q)\(V cu)(V-w) + 2uy(u) : y(w) dv

est coercive sur V. Or, en utilisant ’inégalité de Korn, on obtient :

a(w, w) = / AV - )2 + 24y (w) : y(w) do > / 2y (w) s y(w) > 2C(E@) ]l
Q Q

ce qui termine la démonstration. %

Remarque 10.3
Le probléme variationnel 10.14 est équivalent au probléme de minimisation suivant :

J(u) = inf J(w)= inf ;/Q)\(V cw)? + 2uy(w) : y(w) dv —/

r-wdv—/t-wds (10.17)
Q T

ot V est le sous-espace de (H'(Q))? des fonction w s’annulant 1a ot on impose des conditions
essentielles sur le déplacement u ou 'une de ses composantes. Le premier terme correspond &
I’énergie élastique de déformation et les deux autres termes correspondent au travail effectué par la
charge imposée. ¢

10.3 Matériau linéaire élastique orthotrope

Un matériau est dit orthotrope s’il posséde 2 plans de symétrie de comportement. Beaucoup
de matériaux composites sont orthotropes. Le bois en est aussi un exemple. En raison de ces plans
de symétrie, on peut montrer que la relation contraintes-déformations est de la forme (matricielle)
suivante :
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Con ] [ e i spme 0 00 0 ]
on || PhEae HEw o osEema o0 0 0 ||y
oo || MR s g 0 0 0|l | g
012 0 0 0 2G19 0 0 Y12
023 0 0 0 0 2Ga3 0 V23
| 013 i 0 0 0 0 0  2Giz | L 73

ou :
(1 — 2v91v39113 — V13131 — V332 — Viala1)
E1FE>Es

A cela s’ajoutent les conditions suivantes, découlant de la symétrie du tenseur :

S =

Vo1 + V31V23 V12 + V32113 V31 + Vo132 Vi3 + Viale3 V32 + V1aV31 Va3 + 121113

EyFE3S  E1E3S EsE3S  E1EsS E\E3S  E1E»S
(10.19)

Il y a donc 9 coefficients indépendants & déterminer (expérimentalement) pour ce type de matériau.

Remarque 10.4

Les questions d’existence et d’unicité de la solution sont plus délicates pour un matériau anisotrope.
Il faut en effet que la matrice symétrique 10.18 soit de plus définie positive. Il est cependant plus
facile de travailler avec la relation inverse de ’équation 10.18 qui s’écrit :

[ 711 ] n R -5 0 0 0 [ o1 ]
Y22 *%2 E% VE% 0 0 022
Y33 | _ —l%f _%, E% 0 0 0 033 (10.20)
ye2 | 0 0 0 55 O 0 012 '
Y23 0 0 0 0 Wlw 0 023

Lyl | 0 0 0 0 0 ga- | Lol

L’inverse d’une matrice symétrique étant symétrique, on a :

Vo1 V2 V31 V13 V32 V23
BB B B B B
relations qui sont équivalentes (et beaucoup plus simples) a celles de I'équation 10.19. Dans un
premier temps, une matrice définie positive doit avoir des coefficients diagonaux positifs c.a-d.
E; > 0 et G;; > 0. De plus, I'un des critéres pour que cette matrice soit définie positive est que le
déterminant de toutes les sous-matrices principales soit positif. On doit alors imposer que :

1 —v19191 >0, 1 —1q3v31 >0, 1 —193030 >0 (10.21)

et enfin que le déterminant de la sous-matrice principale 3 par 3 soit positif c.-a-d. que S > 0. ¢
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10.4 Etat plan de contraintes et état plan de déformation

Nous avons présenté le cas général (tridimensionnel) du probléme d’élasticité linéaire pour un
matériau anisotrope. L’avantage est qu’ainsi, on peut aborder tous les cas. Il existe cependant des
situations pour lesquelles, on peut simplifier le probléme & deux dimensions. Il faut pour ce faire,
déterminer une relation contraintes-déformations qui sera éventuellement différente de l'expres-
sion 10.12. Cette nouvelle relation sera ensuite remplacée dans la formulation variationnelle 10.8.
Nous nous limiterons de plus au cas orthotrope (comprenant le cas isotrope).

10.4.1 Etat plan de déformation

On consideére une section (dans le plan zj2z2) d’un corps élastique (isotrope ou orthotrope) et on
suppose que la longueur du corps dans la direction x3 est grande par rapport aux dimensions de la
section. Un exemple typique de cette situation serait un corps cylindrique (de section quelconque)
et de grande longueur. On supposera de plus que ce cylindre s’appuie & ses 2 extrémités sur des
plans qui préviennent tout déplacement dans la direction x3.

Nous pouvons donc supposer que u; = ui(x1,22) et que ug = ug(x1,x2). Nous supposons de
plus que les déformations ne se produisent que dans le plan xz1x9 c.-a-d. que v13 = 23 = 33 = 0
ou encore :

871,3 . 8U3 . 8U3 —0
(91'1 - (91‘2 N 8$3 N

ce qui entraine que ug = cte et donc que us = 0 puisque le corps est fixé aux deux extrémités.
De T’équation 10.12, on tire que 013 = 093 = 0 mais, par contre, o33 n’est pas nul :
V13 + V12123 Vo3 + 12113

= 10.22
E1E>S Y11 + E1E5S Y22 ( )

033

On se retrouve donc avec un probléme purement bidimensionnel & résoudre pour les inconnues en
déplacement uq et ug. La relation contraintes-déformations prend la forme :

oc=C:~v(u)
ou encore sous forme matricielle :
1—vo3v390 V214131193
011 EJ%EgS |F2EsS 0 Y11
V12 1TV32V13 —V31V13
o2 | = b B 155 0 Vo2 (10.23)
012 0 0 2G12 Y12

qui, une fois remplacée dans la forme variationnelle 10.8, permet de calculer les déplacements u et
ugy. La contrainte o33 peut ensuite étre récupérée par la relation 10.22.
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10.4.2 Etat plan de contraintes

Dans ce cas, on considére une plaque mince (d’épaisseur h) et on suppose que le plan moyen
de cette plaque est dans le plan z1z9. On suppose que les forces volumiques (si elles existent) sont
symétriques par rapport au plan moyen et que les éventuelles forces de traction (contrainte normale)
au bord de la plaque n’agissent que dans le plan x1x2. Sous ces hypothéses, on peut affirmer que
les contraintes agissent uniquement dans le plan x1x2 c.-a-d. :

013 =093 =033 =0

et que le déplacement usz est nul en moyenne sur 1’épaisseur de la plaque. On en conclut immeédia-
tement de la relation 10.12 que y13 = 23 = 0. De plus, la troisiéme équation de la relation 10.18
nous donne :

0 = o33 = Cs1711 + Ca2v22 + Cs3733
d’ott l'on tire que :

Y33 = & <é31711 + C~'32722>

33
De la relation 10.18 on tire successivement :
S S
o1l = (Cn - %) 71 + (CIQ - %) V22
33 33
= Gl = Gl
o922 = <021 - 253331) Y11 + <022 - 253332) Vo2
o2 = Cume

Les relations précédentes peuvent étre simplifiées a 1’aide des conditions de symétrie 10.21. On
obtient ainsi :

_ Ey vi2Eo
g1r = (1—1/121/21) Vi1 (1—V12V21) 22
_ vi2Fo Eo
722 = (1—V12V21) Y1+ (1—V12V21> 22
o2 = 2G12m2
ou encore, sous forme matricielle :
By vi2FEo
011 171/1%1/21 1—vi2v21 ’Yll
i vig Lt 2
0-22 - 1—V12V21 1—V12y21 O 722 (1024)
012 0 0 2G12 712
qui, dans le cas isotrope deviennent :
E vE 0
o11 1-v2  1-12 711
E E
022 | = 1l:y2 —z 0 Y22 (10.25)

012 0 0 2G Y12
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Figure 10.1 — Maillage et noeuds de calcul

10.5 Le maillage

Le maillage pour ce type de problémes n’a rien de particulier. Chaque élément comprendra des
noeuds géométriques et des noeuds de calcul. En chaque noeud de calcul, on associe d = 3 degrés de
liberté (2 en dimension 2). Les tables de connectivité des noeuds de calcul connec, de numérotation
des degrés de liberté numer et d’adressage adres sont construites de la maniére habituelle. Par
exemple, pour le probléme bidimensionnel (d = 2) illustré a la figure 10.1, on a construit un maillage
trés simple de 8 éléments. Ce maillage n’est présenté que pour illustrer une fois de plus les différents
tableaux requis. Le probléme sera par la suite résolu sur un maillage beaucoup plus fin et méme
tridimensionnel.

On étudie donc une barre de longueur L = 2 et de hauteur 1 dont 'extrémité gauche est
encastrée. On choisit une interpolation quadratique et une transformation linéaire vers I’élément de
référence telle qu’illustrée & la figure 6.7. On a ainsi nf =3, nK =6, nff = 12 (car nous sommes
en dimension 2), nel = 8, nnoeuds = 25 et nddl = 50. Seuls les numéros des éléments et des noeuds
sont indiqués sur la figure 10.1.

La table de coordonnées des noeuds est de dimension nnoeuds X d.
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Coordonnées des noeuds
Table coor
Noeud || Composante x1 | Composante xo ||| Noeud || Composante 1 | Composante xo
1 0,00 0,00 16 1,50 0,00
2 0,00 0,25 17 1,50 0,25
3 0,00 0,50 18 1,50 0,50
4 0,00 0,75 19 1,50 0,75
5 0,00 1,00 20 1,50 1,00
6 0,50 0,00 21 2,00 0,00
7 0,50 0,25 22 2,00 0,25
8 0,50 0,50 23 2,00 0,50
9 0,50 0,75 24 2,00 0,75
10 0,50 1,00 25 2,00 1,00
11 1,00 0,00
12 1,00 0,25
13 1,00 0,50
14 1,00 0,75
15 1,00 1,00

La table de connectivité des noeuds est de dimension nel x nX et s’écrit :

Noeuds géométriques et de calcul
Table connec
Noeuds géométriques Autres noeuds
Elément || Noeud #1 | Noeud #2 | Noeud #3 | Noeud #4 | Noeud #5 | Noeud #6
1 1 11 13 6 12 7
2 13 3 1 8 2 7
3 3 13 15 8 14 9
4 15 5 3 10 4 9
5 11 21 23 16 22 17
6 23 13 11 18 12 17
7 13 23 25 18 24 19
8 25 15 13 20 14 19

La table de numérotation est de dimension nnoeuds x d. Les déplacements des 5 premiers noeuds
étant fixés a 0, on omet de les numéroter dans un premier temps, de sorte qu’ils le seront en dernier.
Les 2 passages donnent :
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Numeérotation Numérotation
Table numer Table numer

Noeud || u1 | ug ||| Noeud || uy | us Noeud || w1 | ug ||| Noeud || u1 | ug
1 7007 16 21 | 22 1 41 | 42 16 21 | 22
2 77 17 23 | 24 2 43 | 44 17 23 | 24
3 77 18 25 | 26 3 45 | 46 18 25 | 26
4 77 19 27 | 28 4 47 | 48 19 27 | 28
5 77 20 29 | 30 5 49 | 50 20 29 | 30
6 1] 2 21 31 | 32 6 1] 2 21 31| 32
7 3| 4 22 33 34| 7 3| 4 22 33 | 34
8 51 6 23 35| 36 8 51 6 23 35 | 36
9 7 8 24 37 | 38 9 71 8 24 37 | 38
10 9 |10 25 39 | 40 10 9 |10 25 39 | 40
11 11| 12 11 11 | 12
12 13 | 14 12 13 | 14
13 15 | 16 13 15 | 16
14 17 | 18 14 17 | 18
15 19 | 20 15 19 | 20

Enfin, la table adres est de dimension nel x nff et devient :

Adressage
Table adres
Element || #1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 | #7 | #8 | #9 | #10 | #11 | #12
1 41 | 11 | 15 1 13 | 3 | 42 | 12 | 16 2 14 4
2 15 | 45 | 41 | 5 | 43 | 3 16 | 46 | 42 6 44 4
3 45 | 15 | 19 | 5 17 | 7 | 46 | 16 | 20 6 18 8
4 19 | 49 | 45 | 9 | 47 | 7 | 20 | 50 | 46 | 10 48 8
) 11 | 31 | 35 | 21 | 33 | 23 | 12 | 32 | 36 | 22 34 24
6 35 | 15 | 11 | 25 | 13 | 23 | 36 | 16 | 12 | 26 14 24
7 15 (35 |39 | 25 | 37 | 27 | 16 | 36 | 40 | 26 38 28
8 39 | 19 | 15 | 29 | 17 | 27 | 40 | 20 | 16 | 30 18 28
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Remarquons que pour un élément donné, nous avons numéroté d’abord les degrés de liberté associés
a la premiére composante du déplacement et ensuite ceux associés a la deuxiéme composante. Cette
numérotation est parfaitement arbitraire mais une fois ce choix fait, on doit en tenir compte par la
suite et particuliérement au moment du calcul du systéme élémentaire.

10.6 Formulation variationnelle élémentaire

Nous nous concentrerons maintenant sur le cas d’un matériau isotrope, plus facile & présenter.
Le cas général anisotrope ne pose aucune difficulté conceptuelle supplémentaire.
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La formulation variationnelle élémentaire s’obtient en intégrant non plus sur le domaine {2 au
complet mais sur I’élément K. On obtient ainsi :

/ MV -u)(V-w) +2py(u) : y(w)) dv = /
K

5w dv+/ th - w ds (10.26)
K oK

ot cette fois n’ est le vecteur normal 4 la frontiére de I’élément, ¥ est tout simplement la restriction
a l'élement K de la fonction r(x) et ¢ est la traction définie par 'équation 10.15 exercée a la
frontiére de ’élément.

Remarque 10.5

Dans le cas d’'un matériau anisotrope, la formulation variationnelle élémentaire s’écrit tout simple-
ment :

(€ ity o= [ o wdor [ 6w

ot C est le tenseur d’élasticité d’ordre 4 associé au matériau considéré (o = C : y(u)). ¢

10.7 Construction des fonctions d’interpolation

La construction des fonctions d’interpolation ne pose aucune difficulté supplémentaire dans le
cas des systémes d’équations. Il existe toutefois la possibilité que les différentes variables du systéeme
soient discrétisées par des fonctions d’interpolation de degré différent. Ce n’est pas le cas en élasticité
linéaire mais ce le sera au prochain chapitre pour le probléme de Stokes.

Pour obtenir le systéme élémentaire, on pose :

K
TLd

u(x) |k~ uK(x) = Z aJK\Ilf{(:r;)
j=1

On remarque la notation quelque peu particuliére. En premier lieu, les fonctions tests \Ilf( (x) sont

K

K noeuds de calcul et donc nff = dn degrés de liberte, le

vectorielles. Si on suppose que 'on a n
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vecteur des inconnues élémentaires devient :

0‘{( ufs
K W
«
2 ul72
K
s ’U,{( K
ﬁ; ,M,
ax K
7 U
% HnK 42 U39 L
o™ = | . =1 . = | U; (10.27)
: : K
ok ulK Us
2nK 2,nkK
K
« U
2nK +1 3.1
o u
2nK 42 3,2
K
K
L O43nK | L u3,’n£< |

et contient alors tous les degrés de liberté de ’élément. Tout comme dans la table d’adressage, nous
avons numéroté en premier tous les degrés de liberté associés & la premiére composante du dépla-
cement, ensuite ceux associés a la deuxiéme composante et ainsi de suite. D’autres numérotations
sont bien entendu envisageables.

K

Si on note wJK les nX fonctions d’interpolation attachées aux nf

noeuds de calcul, on exprime

alors les 3nX fonctions tests \Ilf{ sous la forme :

~ K -
vy (K, 0, 0) ]
] (% ) 9 )
n nkK» )
oh c K
7;{;- +1 (07 1> O)
lI’nK 2 (Oa ¢K7 0)
= | "o - (10.28)
\Ilglg(+1 (Oa 07 g)
K
. K
i lIlg?;K | B (Oa 07 wngf) |
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de sorte que :

Do (@) = | Yo ulyuy (@), ) usef (@), Y ug il (@) | = (uff (@), u5 (@), uf (@)
j=1 j=1 j=1 j=1

On obtient alors le systéme élémentaire de dimension nfl{ suivant :
AKQE = pK L gk (10.29)

ou :

WK /}{(A(V-\Ilf)(v-q:{()+2m(‘1'§():7(‘1'?)) dv

K = /’I‘K-‘I’inU
K

sk = / th .k ds
0K

Le calcul du systéme élémentaire se divise naturellement en plusieurs blocs (de dimension n.), selon
la forme particuliére des fonctions tests WK et ‘Ilf( . On peut en effet décomposer le systéme sous
la forme :

AL AR AR [ UE I S
AKX AK AR UK | =| Ff |+ | sK
Ay AR AR ] L US Ef S§

Les matrices Ag sont de dimension nX par nf. Par exemple, la matrice A{(l fait intervenir les
fonctions (ij,0,0) et (¥X,0,0) de sorte que :

(AK),. _/ e ot (v ol 1oufaul 1ouf ek
B K\ 011 9n Oxy Ox1 2 Oxg Oxo 2 Oxsz Ozs

De méme :

Al =
( 12)] /K
W} gk T oyl

(A{g)” - /K (A 81‘3 81‘1 + a ( al‘l 81‘3 )) dv = (Ag(l)ﬂ

o} apK O}t ok K
A 81‘2 8:131 + . 61’1 61’2 dv = (AQI)ji

DYK gy OUK gpK  0uK gpK 100K gyK
(AK), = /K v o, +2M<1 ol U oul | 100 oy )) "

Oxy Oxzo 2 Oxr1 Oz Oxo Oxo 2 Ox3 Oxs
(k) = [
K

K o K K 9K
/\a% (9%_'_“(8%81/’@)) dv = (A%):

8%3 8362 83?2 83?3
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v ol 100K gyK 100K gk vk gk

2 81‘1 8:131 2 83)2 8:1:2 8([)3 81:3

et enfin :

<M»:/#ﬁm an/%ww

K oK

(FE) = / AR do, (SE) = / HE K ds
K oK

<@»=/%Mm %%z/ﬁst
K oK

10.8 Passage a I’élément de référence

Le calcul de tous ces termes est une fois de plus effectué apres le passage a 1’élément de référence.
Cela suppose a priorile choix d’un type d’éléments : triangles, quadrilatéres, tétraédres, etc. Le choix
du type d’éléments détermine, comme au chapitre 6 une transformation TX vérifiant :

K(¢,) =xF ouinversement (T%)~1(zX)=¢,
pour chacun des nf noeuds géométriques de I’élément. On transforme les dérivées partielles de la

maniére habituelle & ’aide de la relation 6.6. On obtient ainsi par exemple :

ol oy 09 09
or,  O¢ on oC

BE + BE + BE

Rappelons que la matrice BX et la matrice jacobienne DT sont reliées par 1’équation BX =
(DTK)~t, Le systéme élémentaire devient alors :

O O O O, o, o,
(AK);; = /K (A +2p) (aq?Bﬁ‘F%Bg‘F%Bg)( ¢B117L wBlQ w313>

on oC o0& on oC
v v v O O O
+ u (E)ng + B+ ]Big)) ( By + —— B+ Bz3>

on ¢ o on o¢

JK do

O, O, O i i i
+ u<8€]B§§+ a]BSQJr ag]B£> ((%Bgl B32+ 8CB§§>

(10.30)
et des expressions similaires pour les autres coefficients. Malgré 'aspect rébarbatif de ces expressions,
il faut se rappeler que toutes les dérivées partielles ne sont évaluées qu’une seule fois (aux points
d’intégration). C’est 'avantage de la technique du passage a I’élément de référence. Les coefficients
ij( dépendent de I’élément mais ne représentent pas un effort de calcul considérable.



224 Chapitre 10

10.9 Evaluation du systéme élémentaire

Ici encore, l'intégration numérique sera le plus souvent utilisée. La diversité des expressions a
intégrer de méme que leur complexité rendent trés important le choix de la formule de quadrature.
Dans la mesure du possible on choisira le nombre de points d’intégrations de sorte que le systéme
élémentaire soit intégré exactement. Malheureusement ce n’est pas toujours possible. 1l faut aussi
s’attendre & ce que cette étape soit plus coliteuse qu’auparavant en raison du nombre plus élévé
d’intégrales & évaluer et du plus grand nombre de points d’intégration nécessaires pour les évaluer
convenablement.

Supposons par exemple que ’on choisisse une interpolation quadratique sur des tétraédres et
une transformation géométrique linéaire (illustrée & la figure 6.6) vers 1'élément de référence. Les
fonctions d’interpolation 1&1(5 ) sont quadratiques et le jacobien JX est constant par élément. Si on
regarde ’expression 10.30, on constate que puisque les coefficients Bg sont également constants
par élément et que les dérivées partielles des fonctions d’interpolation sont linéaires, 'intégrand est
de degré maximun 2. La table C.3 nous indique alors qu’une formule de Hammer & 4 points serait
suffisante pour évaluer la matrice élémentaire.

Une nouvelle analyse est nécessaire pour choisir la formule de quadrature pour le terme de droite
qui dépend d’une fonction 7.

10.10 Assemblage et imposition des conditions aux limites

On assemble le systéme global exactement comme dans les chapitres précédents. Les systémes
élémentaires sont de taille plus imposantes mais la technique reste la méme. Le systéme linéaire
global résultant pourra, surtout dans le cas tridimensionnel, devenir impressionnant et méme dans
certains cas, prohibitif en raison de ’espace-mémoire nécessaire.

Pour imposer les conditions aux limites, on applique la technique déja connue en se rapportant
aux équations 5.20 et 5.21.

10.11 Reésolution du systéme global

Ici encore, la seule différence réside dans la taille des systémes linéaires obtenus. Si pour la
majorité des problémes bidimensionnels, on peut utiliser une décomposition LU avec un stockage
bien avisé de la matrice, ce n’est plus le cas en dimension 3. On doit alors avoir recours aux méthodes
itératives de résolution qui favorisent un stockage plus efficace de la matrice. Les méthodes itératives
sont cependant encore peu utilisée en pratique.

10.12 Visualisation des résultats

La visualisation d’une solution numeérique n’est pas du tout une mince tache, particuliérement
dans le cas tridimensionnel. On a recours a des logiciels spécialisés comme VU [15].
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10.13 Applications

10.13.1 Essai en cisaillement

Nous considérerons le probléme d’une poutre fixée & son extrémité gauche. On impose un ci-
saillement sur la face droite de la tige c’est-a-dire o - n = (0, —0¢,0). On a construit le maillage
tridimensionnel de la figure 10.2 consistant en 750 éléments tétraédriques quadratiques pour un total
de 3663 degrés de liberté. On remarque immédiatement que pour un probléme tridimensionnel, le
nombre de degrés de liberté augmente trés rapidement. Il ne faut pas perdre de vue qu'un maillage
de 750 éléments est nettement insuffisant pour la plupart des applications.

La figure 10.3 montre clairement la déformation due au cisaillement imposé. On y a déformé le
maillage d’une quantité proportionnelle au déplacement calculé (uq, ug, us).

10.13.2 Plaque trouée en élongation

On consideére la plaque trouée illustrée a la figure 10.5 que l'on va étirer dans chaque direction.
Les dimensions de la plaque sont les suivantes : —5 <z <5 et —2 <y < 2 et le trou est de rayon
1 et centré en (0, 0). On fait I'hypothése de déformation plane. Sur le coté gauche de la plaque
(x = —5) , on impose un déplacement de la forme u = (—0,1 , 0) tandis que de 'autre coté (x = 5),
on impose u = (0,1 , 0). Aucune traction (o - = 0) n’est imposée sur les parois supérieures et
inférieures, de méme que sur la paroi du trou (le cercle).

Pour effectuer les simulations nous avons utilisé un élément quadrangulaire & 9 noeuds illustré
a la figure 6.4. De maniére a bien illustrer la faiblesse de la formulation en déplacement seulement
(par rapport a la formulation mixte du chapitre 12), nous présentons aux figures 10.6 et 10.7 les
résultats obtenus lorsque le coefficient de Poisson v tend vers 1/2. On constate aisément que les
contraintes deviennent trés imprécises a v = 0,4999. Notons au passage que les déplacements de la
figure 10.6 ont été amplifiés d’un facteur 3.
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YU

vl

Figure 10.2 — Maillage utilisé

Chapitre 10
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Figure 10.3 — Déformation du maillage

vl

Figure 10.4 — Déplacement vertical
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u = (-0,1,0) o-n=0 u = (0,1,0)

(_57 _2)

oc-n=0

Figure 10.5 — Plaque trouée : géométrie et conditions aux limites
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vu

vu

vu

Figure 10.6 — Déplacements :v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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w b
XX

31023 11136 2537.6 3861.6 5385.8 68099

vu M
XX

-380.75 ez 27518 43257 5687.6 7594

wu M
8 XX~

16524 -6788.5 2027.5 12653 22379 32105

Figure 10.7 — Contrainte 011 : ¥ = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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Le probléme de Stokes

11.1 Introduction

Le probléme de « Stokes « est au coeur de la simulation numérique dans le domaine de la
mécanique des fluides. Une bonne compréhension des difficultés reliées a sa modélisation par la
méthode des éléments finis ouvre la voie a toute une panoplie d’applications. Cela va des écoulements
de fluides fortement visqueux avec des applications notamment & la mise en forme des polymeéres,
aux fluides peu visqueux que nous modéliserons & ’aide des équations de Navier-Stokes.

Introduisons en premier lieu un peu de notation. On note o le tenseur de contraintes de Cauchy
que 'on peut par la suite écrire comme une somme de différentes contributions :

o=-pl+T1

ou p est la pression et T est le tenseur des extra-contraintes. L’équation d’équilibre s’écrit encore
ici :

—-V.o=r

ol 7 est un vecteur de forces volumiques supposé connu. En tout point du domaine de calcul, nous
chercherons a déterminer le champ de vitesse u = (u1,ug,u3) de méme que la pression p. Nous
nous intéressons en particulier au cas des fluides incompressibles pour lesquels la conservation de la
masse impose que :

V-u=0

Pour fermer le systéme, il reste & établir une relation entre le tenseur des extra-contraintes 7 et
le champ de vitesse u ou plus précisément le tenseur de taux de déformation 4 (u). Cette relation,
dite loi de comportement dépend de la nature du fluide considéré. Le premier cas (et aussi le plus
simple) concerne les fluides dits newtoniens pour lesquels la loi de comportement s’écrit :

™ = 20y(u) (1L.1)

231
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ou 1 est la viscosité du fluide que 'on suppose constante. On note 4 (u) le tenseur de taux de
déformation défini par :

i du L(ow , Oup) 1 (0w Oug) |
oz 2\ Oy oz 2\ 0z oz
Sy = | L (v 9m Ouy L (uy | Ouy
() = 2<3$+6y> oy 2(82+8y)
L(Oug  Ow) 1 (Oug  Ouy Oug
| 2\ Oz 0z 2\ Oy 0z 0z i

Notons la différence entre le tenseur de taux de déformation 4 (w) (portant sur un champ de vitesses)
et le tenseur de déformation «(u) du chapitre précédent qui portait sur un champ de déplacement.
Le tenseur de déformation n’a pas d’unités tandis que celles du tenseur de taux de déformation sont
des s~!. L’écriture des 2 tenseurs est cependant identique.

Les fluides newtoniens sont donc caractérisés par une viscosité constante, ce qui convient dans
certaines applications mais pas du tout dans d’autres. On vérifie en effet facilement que la viscosité
de bon nombre de fluides n’est pas constante mais varie avec le cisaillement. Plus précisément, plus
un fluide est cisaillé (par exemple entre 2 plaques en mouvement 'une par rapport a l'autre), plus la
viscosité diminue. On doit également ajouter une forte dépendance de la viscosité en fonction de la
température. Les automobilistes savent bien que I’huile & moteur est beaucoup plus visqueuse lorsque
le moteur est froid que lorsqu’il est chaud. Dans un premier temps, nous ne nous intéresserons qu’au
cas ou la viscosité est constante. Nous reviendrons sur un cas plus général a la section 11.8.

11.2 Le probléme continu

La simulation numérique des procédés de mise en forme des matériaux nous ameéne & étudier de
maniére approfondie les méthodes d’éléments finis pour le probléme de Stokes qui régit ’écoulement
des fluides a forte viscosité. C’est bien siir le cas des polyméres. Rappelons la forme générale des
équations de conservation de la quantité de mouvement et de la masse :

—V-(r—pI) = r
(11.2)
V-u =0

De la relation 11.1, on a :
-V @2ny(u)—pI) = r

(11.3)
V- -u =0

auquelles il faut ajouter des conditions aux limites appropriées. La résolution par la méthode des
éléments finis nécessite 'obtention d’une formulation variationnelle du probléme. On multiplie ces
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deux équations respectivement par des fonctions test w € V et ¢ € @ ot V et ) sont des espaces
fonctionnels appropriés qu’il n’est pas nécessaire de spécifier pour le moment. On intégre ensuite
par parties sur le domaine ) de frontiére I' et on obtient ainsi Vw € V et Vg € Q :

/9(277")/(11,) Y (w) —pV-w) dv = /Qr cw dv—l—/r((—pI—l-%]"y(u)) ‘m) - w dl

/qv-udv = 0
Q

Un coup d’oeil au terme de bord fait ressortir deux types de conditions aux limites. De facon
naturelle, ¢’est-a-dire par intégration par parties, on a fait apparaitre sur la frontiére I' ’expression
(=pI +2n%(u)) -m = o -n =t qui devient ainsi la condition naturelle du probléme. Le terme
o - n représente en fait le vecteur de contrainte que Pon assimile a une traction (force par unité
de surface). L'imposition de la traction est en dualité avec la condition essentielle qui porte sur les
composantes de u. Les conditions aux limites que I'on peut imposer sont donc :

(11.4)

— toutes les composantes de vitesse : u = ug pour ug donné;

toutes les composantes de la contrainte normale : o - n =t pour t donné;

— des conditions mixtes comme par exemple : u; = u} de méme que les deuxiéme et troisiéme
composantes de la contrainte normale (o -n)s =ty et (o - n)3 = ts;

— toute autre combinaison des composantes de vitesse u; et des composantes de la contrainte
normale (o - n);, pourvu que ¢ soit différent de j.

Comme toujours, on n’'impose jamais une condition essentielle (u;) et une condition naturelle (t;)
sur une méme partie de la frontiére. Notons enfin qu’il n’y a pas de condition essentielle sur la
pression p. On ne peut imposer une pression (ou un gradient de pression) que par le biais de la
condition naturelle.

Sur la partie 'y de la frontiére I" on le champ de vitesse uw (ou I'une de ses composantes ;)
est connu, on a une condition essentielle et la fonction test w (ou sa composante w;) s’annule sur
cette partie de la frontiére. Par contre, sur le complément I'y de I'g, on doit connaitre la condition
naturelle (o - n) et les fonctions test w ne doivent pas toutes s’y annuler. On obtient ainsi :

/(QH’V(U)Z’}’(w)—pV-w) dv = /r-wdv—i—/ t-wdll YweV
Q Q r
1 (11.5)
/qV-udv =0 Vg e Q
Q

Nous supposerons par la suite des conditions essentielles homogénes (u = w = 0) partout sur
la frontiére I', le cas inhomogéne ne posant aucune difficulté supplémentaire puisqu’il est possible
d’effectuer un relévement de la condition essentielle. 1l en résulte un probléme plus simple mais
dont la généralité nous permettra d’aborder facilement les cas plus complexes. Par exemple, le cas
des fluides viscoplastiques se traite de maniére similaire, bien que dans ce cas, le probléme soit non
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linéaire. Le probléme consiste donc & trouver u € V et p € Q tels que :

/QHW(U):'Y(w)dv—/pV-wdv = /T-wdv Yw eV
Q Q Q
(11.6)

/ qV - u dv =0 Vg € Q
Q
On a introduit un signe négatif dans la deuxiéme équation pour des raisons de symétrie. On introduit
maintenant les formes bilinéaires a et b définies respectivement sur V x V et V x @) de sorte qu’on
peut écrire :

a(u,w) + b(w,p) = (r,w) YweV

(11.7)

b(u,q) =0 Vg € Q

11.2.1 Cadre fonctionnel

L’analyse numérique du systéme 11.6 (ou 11.7) est relativement complexe. Tout d’abord, les
espaces fonctionnels sont V = (H}(2))? (d étant la dimension d’espace) et @ = L2(12), 'ensemble
des fonctions de carré sommable. La forme bilinéaire b définit implicitement deux applications
linéaires. La premiére, que nous noterons B, est définie sur V' a valeur dans @', le dual de @ :

B:'V — @

w — Bw

Puisque Bw est dans le dual @', il définit une forme linéaire sur () par la relation :
<B'w,q>:b(w,q):—/qv-'wdv Vqe @
Q

On vérifie facilement qu’il s’agit bien d’une forme linéaire sur Q. On peut alors définir le noyau de
B (noté ker B) par :

kerB = {weV|Bw =0}

= {weV|<Bw,g>=bw,q) =0 Vqge@Q}

- {w e (H(Q))"

—/QqV~wdv:O VqEQ}
- {we(Hg(Q))d\v-w :o}

Remarque 11.1
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Siu € (H}(Q))9, on remarque que V - u € L?(Q) et que la deuxiéme équation du systéme 11.6 est
parfaitement équivalente & imposer V- u = 0. ¢

On peut définir une deuxiéme application linéaire, cette fois de @ a valeur dans V’, dual de V,
que nous noterons BT et qui est définie par :

BT: @ — V'
g — BTyq

Puisque B”q est dans le dual de V, il définit une forme linéaire sur V' par la relation :
<w,BTqg>=b(w,q) = —/QqV‘wdv YweV
Il est alors évident que :
< Bw,q>=<w,BT¢> YweV,VgeQ
De méme, on pose :
ker BT = {qeQ|BTq=0}

= {qEQ|< w, B¢ >=b(w,q) =0 VwEV}

= {qu‘—/Qqudv:o Vw € (H&(Q))d}
En intégrant par parties (puisque les fonctions de (H3(£2))¢ s’annulent au bord), on a :
ker B = {q € Q| /QVq"w dv=0 Yw e (H}(Q)"}
ce qui entraine que Vg = 0 et donc que ker BT est constitué des fonctions constantes sur €.

11.2.2 Existence et unicité

Les théorémes qui suivent, et que nous ne démontreront pas, sont d’une grande importance
théorique.

Théoréme 1 (Existence et unicité du probléme continu) Sous les conditions suivantes :
— Les formes bilinéaires a et b sont continues respectivement sur V. xV etV x Q ;
— La forme bilinéaire a est coercive sur ker B c¢.-a-d. :

alw,w) > a||w H%Q Vw € ker B (11.8)
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— Il existe une constante positive 3 telle que la forme bilinéaire b vérifie :

b(w, q)

11.9
0.0 || w] (1L9)

inf sup
a€Qwev | ¢ |

alors la solution (w,p) du probleme de Stokes 11.6 (ou 11.7) est unique dans V x Q/ker BT.

1,0

Démonstration : Voir Brezzi-Fortin [4].

La condition de coercivité 11.8 découle encore une fois de I'inégalité de Korn 10.16. La forme
bilinéaire a est méme coercive sur tout I’espace et pas seulement sur le noyau. On peut aussi montrer
que l'inégalité 11.9 est bien vérifiée. On remarque cependant que la pression n’est déterminée qu’a
une fonction de ker BT preés c’est-a-dire & une constante prés, d’oit la notation ¢/ ker BT, Pour s’en
convaincre, il suffit de revenir au probléme initial 11.2 et de remarquer qu’on peut remplacer p par
p + ¢ sans rien changer. Ceci n’est par contre vrai que dans le cas de conditions essentielles (sur
u) imposées partout sur la frontiere. En effet, si on impose une condition naturelle, la pression p
apparaissant explicitement dans o - n, elle n’est plus déterminée a une constante pres.

11.3 Le probléme discret

La discrétisation par éléments finis du probléme de Stokes suit les étapes habituelles. On ap-
proxime (u,p) par des fonctions (up,pn) € Vi X Qp. Les sous-espaces V, de V' et @y, de @ sont de
dimension finie et seront déterminés plus précisément plus loin. Le probléme discrétisé s’écrit alors :

a(up, wp) +b(wy,pp) = (r,wp) Ywy €V,
(11.10)
b(un, qn) =0 Van € Qn

La condition d’incompressibilité discrétisée s’écrit maintenant :

—/th"whdvzo Van € Qn
Q

et n’est pas équivalente & V - wjy = 0. Pour que ’on puisse conclure que V - wy = 0, il faudrait
que qp parcourt tout Iespace ) et non seulement un sous-espace @Jy,. Comme dans le cas continu,
on peut définir :

ker By, = {wh e,

—/Qqhv-whdv—o thEQh}

De méme, si on pose :

ker B} = {qn € Qs

—/qhv-’whdvzo thEVh}
Q

on peut construire, pour certains choix d’espaces V}, et @Qp des fonctions de ker B;{ qui ne sont
pas constantes sur 2 et qui peuvent altérer la solution numérique. C’est le cas par exemple des
pressions dites en damier («checkerboard pressure» en anglais) que 'on retrouve dans certains cas.
Il en résulte que le choix des espaces Vj, et @y, est assez délicat.
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11.3.1 Quelques résultats théoriques importants

Les résultats qui suivent, que nous ne démontrerons pas, ont une grande importance théorique
et pratique. Nous nous efforcerons d’illustrer ces résultats et d’en approfondir la compréhension au
moyen de quelques exemples simples.

Théoréme 2 (Existence et unicité du probléme discret) Sous les conditions suivantes :
— la forme bilinéaire a est coercive sur ker By, :

a(wp,wy) > a||wy ||Tq  Vwy, € ker By
— la forme bilinéaire b vérifie :

. b(wh, qn)
inf  sup
0 €Qn wyevy, | n o || wh (1,0

> B (11.11)

alors la solution (wp,pp) du probléme de Stokes discret 11.10 est unique dans Vi, x Qp,/kerB] .

Démonstration : Voir Brezzi-Fortin [4].

Ici encore, on peut montrer que les 2 conditions sont bien vérifiées et ce, quel que soit le choix des
espaces de discrétisation Vj, et @p,. La condition 11.11 est en fait équivalente & affirmer que I'image
de By, est fermée, ce qui est toujours le cas en dimensgion finie. Le principal probléme provient de
la constante ), présente dans la condition 11.11 et qui peut dépendre de h. Cette constante se
retrouve, comme nous le verrons & la prochaine section, dans la borne d’erreur de sorte que 'on
peut perdre la convergence de la solution discréte vers la solution continue. Pour éviter ce probléme,
on doit montrer que

b
inf  sup (wh, qn)

> By >0 11.12
ahEQR W,EV), I an HO,QH wp ||1,Q | )

ol la constante Gy est cette fois indépendante de h. C’est la condition de Brezzi-Babuska dite parfois
condition inf-sup.

Théoréme 3 (Convergence) Sous les hypothéses d’existence et d’unicité des solutions (u,p) et
(up,pn) des problemes de Stokes continu et discret et si la condition de Brezzi-Babiska 11.12 est
vérifiée, alors :

lu—up o+ |lp—pnlloes C| inf [[u—wh o+ nf [[p—aqnllon (11.13)
v €EVYY Grh€QR

Remarque 11.2

La constante C' apparaissant dans le théoréme précédent dépend entre autres choses de 1/« et de
1/By d’ou I'importance que cette derniére constante ne dépende pas de h. C’est pourquoi, bien que
la condition 11.11 soit toujours vérifiée, on n’a pas toujours convergence vers la solution exacte et
le théoréme 11.13 n’est valide que si la condition inf-sup 11.12 est vraie. ¢
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Théoréme 4 (Ordre de convergence) Sous les mémes hypothéses qu’au théoréme précédent et
si de plus le sous-espace Vi, contient les polynémes de degré k et le sous-espace Qp contient les
polynomes de degré (k — 1), alors :

lu—upllig + Il p—pn lloe< Ch* (| w ke + 112 [lke) (11.14)

Remarque 11.3

Il est important de remarquer qu’il ne suffit pas de prendre des polynoémes de degré k pour la vitesse
et de degré k — 1 pour la pression pour avoir une discrétisation convergente, comme cela est parfois
présenté dans la littérature. La condition Brezzi-Babtska 11.12 doit aussi étre vérifiée. ¢

11.4 Formulation point-selle (facultative)

Cette section présente comment on peut interpréter le systéme comme un probléme de point-
selle. La lecture de cette section est facultative mais permettra au lecteur une compréhension encore
plus profonde et ouvre la porte & la théorie des points-selles et aux algorithmes qui s’y rattachent.

Une autre fagon d’aborder le probléme de Stokes consiste & travailler directement dans le noyau
de B c’est-a-dire avec les fonctions & divergence nulle. Revenant au systéme 11.3, on multiplie par
une fonction w € ker B et on intégre par par parties. Le probléme de Stokes peut maintenant
s’écrire :

& Trouver u € ker B tel que :

a(u,w) = (r,w) Yw € ker B (11.15)

Classiquement (voir le théoréme 3.5), ce probléme est équivalent a :

W g~
Le théoréme de Lax-Milgram assure l’existence et 1'unicité de la solution w sous I’hypothése ha-
bituelle de coercivité de la forme bilinéaire a sur ker B (et non sur tout lespace V). Par contre,
démontrer existence et 'unicité de la pression p est plus délicat. Nous y reviendrons plus loin.
On peut de toute évidence pénaliser la contrainte d’incompressibilité et il en résulte un probléme
de point-selle du lagrangien £ défini par :

£(w,q) = Sa(w, w) — bw,q) — (r,w)

En dérivant (au sens de Gateaux et de ’équation 8.10) par rapport a chacune des variables, on
obtient aisément la formulation variationnelle 11.6. En effet, on caractérise le point-selle (u, p) par
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les 2 relations :

oL d
(rTu(U,p) Cw = a(ﬁ(wkw,p)) Ao = 0
oL d
afp(u,p) q= a(ﬁ(u,erAq)) =0 = 0

qui ne sont rien d’autre que la formulation 11.6. Le probléme de Stokes est donc parfaitement
équivalent a la recherche d’un point-selle :

inf sup L(w,
L

On peut aussi introduire le lagrangien augmenté noté L, et qui est défini par :
r

La valeur du paramétre r sera souvent prise trés grande de maniére & forcer la condition d’incom-
pressibilité. Le point-selle du lagrangien augmenté est caractérisé par :

a(u,w) +b(w,p) +r(V-u,V-w) = (rw) YweV
(11.16)
b(u,q) =0 Vge@

et puisqu’au point-selle (u,p), on a V - u = 0, la formulation variationnelle pénalisée 11.16 est
équivalente au probléme de Stokes 11.7.

11.5 Formulation variationnelle élémentaire

Nous suivrons une démarche similaire a celle du chapitre 10. On déduit facilement la formulation
variationnelle élémentaire :

/2M"Y(U)1"Y(w)dv—/pv'de = /TK-wd’U—I-/ tX . wds
K K K oK

/qV-udv = 0
K

Les approximations des vitesses et de la pression pouvant étre de degrés différents, on pose :

(11.17)

nt nh,
u(@) |k~ up(@) [k=u" (@) = ol Tl p(@) |k~ pu(@) k= p"(x) = plok;
Jj=1 J=1

Le vecteur o est défini au chapitre 10 a I'équation 10.27. Les nY% fonctions de base (vectorielles) en
vitesse \I'uK ; et les n¥, fonctions de base en pression peuvent étre de nature différente. Par exemple,
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les \IIK pourront étre quadratiques et les ’QZJK linéaires sur un élément. Il en résulte que le nombre
de degres de liberté pourra varier d’un noeud de calcul a autre et que les composantes de la vitesse
et la pression pourront étre évaluées en des noeuds de calcul différents. Le choix particulier des
espaces de discrétisation sera précisé plus loin.

On peut de plus décomposer le systéme sous la forme :

Al AL AN BOT T UE Y SE
Al A% AL BT US| | B Syt
AL Al K BT || Ul | T EE| T sK
BE BE BE 0 PE 0 0

Les matrices AZ-I]{ sont de dimension ng par ng, ot n¢, est le nombre de noeuds de calcul en vitesse.

On aura souvent nf, = dng ol d est la dimension d’espace (d = 2 ou 3). Les matrices BE sont
quant a elles de dimension nf, par nf, et sont donc rectangulaires dans le cas général.

On définit les fonctions de base en vitesse comme au chapitre 10 par ’équation 10.28. Les fonc-
tions de base en pression sont obtenues de la maniére habituelle. Les différentes matrices élémentaires
prennent la forme :

Ol ok, 1ovl o0l 109l 09k
K\ _ u,] u,b
(A1) /K 21 ( or Oz *3 2 8y 8y *3 2 8,2 8,2 dv

De méme :

s Oy
(AlY)i; = /KM <8x]6y> dv = (Ag)ji
Ot Oy
(A{g)ij = /KM (8;82> dv:(A?l)ji
1opl; opl, oyl opl, 109k,
Ky, _ - u,j U,
(Az22)is = /K2u <2 ox 8x -t 8y 3y +2 82 82 ) dv

O OV
(A%)i; = /K'u<8yjaz> dv = (A%);i
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DK oYK, 1 0pE ayk, oy oyk,
K.
(433)i /KZM <2 8:5 8x 2 8y 6y o (92 0z > dv
B = [ vl
B = [ vl
81/)K-
K\ .. K U,
(B3 )U /K_le)p,j 82 dv
et enfin :
(= [ elGan, s = [l
K oK
U = [ Alan En = [ el
K oK
(0 = [ rlvlian (s = [l
K 0K

Il va se soi que ces intégrales sont évaluées sur 1’élément de référence par le changement de
variables approprié.

11.6 Choix des éléments

On présente dans cette section des approximations vérifiant la condition nf-sup. Les approxi-
mations en vitesse et pression vérifiant cette condition sont dites compatibles 11 existe plusieurs
choix possibles et nous les classerons en deux catégories suivant que la discrétisation en pression
est continue ou non. En effet, la pression p étant dans L?(£2), il n’est nullement nécessaire que sa
discrétisation soit continue & la frontiére des éléments.

11.6.1 Pression continue

La présentation la plus simple est graphique. On trouvera donc dans les figures qui suivent
des exemples de discrétisations compatibles ainsi que leur ordre de convergence. On retrouvera des
éléments triangulaires et quadrangulaires en dimension 2, de méme que des éléments tétraédriques
et hexaédriques en dimension 3.

Le premier élément compatible, illustré aux figures 11.1 et 11.2, est 1’élément Mini décrit dans
Arnold-Brezzi-Fortin [1]. La discrétisation de la pression est linéaire tandis que la vitesse est linéaire
mais enrichie d’un noeud de calcul au centre de ’élément. Chaque élément contient donc 8 degrés de
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Vitesse Pression

Figure 11.1 — Elément Mini (O(h))

Vitesse Pression

Figure 11.2 — Elément Mini en dimension 3 (O(h))

liberté en vitesse et 3 en pression dans le cas bidimensionnel (respectivement 15 et 4 en dimension
3). Cet élément est trés utilisé, particuliérement en dimension 3 (voir la figure 11.2) en raison de son
faible nombre de degrés de liberté. Cet élément converge & l'ordre 1 car 'approximation en vitesse
ne contient que les polyndémes de degré 1.

Le deuxiéme élément illustré est celui de Taylor-Hood souvent appelé P» — P en raison de
I'approximation quadratique des composantes de vitesse et de 'approximation P; de la pression
(voir les figures 11.3 et 11.4. Les noeuds de calcul sont situés aux sommets (vitesses et pression) et
aux milieux des arétes (vitesses seulement). Cet élément converge a I'ordre 2 (O(h?)) en vertu du
théoréme 11.14 car "approximation en vitesse contient les polynémes de degré 2 et 'approximation
en pression contient ceux d’ordre 1. Des équivalents quadragulaires et hexaédriques, également
d’ordre 2, sont illustrés aux figures 11.5 et 11.6.

Remarque 11.4

Dans le cas d’éléments & pression continue, il est parfois nécessaire d’imposer une condition sup-
plémentaire sur le maillage pour avoir l'existence et 1'unicité de la solution. On devra par exemple
supposer qu’aucun élément n’a deux cotés sur la frontiére du domaine (voir les exercices de fin de
chapitre). ¢
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Vitesse Pression

JANNYAN

Figure 11.3 — Elément de Taylor-Hood Py — P; (

Vitesse Pression

-

Figure 11.4 — Elément P, — P; en dimension 3(

Vitesse Pression

Figure 11.5 — Elément Q2 — Q1 (O(h?))
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Vitesse Pression
[ ]
[ ] [}
[ ] [ ] [}
[} [ ] [ ]
[ ] { [}
[ ] [ ]

Figure 11.6 — Elément Q2 — Q; en dimension 3 (O(h?))

Vitesse Pression

Figure 11.7 — Elément incompatible & pression discontinue Q1 — Qo

11.6.2 Pression discontinue

Un des éléments les plus utilisés est le ()1 — Qg ou les vitesses sont bilinéaires et la pression
constante par élément. Cet élément est illustré & la figure 11.7 en dimension 2 et & la figure 11.8 en
dimension 3. Malheureusement, cet élément est incompatible et nous en verrons les conséquences
dans les exemples numériques.

Le premier élément compatible de cette catégorie est le Po — Py présenté a la figure 11.9. Comme
son nom l'indique, les composantes de vitesses sont quadratiques tandis que la pression est constante
par élément. Le théoréme 11.14 assure une convergence linéaire seulement car ’approximation en
pression ne contient que les polynémes de degré 0. Il s’agit en fait d’un élément assez pauvre qui n’est
pas beaucoup utilisé. C’est cependant I'un des plus simples vérifiant la condition nf-sup. Notons
cependant que cet élément n’est valide qu’en dimension 2.

L’élément de cette catégorie le plus connu est I’élément dit de Crouzeix et Raviart illustré a la
figure 11.10 dans le cas bidimensionnel. En dimension 2, on approche les composantes de la vitesse
par des polynomes de degré 2 mais enrichi d’une fonction bulle de degré 3 associée & un noeud de
calcul situé au centre de I’élément. Il y a donc 14 degrés de liberté en vitesse. La pression contient 3
degrés de liberté tous situé par exemple au barycentre de ’élément. Souvent, ces degrés de liberté
sont associés & la pression et aux deux composantes du gradient de pression au barycentre. C’est ce
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Vitesse Pression

Figure 11.8 — Elément incompatible Q; — Qo en dimension 3

Vitesse Pression

Figure 11.9 — Elément & pression discontinue Py — Py (O(h))

Vitesse Pression

Figure 11.10 — Elément & pression discontinue de Crouzeix-Raviart Py" — Py (O(h?))

Vitesse Pression

[ ] [ ] ® 2%

Figure 11.11 — Elément & pression discontinue Qa2 — P; (O(h?))
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Uy = Uy =

up = U (0-m); =0

U1:U2:0

Figure 11.12 — Ecoulement de Poiseuille (géométrie et conditions aux limites)

que nous avons illustré par le symbole & & la figure 11.10.

En dimension 3, on ajoute aussi des fonctions bulles (de degré 3) au centre de chaque face ainsi
qu’'une fonction bulle (de degré 4) au barycentre de I’élément. On obtient ainsi 45 degrés de liberté
en vitesse répartis sur 15 noeuds de calcul et 4 en pression (la pression et les 3 composantes du
gradient au barycentre). Notons aussi les conséquences sur l'intégration numeérique de la présence
de ces fonctions bulles qui sont de degré élevé.

La pression est linéaire mais discontinue d’un élément & l'autre. C’est pourquoi nous avons
illustré les noeuds de calcul en pression & l'intérieur de I’élément. Il en résulte que le nombre de
degrés de liberté en pression est plus important que dans le cas d’une pression continue.

11.7 Reésultats numériques : cas newtonien

11.7.1 L’écoulement de Poiseuille

Pour illustrer certains concepts que nous venons de présenter, il est utile de considérer un exemple
trés simple. Il s’agit de I’écoulement dit de Poiseuille dont la géométrie est illustrée a la figure 11.12.
Ce probléme décrit ’écoulement d’'une fluide newtonien dans un canal dont les parois sont des
plaques paralléles. Le fluide se déplace de gauche & droite dans une géométrie bidimensionnelle
rectangulaire de longueur L (1 < z; < L) et de hauteur H (0 < 29 < H) (les effets tridimensionnels
sont négligés). On impose en entrée (en x1 = 0) un profil parabolique :

60 7
ur = gy (@2(H —a2)) =w (11.18)

UQZO

Dans 'expression de w1, @ désigne le débit imposé. On vérifie en effet que :

H
/0 (75} (562) d$2 = Q
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On impose en sortie (en 1 = L) que le profil est entiérement développé c.-a-d. uz = 0 et que la
premiére composante de la condition naturelle soit nulle (o - n); = 0. Sur les parois du canal (en
x9 =0 et x9 = H), une condition d’adhérence u; = ug = 0 doit étre imposée car un fluide visqueux
adhére aux parois solides. La solution analytique de ce probléme est tout simplement le déplacement
de la condition aux limites imposée en entrée 11.18 dans tout le domaine. Quant a la pression, elle
varie linéairement en fonction de z1 et s’écrit :

p—(%ﬁ?)wy+c (11.19)

11 suffit pour s’en convaincre de remplacer les relations 11.18 et 11.19 dans le systéme 11.3.

Nous avons résolu ce probléme avec les conditions suivantes : H =1, L =5, n=1et Q = 1.
Pour que les résultats soient vraiment significatifs, on doit éviter d’utiliser un maillage parfaitement
régulier. Nous avons donc choisi un maillage régulier (de triangles ou de rectangles) ot nous avons
légérement déplacé un seul noeud (voir la figure 11.13). La figure 11.14 montre un résultat typique
de solution avec ’élément Q1 — Qg (figure 11.7). On remarque que le champ de vitesses est acceptable
mais la pression présente de fortes oscillations qui sont typiques d’un élément ne vérifiant pas la
condition #nf-sup. Au lieu d’obtenir une pression linéaire dans la direction de I’écoulement, on obtient
des oscillations dues a la présence d’éléments parasites (en forme de damiers) dans l'espace kerB,:f.

Au contraire, l'élément Mini (figure 11.1) donne d’excellents résultats comme on peut le voir
a la figure 11.15. La pression devrait varier entre 0 et 60 et on constate une légére erreur. Enfin,
I’élément d’ordre 2 P» — Py (figure 11.3) donne exactement le bon résultat, & la fois pour les vitesses
et la pression (voir la figure 11.16).

11.8 Probléme de Stokes non linéaire

La vaste majorité des fluides n’entre pas dans la catégorie des fluides newtoniens, c’est-a-dire
des fluides & viscosité constante. On peut observer en laboratoire divers types de comportement,
notamment en élongation ou en cisaillement. La viscosité de plusieurs fluides varie en fonction
du cisaillement. On se doit alors de modéliser ce comportement et d’essayer de reproduire le plus
fidélement possible les données rhéologiques de viscosité en fonction du taux de déformation. Les
fluides dont la viscosité dépend du cisaillement sont dits viscoplastiques et les modéles correspondants
ont la forme générale suivante :

7 =2n(1¥(w)]) ¥(u)

ou |¥(u)| désigne le second invariant du tenseur 4(u) défini par :

| () [P= 2 () : 3 (u) = 2(5(w))i (5 ()i

La viscosité n dépend donc de |§(u)| par I'intermédiaire de lois de comportement telle la loi puis-
sance :

n=mo|y(uw) "7 (11.20)
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Figure 11.13 — Ecoulement de Poiseuille : maillages rectangulaire et triangulaire
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wu
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L]
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Figure 11.14 — Ecoulement de Poiseuille pour I’élément Q1 — Py : vitesse et pression
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wu
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Figure 11.15 — Ecoulement de Poiseuille pour I’élément Mini : vitesse et pression
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Figure 11.16 — Ecoulement de Poiseuille pour I'élément P, — P : vitesse et pression
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ou m est 'indice de pseudoplasticité et 7y est la consistance. Cette loi est principalement utilisée
pour décrire la viscoplasticité des métaux & chaud. Une autre loi de comportement importante est
la loi de Carreau-Yasuda qui s’écrit :

m—1

n=r1o(1+A"[¥(uw)[") = (11.21)

qui permet de prendre en compte la présence d’un plateau newtonien & faible taux de cisaillement.
Dans ce dernier cas, 1y désigne toujours la consistance, A est un temps de relaxation et m et n des
indices de pseudoplasticité. En particulier, si n = 2 on retrouve le modéle classique de Carreau.

Nous étudions maintenant le cas des fluides viscoplastiques. Nous supposons ici encore que 1 = 0
mais que la viscosité du polymeére est donnée par la loi de Carreau-Yasuda 11.21. La formulation
variationnelle élémentaire du probléme de Stokes devient dans ce cas :

1

/2n0(1+Aw(u)|”)’“J A(w) : A(w) dv — /pV-’wdv = /rK~wdv+/ tf . w ds
K K K oK

/qV-udv =0
K

De toute évidence, le probléme est maintenant non linéaire et on peut appliquer les techniques
vues au chapitre 7.2 et notamment la méthode de Newton. Bien entendu, on suppose connues la
fonction 7% de méme que la traction tX.

Partant d’une solution approximative (ug,pp), on cherche une correction (du,op) de sorte que
(ug + 0w, po + Op) soit une solution du probléme non linéaire ou du moins une meilleure approxi-
mation. Remplacant uw et p par ug + du et pg + dp on trouve :

/27]0(1+)\"|"y(uo+5u)|")mnl'7(uo+(5u):"y(w) dv—/(po+5p)v.wdv =
K K

/TK-wdv+/ tX . wds
K 0K

/qV-(uo+5u)dv =0
K

\

ou encore :
/ 20 (1 4+ A" (ug + 00) ™) 5 (g + 6u) : A(w) dv — / 5pV - w dv =
K K

/p0V~wdv+/rK~wdv+/ t5 . wds
K K oK

/qV-Judv:—/ qV - ug dv
K K
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Il reste alors un dernier terme A linéariser. Pour ce faire on utilise la relation 8.9 et la dérivée de
Gateaux 8.10. On obtient ainsi le probléme linéarisé :

auy (B, w)  — / PV wdy = - / R((u, po), w) do
K K

/qV-éudv = —/qV-uodv
Q Q

ou la forme bilinéaire aq, et le résidu R((ug,po), w) sont définis par :

au(Guw) = [ (2w N ) 5 5 Aw)) do

] Co () 200 X" o) )5 (o) 5600 o) 5(w)))

R((up,po),w) = /}(2770(1 + )\”|"7(u0)\")mT_1"y(u0) sy (w) dv — /KpOV cw dv — / & w dv

K
/ t5 . wds
0K

ot on a posé Cy = 4ng(m — 1) A"

(11.22)

11.8.1 Reésultats numériques : cas viscoplastique
Ecoulement de Poiseuille

On considére encore un écoulement de Poiseuille mais cette fois avec une loi puissance 11.20
pour laquelle la viscosité diminue avec le cisaillement. Ce cisaillement se produisant principalement
aux parois solides, la viscosité y est plus faible qu’au centre du canal. On remarque & la figure 11.17
la différence de comportement entre les cas newtoniens (m = 1) et les cas non newtoniens m = 0,7
et m = 0,4. Le profil de vitesse en sortie s’aplatit lorsque m diminue et on le voit encore mieux
a la figure 11.18 qui montre une coupe du profil de vitesse u; en sortie sur 'axe z; = L. On y
voit clairement 'aplatissement du profil et on remarque également que la surface sous la courbe (le
débit) reste la méme.

Le comportement de la pression est bien caractéristique d’un fluide viscoplastique (voir la fi-
gure 11.19). Pour un débit donné, la perte de charge c.-a-d. la différence de pression entre 'entrée
et la sortie du canal diminue fortement avec m. En effet, puisque la viscosité diminue avec m, il
faut pousser moins fort pour assurer un méme débit.

Ecoulement dans une filiére d’extrusion

On considére dans ce probléme une filiere d’extrusion utilisée pour la production de poutre en I
constituée d’un mélange de polymére et de fibre de bois. La section initiale est de forme circulaire et
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L]

nonm(sd, 32 53)
1.8488e-13 15 3 45 s 15
wu
nomm($d. 52 53)
025758 i 3.1526 46031 60536 75ba1

wu
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Figure 11.17 — Ecoulement de Poiseuille : loi puissance avec m = 1, m = 0,5 et m = 0,3
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Figure 11.18 — Profil de vitesse en sortie du canal
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Figure 11.19 — Perte de charge dans le canal

255



256 Chapitre 11

prend graduellement la forme en I désirée. Le probléme a été adimensionnalisé de sorte que le rayon
de la section circulaire de la filiére soit 1. La longueur de la filiére est d’environ 5,7 suivant ’axe des
z. Le mélange bois-plastique est réputé viscoplastique avec les valeurs suivantes des parameétres du
modeéle de Carreau : 79 = 1, A =0,1588, n =2 et m = 0.3.

La valeur de m étant assez loin du cas newtonien (m = 1), la résolution du probléme a nécessité
plusieurs étapes. Nous avons d’abord résolu en prenant m = 1 pour obtenir une solution de départ
du probléme non linéaire. par la suite, nous avons résolu avec m = 0,8, m = 0,5 et m = 0,3,
toujours en prenant la solution précédente comme point de départ de la nouvelle résolution. On a
utilisé une élément P, — P; c.-a-d. quadratique en vitesse et linéaire en pression (voir la figure 11.4).
Les conditions aux limites sont les suivantes :

u = (O, 0, 8213 (1-— r(1+m)/m)> ot 7= (22 +y*)? sur la section circulaire d’entrée
u = (0,0,0) sur les parois
oc-n = (0,0,0) sur la section de sortie

Le profil de vitesse en entrée correspond & un écoulement de Poiseuille dans un tube de section
circulaire pour un fluide en loi de puissance. Ce profil est légérement inexact pour le modéle de
Carreau.

Le maillage est illustré & la figure 11.20 de méme que la pression et le module de vitesse a la
sortie de la filiére. En ce qui concerne la pression, on remarque qu’elle est & peu prés constante dans
la partie circulaire de la filiére. On observe ensuite une chute rapide jusqu’en sortie ol la pression
s’annule en raison de la condition aux limites. Le module de vitesse est évidemment nul sur les
parois de la filiére. En sortie, on peut facilement voir 1'accélération provoquée par la forme en I de
la filiere. En effet, ’écoulement est favorisé dans les parties plus larges.

11.9 Les équations de Navier-Stokes

Les fluides viscoplastiques sont généralement trés visqueux. leur viscosité est souvent de l'ordre
de 10° Pa - s. A I'autre extréminté du spectre, on trouve les fluides peu visqueux comme 1’ean et
Pair. II va de soi que ces fluides particuliers sont aussi d’une grande importance en hydraulique et
en aéronautique, bien que dans ce derner cas, il faut tenir compte de la compressibilité.

Dans ce dernier cas, les équations d’équilibre sont modifiées de la maniére suivante :

=V 2ny(u) —pI) = T—p@?Jr(wV)U)

(11.23)
V-u =0

Le deuxiéme terme de droite en est un d’inertie, qui est négligé dans le cas ou la viscosité est grande
(et par le fait méme le terme visqueux est dominant). Nous négligerons dans un premier temps la
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-a.108 =201 sasiz S0z 1z13 1531
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LE arz 1061 1.4008 17405 20805

Figure 11.20 — Maillage, perte de charge et module de vitesse en sortie de filiére
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dérivée en temps pour ne considérer que le cas stationnaire. Méme si la viscosié est constante, ce
systéme est non linéaire. Sous forme adimensionnelle, les équations de Navier-Stokes stationnaires

prennent la forme :
2V -2%(w) —pD)+ (u-V)u = r

(11.24)
V-u =0
ol on a introduit le nombre adimensionnel dit de Reynolds qui est défini par :
UL
Re = zep
n

Les quantités L et U sont respectivement une longueur et une vitesse de référence.

On peut, ici encore, appliquer la méthode de Newton, bien qu’il existe d’autres possibilités. Il
n’y a dans ce cas qu'un terme a linéariser. Par les techniques que nous avons vues, on obtient ainsi
le probléme linéarisé :

oo Guw)  — [ pVeowds =~ [ Rituo.p)w) do
K K

/qV-éudv = —/qV~u0dv
Q Q

ou la forme bilinéaire aq, et le résidu R((uo,po), w) sont définis par :

Ay, (du, w) = /K <}§e’y(6u) Y (w) + ((up - V)ou) - w+ ((du - V)uyg) - w) dv

pOV-wdv—/ rX . w dv

K

R((uo,po),w) = /K 2 5§ (u) : 3(w) + (ato - V) - w v — /K
— 5.

w ds

oK
(11.25)

Différentes variantes de la méthode des points fixes sont également envisageables.

11.9.1 Reésultats numériques : cas Navier-Stokes
Ecoulement autour d’un cylindre : cas stationnaire

On considére 1’écoulement d’un fluide autour d’'un cylindre circulaire de diamétre 1 et centré
en (0, 0). Pour éviter une influence indue des conditions aux limites, on fera le calcul dans une
géométrie assez vaste c.-d-d. —10 < z < 25 et —10 < y < 10. La raison de ce choix est que
les conditions aux limites sont mal connues en aval du cylindre. Par contre, sur la section d’entrée
(x = —10) on imposera u = (1, 0) de méme que sur les frontiéres (fictives) supérieures et inférieures.
On suppose que ces deux frontiéres sont suffisamment éloignées pour que le profil de vitesse ne soit
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u =10 (25, 10)
u = (1,0) Ou:(0,0) o-n=0
(~10, —10) Y

Figure 11.21 — Ecoulement autour d'un cylindre : géomeétrie et conditions aux limites

pas perturbé. Enfin, on imposera une condition naturelle nulle en sortie o-n = (0 , 0). Cette derniére
condition est encore ici douteuse, spécialement dans le cas instationnaire. Les conditions aux limites
sont présentées a la figure 11.21. Le maillage de 14700 éléments de Taylor-Hood (P, — —Pp) est
présenté a la figure 11.22 de méme que les lignes de courant & Re = 1. On constate que loin du
cylindre, les lignes de courant sont peu perturbées, ce qui justifie a posteriori le choix des conditions
aux limites.

Pour bien cerner l'influence du nombre de Reynolds sur la solution, on retrace les lignes de
courant immeédiatement au voisinage du cylindre. C’est ce qui est illustré & la figure 11.23 ol on
peut constater les différences entre les solutions a Re = 1, 50 et 100. A trés faibles nombres de
Reynolds, les lignes de courant contournent le cylindre avec un minimum de perturbations. Par
contre, en augmentant sa valeur, la couche limite se détache et on observe la formation de zones de
recirculation (tourbillons) dans le sillage.

Ecoulement autour d’un cylindre : cas instationnaire

A suivre...
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e —

Figure 11.22 — Maillage et portrait global des lignes de courant a Re =1
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Figure 11.23 — Lignes de courant derriére le cylindre & Re = 1,50 et 100
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11.10 Exercices

1. Montrer que tr(y(u)) =V - u.
2. Montrer que si Cijkl = A%(Skl + ,u(&kéjl + 5il(sjk); alors

C:~v(u) =V -u)I+2uy(u)

3. Pour un probléme d’élasticité linéaire en formulation mixte, la condition naturelle est o - n
ou : 5
o = 2y(u) = (V- u)d — pd

Si on suppose maintenant que nous avons une paroi verticale pour un probléme bidimensionnel,
donner ’expression de la condition naturelle o - n sur cette paroi.
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Formulations mixtes en élasticité linéaire

Au chapitre 10, nous avons rencontré ce qu’il est convenu d’appeler une formulation déplacement
du probléme d’élasticité linéaire isotrope en ce sens que la seule inconnue du probléme est le vecteur
déplacement w. Nous avons vu au chapitre 11 une formulation mixte du probléme de Stokes (en
vitesse et pression) et constaté I'importance de choisir des approximations consistantes en vitesse et
pression. Nous revenons dans ce chapitre sur les probl’emes d’élasticité linéaire, mais en formulation
mixte (en déplacement et pression). De telles formulations mixtes deviennent nécessaires lorsque le
coefficient de Poisson v approche 0,5 et que le matériau devient incompressible. Le systéme obtenu
est alors trés proche du systéme de Stokes. Nous mettrons également en évidence la faiblesse de la
formulation déplacement dans ce cas.

12.1 Cas isotrope

Rappelons les équations d’équilibre :
—-V.o=r
et I'expression du tenseur des contraintes dans le cas isotrope :
o =XV -u)d+2uy(u) (12.1)

ol d est le tenseur identité et «y(u) est le tenseur de déformation défini & la relation 10.2. Notons
que ceci est un cas particulier de la relation :

deéf.
o=C:v(u) E Ciuty(w) = Cijurm

ot on a posé v;; = (y(u))i; et ot on a utilisé la convention de somme sur les indices répétés. C est
le tenseur d’élasticité (du quatriéme ordre). Dans le cas isotrope, le tenseur d’élasticité est défini
par la relation 10.10 que nous rappelons :

Cijr = Nijor + p(dirdji + 8i0,1) (12.2)

263
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Rappelons que A et v sont les coefficients de Lamé (voir la relation 10.11). On introduit également
le coefficient de compressibilité k («bulk modulus» en anglais) défini par :

E
k=——-—
3(1—2v)
et on vérifie facilement que :
3N+ 2 2
k= (BA+2p) ou encore A — k= — -2 (12.3)
3 3
On définit la pression par :
(o)
P==73

Puisque la trace de o est :
tr(o) =tr(AMV -u)d + 2uy(uw)) = AM(V - u)tr(d) + 2u tr(y(uw)) = BA+2u)(V - u) = 3k(V - u)

on en conclut que :

p=—k(V-u)

Il est alors courant de décomposer le tenseur des contraintes o en une partie de trace nulle que 'on
appelle le déviateur de o (notée T) et une partie dite sphérique faisant intervenir la pression. On
pose alors :

T=0—

)5 = o KV u)d = 2ry() — (V)

Par construction, on a tr(7) = 0 et de plus :

tr(o)

o=T+ 3

d=T1—pd

ou encore : 9
o = 2uy(u) — g“(v ‘)8 — pd (12.4)

ol on a utilisé les relations 12.1 et 12.3. L’équation d’équilibre devient alors un systéeme de 2
équations faisant intervenir le déplacement u et la pression p :

2
-V. 2,w'y(u)—?M(V-u)5—p5 = r
= (V) =0

Nous devrons donc obtenir des discrétisations par éléments finis de cette formulation mixte. Mul-
tipliant la premiére équation par une fonction test w et la seconde par ¢ et aprés intégration par



Formulations mixtes en élasticité linéaire 265

parties, on trouve :

[ (2w v -2 v w)) v~ [pVewde = [rwirs [@on)war

1
—/qV-udv - /pqdv =0
Q k Ja
(12.5)

La condition essentielle est, comme pour le probléeme de Stokes, I'imposition du déplacement u (ou
de l'une de ses composantes u;) et la condition naturelle consiste a imposer o - n (ou de 'une de
ses composantes (o - n);)).

L’analyse numérique du systéme 12.5 ressemble beaucoup a celle du probléme de Stokes. En
fait, lorsque le coefficient de Poisson s’approche de 0,5, le coeflicient de compressibilité k tend vers
Iinfini, ce qui annule le deuxiéme terme de la deuxiéme équation du systéme. On retombe alors sur
le probléme de Stokes & la différence prés du terme :

2?“ (V- u)(V - w) dv
Q

C’est donc dans le cas ol v ~ 0,5 que les méthodes mixtes pour 1’élasticité linéaire prennent toute
leur importance et se distinguent avantageusement des formulations en déplacement seulement.

Nous ne referons pas toute 'analyse de cette méthode mixte puisqu’elle est tout-a-fait similaire
a celle du probléme de Stokes. I y a toutefois de petites différences qu’il faut souligner. Le probléme
d’élasticité linéaire mixte pour un matériau isotrope s’écrit :

a(u,w) +blw,p) = (r,w) YweV
(12.6)
b(w,q) —c(p,q) = 0 Vg e @

ou :

Remarque 12.1
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On montre facilement que :

a(u,w) =
zzuA ()~ 8 (w) do

= 2 [ (20w = Y5 6) s (90w) - Y5 28) o

ce qui entraine que a(w,w) est une quantité qui est toujours positive. ¢

S~
DO
=
2
£
2
&

|
w|g
4
£
4
&

N————
QL
(4

Théoréme 12.1 (Existence et unicité du probléme continu)
Sous les conditions suivantes :
— la forme bilinéaire a vérifie a(w,w) > 0 Vw € V et est coercive sur ker B :

alw,w) > a || w ||%Q Vw € ker B (12.7)

— la forme bilinéaire ¢ est symétrique et telle que : ¢(q,q) > 0 Vq € Q;
— il existe une constante positive § telle que la forme bilinéaire b vérifie :

inf sup bw, q)

> (12.8)
€Qwev || ¢ HOQ || w Hlﬂ

alors la solution (u,p) du probléme d’élasticité linéaire isotrope 12.6 est unique dans V' x Q.
Démonstration : Voir Brezzi-Fortin [4].

Contrairement au probléme de Stokes, la forme bilinéaire a n’est coercive que sur ker B. La condition
inf-sup est par contre la méme. Y

Remarque 12.2
La présence de la forme bilinéaire ¢ permet d’assurer ['unicité de la pression p. ¢

12.2 Cas anisotrope

Le cas général des matériaux anisotropes est plus difficile mais est tout de méme d’une grande
importance. De nombreux matériaux ne sont pas isotropes. Le bois, par exemple est un matériau
orthotrope et ses propriétés ne sont de toute évidence pas les mémes dans toutes les directions.
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L’analyse qui suit couvre tous les cas, y compris bien siir les matériaux isotropes. Nous suivrons
lapproche de Bathe et Sussman [3] qui nous ménera a la description des matériaux dit semi-
déformables Le point de départ est encore ici la relation contraintes-déformations que ['on suppose
sous sa forme la plus générale, soit :

o=C:v(u) =Cijum

Remarque 12.3
Le tenseur d’élasticité d’ordre 4 C n’est pas tout-a-fait quelconque. On montre en effet que ce
tenseur dérive généralement d’un potentiel ® suivant une expression de la forme :

0*®
07 0Vk1
Puisque v;; = v;i, on en conclut immédiatement les propriétés de symétrie de ce tenseur :

Cijkt = Cjitt = Cijik = Chuij

Cijri =

Le tenseur C posséde donc au plus 21 composantes différentes et éventuellement non nulles. ¢

Nous souhaitons en arriver & une décomposition similaire & celle de la relation 12.4 pour les maté-
riaux isotropes. Pour ce faire, on pose :

oc=C:y(u)=(C-C):~v(u)—pd=1—pd (12.9)
oil & et C sont les tenseurs respectivement d’ordre 2 et 4 définis par les relations :
= Caaij Chbri < 3Caa;
C"/Clzij et 0;i = J
Y C’aabb “ C’aabb

Pour que o soit toujours égal & C : (u), la pression doit vérifier :
pé=—C: ~(uw) ou encore pgij = —C‘ijkl'ykl

qui peut encore s’écrire :

<30aaij>  CaaijCrbma
== T
Caabb Caabb

ce qui entraine que :
CaaklVki
3

_ _Caabb 3Caak _ Claabb 5 X 7(u)
p 9 Couth Ykl 9 :

A Taide de ces derniéres expressions, on constate aisément que la relation 12.9 n’est qu’un réar-
rangement du tenseur o permettant d’introduire la pression. Plusieurs remarques s’imposent dés
maintenant.

b=~

ce qui devient enfin :

Remarque 12.4
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1. Coarp = 22:1 22:1 Claabb €St un scalaire et non un tenseur.

2. Puisque
T = (C — C) . 'y(u) ou €ncore  T;; = (Cz'jkl — Cijkl)Vkl
on a alors :
~ CaaiiCaaki
tr(7) = 1 = (Cz‘ikl - Cn‘kz)) Vil = (Cn‘kz - W) Yt =0
aabb

et le tenseur 7 est de trace nulle.

Remarque 12.5
Dans le cas isotrope, la relation contraintes-déformations prend la forme de 1’équation 10.10 et on
a:

1. La constante Cyqpp devient :
Caabb = )\5aa5bb + ,Uf<25ab6ab) =9\ + 6,[1,

2. Le tenseur 8 est égal au tenseur 8. En effet

3Caaij _ Aéaadij + 2#5@5@ _ 3)\5@‘ + 2#5@' s
Clabb 3\ +2u 3\ +2u "

Sij =

3. La pression devient :

» = ~ Caakivet _ (Maaki + 2p18akat) Yri

3 3
3Nk A+ 20k (BA 4 2p)tr(v(u))
3 3
= —kV.u
¢
Le systéme mixte dans le cas anisotrope peut maintenant s’écrire :
-V. [(C’—é) cy(uw) —pd| = T
9 -
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qui est une généralisation de la forme variationnelle 12.6. Multipliant ces 2 équations par des fonc-
tions tests w et ¢ et intégrant par parties, on trouve la formulation variationnelle :

/Q[(C_CN’):’Y(U)]IW(w)dU N /QPS:’Y(’U’)dU = /Qr~wdv

—/Q(firv(U))qdv S /qudv =0

Caabb

et on retrouve encore la forme 12.6, mais cette fois avec les formes bilinéaires suivantes :

a(u,w) = /Q [(C - C): 'y(u)] sy (w) dv

bw.q) = - /Q (8 - v(w))g dv

9

c(p,q) = c bb/ﬂpqdv

Remarque 12.6
Selon Bathe et Sussman [3], ce sont les matériaux pour lesquels la constante :

9
Caabb

tend vers 'infini qui requiérent ’emploi de méthodes mixtes. ¢

12.3 Reésultats numériques

12.3.1 Plaque trouée en élongation

Nous avons déja vu ce probléme au chapitre 10 et nous 'avons résolu par une méthode en
déplacements seulement. Nous reprenons cette fois la résolution mais avec une méthode mixte.
Nous utiliserons un élément quadrangulaire a 9 noeuds pour la vitesse et un élément & 4 noeuds
pour la pression (voir la figure 6.4.

Les figures 12.1 a 12.3 reprennent celles du chapitre 10 en ajoutant au passage la pression
(absente en formulation déplacements). Les déplacements de la figure 12.1 ont été amplifiés d’un
facteur 3.

Contrairement & la formulation en déplacement seulement, la formulation mixte donne d’excel-
lents résultats, méme pour v = 0,4999999 comme on peut le constater a la figure 12.4
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vu

= jE=as]
vu

Essi

;;EEE EEIE! =
vu

Figure 12.1 — Déplacements :v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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vu
28018 21514 -1310.8 47044 005 12105
vu
[
35256 25256 A527.6 -528.58 470.42 13594
vu
P
5376 -39m1 -2468.2 -1014.3 439,63 18936

Figure 12.2 — Pression :v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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vu
sigma_xx
2075 11463 2500.2 3854 5107.8 65617
vu
aigma_xx-
250,05 12454 2T40.8 42362 STILT TR
vu
aigma_xx
33374 14463 31664 A0165 66665 81166

Figure 12.3 — Contrainte 017 :v = 0,3, v = 0,4 et v = 0,4999
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-333.86 4165 3167 874 6667.8 84182

-5378.8 -3924.3 -2460.7 -1015.1 439.51 Te41

Figure 12.4 — Contrainte 011 et p :v = 0,499 9999
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12.4 Exercices

1. On va démontrer que pour le probléme de Stokes, une discrétisation linéaire par éléments en
vitesse et en pression (P; — Pp) ne vérifie pas la condition de Brezzi ou plus précisément que
le noyau de 'opérateur B,q; contient des pressions parasites. On considére encore le maillage
de la figure 6.15 ainsi que 3 nombres a, b et ¢ tels que a + b+ ¢ = 0 c.-4-d. de moyenne nulle.

a) Reproduire le maillage de la figure 6.15 et assigner a chaque noeud du maillage l'une des
valeurs a, b ou ¢ de sorte que la moyenne des valeurs nodales dans tous les éléments soit
nulle.

b) On considére maintenant la fonction linéaire par élément pp,(x) prenant les valeurs no-
dales obtenues en (a). Montrer a l'aide d’une quadrature de Hammer a un point que si
les valeurs nodales sont de moyenne nulle dans un élément, alors :

/ pr(x) dv=0 VK
K

¢) Montrer alors que si les composantes du vecteur vitesse sont linéaires par élément, alors
la fonction pp, construite précédemment est dans le noyau de 'opérateur B,? c.-a-d.

b(wh,pr) = / PV - wpdv =0 Ywy, €V
Q



Annexe A

Rappels sur le théoréme de la divergence

Nous rappelons dans cette section quelques résultats fondamentaux sur les fonctions de plusieurs
variables réelles et notamment sur le théoréme de la divergence qui est a la base de toute formulation
variationnelle.

Nous travaillerons généralement dans R ou plus particuliérement dans des ouverts Q de R3.

Les points de € sont notés = = (a!, 22, 2%), le cas bidimensionnel ne posant évidemment aucune

difficulté. En dimension 1, on notera tout simplement .

A.1 Gradient, divergence et laplacien

Rappelons la définition du gradient d’une fonction.

Définition 1.1

Soit f(x) une fonction définie sur un ouvert Q. Le gradient de f en x (noté V f(x)) est
le vecteur pointant dans la direction de croissance maximale de la fonction f et dont le
module est précisément donné par le taux de croissance maximal de f en x.

Cette définition quelque peu étriquée permet de s’affranchir du systéme de coordonnées. Dans
le cas cartésien, on peut montrer que :

vria= (2,2 o)

a$1 ’ (9;1}27 6953

275
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Définition 1.2
La dérivée directionnelle d’une fonction f(x) dans la direction du vecteur unitaire d
(l|d||2 = 1) est donnée par :

of

5q = V/(@) - d=|V[(@)||> cos?

ou 6 est I'angle entre les vecteurs gradient et d.

La dérivée directionnelle donne le taux d’accroissement de la fonction f(x) dans la direction d.
Lorsque 6 = 0, les vecteurs gradient et d sont dans la méme direction et la dérivée directionnelle
prend sa valeur maximale (cosf = 1), ce qui est bien cohérent avec la définition du gradient..

Définition 1.3
Soit un champ de vecteurs u(x). On définit la divergence de ce champ par I'expression :

. 8u1 8UQ 8u3

Vouson o o

A.2 Théoréme de la divergence

Nous sommes en mesure de formuler le théoréme de la divergence ou théoréme de Gauss-
Ostrogradski que nous ne démontrons pas (voir par exemple Swokowski, réf. [21]). Pour un rappel
sur les intégrales multiples et les intégrales curvilignes ou surfaciques, on se référera a Philippin [16].

Théoréme 1.1
Soit €2 un ouvert de R" de frontiére I' (voir la figure A.1). Soit de plus n le vecteur normal unitaire a
I’ pointant vers I'extérieur de 2. Si u est un champ de vecteurs dont les dérivées partielles premiéres

sont continues sur €2, alors :
/V~udv—/u-nda (A.1)
Q r

*

Remarque 1.1

Dans le théoréme de la divergence, le terme de gauche est une intégrale double ou triple suivant que
le probléme est en 2 ou 3 dimensions. L’expression dv désigne donc un élément d’aire ou de volume,
selon le cas. Le terme de droite est une intégrale curviligne si {2 est un domaine bidimensionnel ou
une intégrale surfacique en 3 dimensions (voir les exercices de fin de chapitre). De méme, da désigne
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Figure A.1 — Ouvert 2 de frontiére I'

un élément de longueur ou d’aire, selon le cas. Le terme de droite de ’équation A.1 est le flur du
champ wu a travers la surface I'. ¢

Il existe de nombreuses formes sous lesquelles le théoréme de la divergence est utile. Nous en
explicitons quelques unes.

Corollaire 1.2
Si le champ de vecteurs u a la forme particuliére :

u:(0707"'5f707"'70)

(f apparaissant a la i'*™® composante) ou f(x) est une fonction dont les dérivées partielles premiéres

. . fip O L\ : )
sont continues, alors la divergence de u s’écrit 8—5 et le théoréme de la divergence s’énonce comme
T

suit :
af
o 0z;

dv = fn; ds A2
v / n ( )
‘

Démonstration :
La preuve vient immédiatement en se servant du théoréme de la divergence.

Corollaire 1.3
Soit h(x) une fonction dont les dérivées partielles premiéres sont continues et si u satisfait les
hypotheses du théoréme de la divergence, alors :

/hV~udv+/Vh-udv:/hu~nds (A.3)
Q Q r
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En particulier, si le champ de vecteurs u a la forme particuliére :
u = (0707"'7f707”'70)

(f apparaissant a la i**™® composante) ou f(x) est une fonction dont les dérivées partielles premiéres
sont continues, alors on a :
of oh

h d
o O ot o Ox;

— ) A.
fdv/hfn ds (A.4)
[

Démonstration :
11 suffit de démontrer I'identité (voir les exercices de fin de chapitre) :

V. (hu)=hV - -u+Vh-u

et d’appliquer directement le théoréme de la divergence au champ u; = (hu).
La forme la plus répandue de ce théoréme est sans doute la suivante.

Corollaire 1.4
Si le champ w est le produit d’une fonction scalaire g avec le gradient d’une fonction scalaire f(x),
c-a-d. u =gV f, alorson a :

_ _ of
/QhV-(gi)dv—ﬁ—/Qth'Vfdv—/thVf'nds—/Fh(gan> ds (A.5)

En particulier, si g =1, on a :

2 . 8’
/hV fdv—l—/Vh Vfdv——/rhds (A.6)
)

Démonstration :
La démonstration est immédiate en appliquant la relation A.3 et en utilisant la définition du lapla-
cien.

On peut étendre certains des résultats précédents aux tenseurs d’ordre 2. En particulier, on le
résultat suivant qui est trés utile en élasticité linéaire et en mécanique des fluides.

Corollaire 1.5
Si o est un tenseur symétrique d’ordre 2 et si w est un vecteur, alors on a :

/Q(V~a')-wdv+/ﬂcr:dev:/r(a'-n)-wds (A7)
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A.3 Exercices

1. Démontrer que si f(x) et g(x) sont des fonctions scalaires et v(x) désigne un champ de
vecteurs, on a les relations suivantes :

a) V- (Vf)=Vf
b) V- (gv) =Vg-v+gV - v
c) V- (gVf)=Vg-Vf+gV*f

2. Démontrer que :
g of
2 o2 _ 99 0]
Juv=avn a= [ (150 -a57) o

a)
/QVQfdv:/Sgids

Rappel sur les intégrales curvilignes

Si C' est une courbe de l'espace et f(x) une fonction scalaire, on pose :

b
Lras= [t ol

o ¥(t) = (m(t),y2(t),v3(t)) pour @ < t < b est une paramétrisation de la courbe C et
||/ (¢)]|2 désigne la norme euclidienne du vecteur 4/(¢) (voir Philippin [16]).

3. Donner une paramétrisation des courbes suivantes :
a) La courbe y = 22 entre 0 et 1.
b) La courbe y = f(z) entre a et b.
c) Le cercle de rayon R et centré au point (xf, z§).
d) Le segment de droite entre les points (1,2) et (3, —1).

4. Evaluer les intégrales curvilignes suivantes en donnant au préalable une paramétrisation de la

courbe C.
/ 1ds
C

a)
ot C est le cercle de rayon 1 centré en ’origine.
N.B. L’intégrale sur la courbe C' de la fonction 1 donne la longueur de cette courbe.

b)
/ z2 ds
(&

ot C' est le segment de droite joignant les points (1,1) et (2, 3).
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5. Déterminer, a ’aide de I'intégrale curviligne appropriée, la longueur de ellipse :

v1(t) = acost
v2(t) = bsint
pout t entre 0 et 27.

Rappel sur les intégrales surfaciques

Si S est une surface de U'espace et f(a) une fonction scalaire, on pose :

[ 1as= [ sot )Nt dudes
S D

ou o(ty,te) = (o1(t1,t2),02(t1,t2),03(t1,t2)) pour (t1,t2) € D est une paramétrisation de la
surface S et :

Jdo Oo
N(tl,tg) = 37t1 X 672
oll «x» est le produit vectoriel.
N.B. L’intégrale sur la surface S de la fonction 1 donne l'aire de cette surface.
Voici quelques exemples de paramétrisation de surfaces.

— Toute surface de la forme z3 = f(x1,22) pour a < 1 < b et ¢ < x9 < d peut étre
paramétrisée sous la forme :

o(t1,t2) = (t1,t2, f(t1,t2)) a<t; <bc<ty<d

. Evaluer les intégrales surfaciques suivantes :

a)
/(xl + xo + x3) ds
S

ou S est la surface du plan xg =z1 + o pour 0 < zo <z1et 0 <z < 1.

b)
/S (1 + 1) ds

ou S est la surface définie par (costy,sinty,ts) pour 0 < t; < 27w et 0 <ty < 3.

. Vérifier le théoréme de la divergence en calculant séparément 'intégrale de volume et 'intégrale

surfacique pour le champ v = (z1,22,23) et le domaine Q constitué du cube de coté a :
[0,a] x [0,a] x [0,a].
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L’interpolation de Lagrange

Le but de ce chapitre est de rappeler les techniques classiques d’interpolation et en particulier la
construction des fonctions d’interpolation de Lagrange. Dans le contexte de la méthode des éléments
finis, nous nous limiterons & déterminer les fonctions d’interpolation seulement sur les éléments de
référence. Nous procéderons de maniére identique en dimension 1, 2 ou 3, méme s’il existe des facons
plus simples d’arriver au méme résultat.

Deux espaces de polynémes jouent un role important en éléments finis. Dans un premier temps,
nous noterons Py espace des polynémes de degré k. On vérifie facilement que la dimension de
I’espace Py est :

(n+k)!

kln!
ot n est la dimension d’espace(n = 1,2 ou 3). L’espace Py est généralement utilisé sur les éléments
triangulaires ou tétraédriques.

Nous travaillerons également avec 'espace Q des polyndémes de degré k en chacune des variables
d’espace. La dimension de cet espace est tout simplement :

dim(Qy) = (k +1)"

En dimension 1, ces 2 espaces coicident mais ils différent en dimension 2 ou 3. L’espace Qi est
particuliérement adapté aux éléments quadragulaires ou hexaédraux comme nous le verrons un peu
plus loin dans ce chapitre. Bien sfr, il sera possible d’utiliser des variantes incomplétes des espaces
P ou @y selon les besoins.

Quelque soit 'espace de polynémes utilisé, nous noterons N sa dimension. On se donne mainte-
nant N points &;,&,, - - &y sur 'élément de référence. Les N fonctions de Lagrange L;(&) sont des
polyndémes de Pi ou @ vérifiant :

Li(§;) = 1 Vi
{Li(éﬂ = 0 Vi (B1)

Pour construire ces fonctions, il suffit de choisir une base généralement constituée de monoémes
de degré k. Nous noterons cette base de polynémes pi(€),p2(€),---,pn(€). Pour construire les
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fonctions B.1, il suffit alors de poser :

N
Li(€) = Zajpj(f)

et d’imposer les contraintes de I’équation B.1 pour construire un systéme linéaire de dimension N
sur N dont les inconnues sont les coefficients a;. On obtient ainsi le systéme linéaire :

[ p1(&1) p2(&) - pn(&) ai 0

p1(&2) p2(&) - pn(&2) ag 0

Y41 (.fi) pz(éi) T pN&éi) a.i - 1 (B.2)
| pil€n) mn) o v | Lav ] Lo

Le terme de droite est tout simplement le vecteur de base e; dont toutes les composantes sont nulles,
sauf la ™€ La résolution est immeédiate puisque la matrice est généralement inversible. Notons
de plus que la matrice est la méme pour toutes les fonctions de Lagrange. Seul le terme de droite
change.

On répéte ce processus pour chaque fonction de Lagrange. Une fois ce travail accompli, le poly-
nome :

N
u(€) =3 u;L;(€) (B.3)
j=1

est I'unique polynome de degré k£ dont la valeur en £ = &; est u;, ce qui constitue un polynome
d’interpolation.

B.1 Interpolation en dimension 1

En dimension 1, I'élément de référence est lintervalle | — 1,1[. La dimension de Py est tout
simplement N = k+1 et on choisit une base naturelle de cet espace de polynomes soit 1, &, €2, - - -, &F.
Polyndmes de degré 1

On choisit naturellement comme points d’interpolation les coordonnées £ = —1 et & = 1 de

I’élément de référence. La base de monoémes est constituée des polynoémes 1 et &. Le systéme B.2
devient pour la fonction L (&) :

1 -1 ay 1
1 +1 as

tandis que pour la fonction Lo(€), le systéme est :

-1—1- aq
1 41| a» 1
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’ Polynémes de Lagrange P; (1D) ‘

. dL;
1—
| =8 !
2 2
1
| 1+ 1
2 2

TaB. B.1 — Polynémes de Lagrange P; sur l'intervalle de référence

On obtient ainsi les solutions :

)=l an] e la =]

Ces deux fonctions sont illustrées a la figure 5.4 s’expriment a ’aide de la relation B.3 sous la forme :

1-¢ _L+e

Li(§) = 5 et La(&) = 5

Pour compléter le développement, le tableau B.1 donne I’expression des fonctions de Lagrange
de méme que les dérivées qui sont utiles pour ’évaluation des systémes élémentaires comme celui
de la relation 5.5.

Polyndémes de degré 2

On choisit naturellement comme points d’interpolation les coordonnées & = —1, & = 1 et
& = 0 de l'élément de référence (nous avons numéroté les extrémités ou noeuds géométriques de
I’élément en premier). La base de monomes est constituée des polynomes 1, € et £€2. Nous ne ferons
explicitement le calcul que pour la premére fonction de Lagrange. Le systéme B.2 s’écrit alors :

1 -1 1 al 1
1 +1 1 a | =10
1 0 0 as 0
dont la solution est :
aq 0
ay | = | —1/2

as 1/2
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’ Polynémes de Lagrange P, (1D) ‘

| L) £
e 1
2 5(5;1) £41/2
31 1-¢2 —2¢

TAB. B.2 — Polynémes de Lagrange P» sur l'intervalle de référence

et en vertu de I’équation B.3, on a donc la fonction :

De méme, on obtient les autres fonctions de Lagrange listées au tableau B.2.

Remarque 2.1

Annexe B

On peut procéder plus simplement et construire les polynomes de Lagrange directement. Pour
obtenir par exemple L;(&) en se sert directement de ’équation B.1. En effet, cette fonction doit
s’annuler en £ = 0 et en & = 1. 1l suffit donc d’introduire des facteurs & et (£ — 1). De plus, elle doit
prendre la valeur 1 en £ = —1. Or la fonction £(€ — 1) vaut 2 a cette endroit. Il suffit donc de diviser

par 2 et on obtient :

Li(€)

SEE-1)

On construit les autres fonctions de lagrange par un raisonnement similaire. Cette fagon de procéder

est tout-a-fait générale et fonctionne pour les polyndémes de degré quelconque. ¢
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B.2 Interpolation en dimension 2

Contrairement au cas unidimensionnel, nous avons ici le choix de la forme géométrique des
éléments. Le plus souvent, on utilise des triangles ou des quadrilatéres. Les espaces de polyndmes
correspondants sont légérement différents.

B.2.1 Interpolation sur les triangles

Voyons en premier lieu le cas des triangles. L’espace de polyndémes le plus fréquemment utilisé
est 'espace P, dont on construit une base a I'aide du tableau suivant :

Py 1

Py § n

Py &? &n n?
Py:| & £ &n? n?

et ainsi de suite.

Pour déterminer uniquement un polynéme de degré k, on doit choisir N points d’interpolation
distincts. Le choix des points d’interpolation est dicté par les propriétés de la fonction que 'on
souhaite interpoler.

Polyndmes de degré 1
Commencons par 1’exemple le plus simple. Construisons les fonctions d’interpolation linéaires (Py)
sur I’élément de référence. Du triangle précédent, la base de monoémes est 1,&,n de sorte que tout
polynéme de P, peut s’écrire :

p1(€,n) = a1 + a2 + azn

La dimension de cet espace étant 3, quoi de plus naturel que de choisir les 3 sommets du triangle
& = (0,0), & = (1,0) et & = (0,1) (voir la figure 6.2). On va construire, suivant la démarche
utilisée en dimension 1, des fonctions d’interpolation L;(&,n) de sorte que :

L;j(&) = Lj(&,m:) = 0

Pour la premiére fonction d’interpolation, le systéme B.2 devient :

1 0 0 aj 1
1 10 as | =10
1 01 as 0
ce qui donne immeédiatement :
al 1
a9 = -1
as -1

d’ou :
Li(&,mi) =1—-&—n
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’ Polynémes de Lagrange P; (2D) ‘

. oL; oL;
1[1—¢—n| -1 —1
2 3 1 0
3 n 0 1

TAB. B.3 — Polyndémes de Lagrange P; sur le triangle de référence

de maniére similaire, on trouve les fonctions Lo (&, n) et L3(§,n). Le tableau B.3 résume la situation.
Puisqu’elles sont également utiles pour 1’évaluation des systémes élémentaires, nous avons également
indiqué les dérivées partielles des polynémes de Lagrange.

Remarque 2.2

On pourrait également choisir comme points d’interpolation les 3 milieux de c6tés. On obtient
les fonctions de Lagrange dites P; non conformes. La particularité de cette construction est que
I’approximation par éléments finis qui en résulte n’est pas continue aux interfaces des éléments et
n’appartient donc pas & 'espace H'(Q). 4

Polynémes de degré 2
Une base de l'espace P, est constituée des polynomes 1, &, 1, &2, &n et n? ce qui constitue un
espace de dimension 6 (voir la figure 6.2). Dans ce cas, on trouve le systéme :

1 0 0 0 0 01[a

1 1 0 1 0 1]|]a

1 0 1 0 0 1||a]|_
112 014 0 0f|la |
1 1/2 1/2 1/4 1/4 1/4 | | as

1 012 0 0 1/4] | as

En résolvant ces 6 systémes linéaires, on trouve les fonctions du tableau B.4. Pour simplifier les
expressions, on a posé :

A=1-&—n
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’ Polynémes de Lagrange P, (2D) ‘

, oL; OL;

T -A1—-2\)] 1—4x | 1-4X
2| =&(1—-28) | —1+4¢ 0

3| —n(l-2n) 0 —1+4n
4 4EN 4N =€) —4¢

) 4én 4n 4¢

6 4dn —4n 4N —n)

TAB. B.4 — Polynémes de Lagrange P» sur le triangle de référence

Remarque 2.3
On peut procéder différemment et éviter complétement la résolution d’un systéme linéaire. L’idée
est de se servir de polynomes de degré 1 et d’annuler la fonction L;(£,7n) aux endroits appropriés.
Pour illustrer ce processus, regardons le 3¢ noeud (de coordonnée (0,1)) de cet élément. La fonction
L3(&,m) doit s’annuler aux autres noeuds. On peut dans un premier temps introduire le facteur 7
(qui s’annule aux noeuds 1, 2 et 4) et le facteur n — 1/2 qui & son tour s’annule aux noeuds 5 et
6. La fonction résultante n(n — 1/2) s’annule a tous les noeuds sauf le troisiéme. Par contre, & ce
noeud, elle vaut 1/2 ce qui bien sir est différent de 1. Il suffit alors de diviser par cette valeur et on
obtient :

La(eon) = " — g1 )
qui est ce que l'on avait trouvé. Ce raisonnement peut s’appliquer en toutes dimensions et on y
recourera fréquemment. ¢

Remarque 2.4
On peut aussi construire des fonctions d’interpolation dites hiérarchiques. Cela consiste a utiliser
des fonctions linéaires pour les 3 sommets de ’élément et des fonctions quadratiques sur les milieux
de cotés. On obtient ainsi le tableau B.5.

Ceci constitue bien également un base de P, mais ces fonctions ne vérifient pas la condition B.1.
Si on pose ensuite :

6
u(€n) = uLi(&n)
j=1
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Polynémes de Lagrange P, hiérarchique (2D) ‘

, oL; oL;

? Lz(fﬂﬂ o€ on
1(1-&—n=A -1 -1

2 13 +1 0

3 7 0 +1

4 4EN 4(1 -2 —n) —4¢

) 4én 4n 4¢

6 4AnA —4n 41— ¢ —2n)

TAB. B.5 — Polyndémes de Lagrange P» sur le triangle de référence

'interprétation des inconnues u; n’est plus la valeur de u(z) au noeud correspondant. En effet :

u(&y) = u(0,0) = uy

et c’est également le cas pour les 2 autres sommets. Par contre :

up +u
u(€y) = u(1/2,0) = uy + (122)
de sorte que le degré de liberté associé au quatrieme noeud s’interprete par la relation :
Ul + U2 w(€y) + ul€
ws = ugy) - L) g, - (80 H (6

et Pinterprétation des inconnues (éventuellement des degrés de liberté) est plus délicate. Il faudra
étre prudent lors de 'imposition des conditions aux limites essentielles si on utilise de telles bases.

¢

B.2.2 Sur les quadrilatéres

Nous utiliserons I'espace Q sur I'élément de référence [—1,1]2. Il est facile de construire une
base pour cet espace puisqu’il suffit de faire le produit cartésien des ensembles 1,¢,&2,---,&F et
17777772’...777@

Polynoéme de degré 1 (Q1)

Le cas le plus simple est bien sir ()1 dont la dimension est 4. Une base possible est 1,£,n,&n. 1
nous faut donc 4 points d’interpolation et les 4 coins semblent un choix idéal (voir la figure 6.4). On
obtient les 4 fonctions de Lagrange toujours de la méme fagon et nous nous limiterons & les lister.
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Polynémes de Lagrange 1 (2D) ‘

. oL; oL;
1 0-00-n) | F0-n| T0-9
2| {0400 -m | [0-n | 0+
3| j0+90+0) | 040 | [0+

4] 0-90+m | Ta+n| 10-9

TAB. B.6 — Polynémes de Lagrange () sur le carré de référence

Remarque 2.5

Tout comme pour le cas triangulaire, on pourrait penser choisir comme points d’interpolation les 4
milieux de cotés soit les points (0,—1), (1,0), (0,1) et (—1,0). Ce qui semble naturel ne fonctionne
pas toujours. En effet, en se servant encore ici de la base 1, £, n et £n, la matrice du systéme B.2
s’écrit :

e
R O =) O
O = O
O O OO

et est singuliére. La solution n’est donc pas unique et on peut facilement le constater puisque les
fonctions 0 et £n sont toutes deux des fonctions de ()1 qui prennent les mémes valeurs (0) aux milieux
des cotés. On ne peut donc pas choisir ces points d’interpolation pour construire des appproximations
non conformes, contrairement & ce que nous avons fait sur les triangles. ¢

Polynome de degreé 2 (Q2)

La dimension de l'espace (Q2 est 9 et il semble naturel de choisir les points illustrés sur la
figure 6.4. On construit ainsi les polyndémes de Lagrange du tableau B.7.
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Polynémes de Lagrange 2 (2D)

OL;
23

oL;
on

1

(0= 980y

1

Z(0=26)(1 =)y

1

J(1— 91— 20)

1

- (1L+ 50 —n)n

(42601 -0y

1

- (19801 —29)

L0 )y

LA+29)1 4 )y

101+960 +21)

“La—oe+am

=29 4 )

L oea+2)

1 1
Ja-ea-mm|  en-w | Sa-ea-am
%(1+5)§(1 — ) %(1+25)(1 —n?) (1+8én
%(1—52)77(1+77) —&n(1+n) %(1 — &)1+ 2n)
%15(1 — 1) _71(1—2@(1 —7?) £(1—&)n
- - | 20— —2(1 =€)

TAB. B.7 — Polynémes de Lagrange ()2 sur le carré de référence

Annexe B
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Polynémes de Lagrange P; (3D) ‘

(| nie | 2|0 o
1[1-¢6—n—C] —1] -1 -1
2 3 1| 0 0
3 n 0] 1 0
1 ¢ 0] 0 1

TAB. B.8 — Polynémes de Lagrange P; sur le tétraedre de référence

B.3 Interpolation en dimension 3

B.3.1 Sur les tétraédres

En dimension 3, on utilise les mondmes suivants pour établir la base de I'approximation :

Poi 1
Pl : 57”7(7
P2: 527772a<2a£777£C577<7

P3 : 537 7737 C37 52777 §2C7 772<7 77257 C2€7 C2777 §HC7

De maniére similaire & celle présentée dans le cas bidimensionnel (voir la figure 6.6), on montre
aisément que pour les fonctions de Lagrange de degré 1, on a le tableau B.8.
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L’intégration numérique

L’intégration numérique est une composante essentielle de toute méthode d’éléments finis. S’il est
toujours préférable d’utiliser 'intégration exacte lorsque cela est possible, on doit toutefois recourir
fréquemment & l'intégration numérique si on souhaite développer des méthodes d’éléments finis
relativement générales.

Tout comme pour linterpolation de Lagrange, nous ferons le développement des différentes
formules d’intégration numérique sur les éléments de référence puique c’est 14 que sont effectuées
toutes les intégrales en éléments finis.

C.1 En dimension 1

Nous choisissons l'intervalle d’intégration [—1, 1] qui est 1’élément de référence pour les problémes
en dimension 1. Nous avons vu au chapitre 5 comment passer d’un élément quelconque a cet élément
de référence a l'aide du changement de variable 5.6.

On cherche a évaluer une expression de la forme :

1
-/ a(6)de (1)

En éléments finis, la fonction g(&) fait intervenir les fonctions d’interpolation 1@(5 ) et leurs dérivées
ainsi que les propriétés physiques du probléme. Par exemple, on doit évaluer :

1 xK xK K R X K
/_1p<( L E)M E) dy(eyin(e) " de

qui est bien de la forme C.1. Dans la plupart des programmes d’éléments finis, on utilise les qua-
dratures de Gauss qui consistent & approcher Iintégrale C.1 par une expression de la forme :

1 ma
[ st©ae= " wo(e) (C2)
- =1

293
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qui soit la plus précise possible.

Définition 3.1
L’expression C.2 est appelée quadrature de Gauss & mg points. Les & sont appelés points
d’intégration, tandis que les coefficients w; sont les poids d’intégration.

On choisit les points et les poids d’intégration de fagon & ce que la quadrature C.2 soit exacte
pour les polynomes de degré le plus élevé possible. De toute évidence, les points d’intégration &;
doivent tous étre distincts les uns des autres et les poids d’intégration doivent étre non nuls.

Théoréme 3.1
La quadrature de Gauss & m¢ points C.2 est exacte pour les polynomes de degré (2mg — 1) et le
terme d’erreur de cette approximation est donné par :

92mG+1 (1)

G+ (G ) on e Lo (C:3)

La table C.1 résume les premiéres quadratures de Gauss en dimension 1 (voir Fortin, réf. [10]).
La derniére colonne de cette table fournit le degré des polynémes pour lesquels la quadrature de
Gauss est exacte et qui vaut 2mg — 1. C’est ce que 'on appelle le degré de précision de la formule
de quadrature. En pratique, on choisit le nombre de points de Gauss m¢ en fonction des intégrales
que 'on doit évaluer.

Exemple 3.1

On veut évaluer :
+1

I= Eredt
-1
Il s’agit ici d’un probléme trés simple mais qui illustre bien ce qui peut se produire. La fonction
a intégrer est polynoémiale et une quadrature de Gauss adéquate permettra d’évaluer Iintégrale
exactement. Puisqu’il s’agit d’un polynome de degré 2, la quadrature de Gauss & 2 points (mg = 2)
suffira puisqu’elle est exacte pour des polynomes de degré jusqu’a 3 (2m¢g — 1). On a en effet :

I = wi(&+8&)+w(éd+&)
= 1((—0,5773502629189625)2 + (—0,577 350 262 918 9625))
+1 ((+0,577 350262918 9625)* + (+0,577 350 262 918 9625))
= 9/3

soit la valeur exacte de l'intégrale. B
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Quadrature de Gauss (1D)

Points d’intégration

§i

Poids d’intégration
Wi

Degré de
précision

0

2

1

—0,577350269 189 625
+0,577 350269 189 625

1
1

3

—0,774 596 669 241 483
0,0
10,774 596 669 241 483

0,555 555 555 555 556
0,888 888 888 888 889
0,555 555 555 555 556

—0,861136 311 594 052
—0,339 981 043 584 856
+0,339 981 043 584 856
+0,861 136 311 594 052

0,347 854 845137 454
0,652 145 154 862 545
0,652 145 154 862 545
0,347 854 845137 454

—0,906 179 845 938 664
—0,538 469 310 105 683
0,0
10,538 469 310 105 683
10,906 179 845 938 664

0,236 926 885 056 189
0,478 628 670499 365
0,568 888 889 888 889
0,478 628 670499 365
0,236 926 885056 189

TaB. C.1 — Intégration numérique sur 'intervalle de référence
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Exemple 3.2
On a :

Ju

/02 sin xdx = g/_ll sin (W(éj 1)> d§

La quadrature de Gauss 4 2 points donne ’approximation :

jus
2
/ sinzdr ~
0

i

" (i (60

= 0,998472614

m(€a 4 1)

)

1 (5n(0,331 948 322) + sin(1,238 848 005))

Si on tient compte du fait que 'on a évalué la fonction sinx en seulement deux points, ce résultat
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est d'une précision remarquable. Par ailleurs, la formule & trois points donne :

/ sinxdr =~ Z <w1 sin <7T(€14+ 1)> + wa sin <7T(§24+ 1)>
0

oo (2622)

((0,555 555 556) sin (0,177 031 362)

[ME]

NS

+ (0,888 888 889) sin(0,785 398 164)
+ (0,555 555 556) sin(1,774 596 669))

= 1,0000081821

C.2 En dimension 2 ou 3

C.2.1 Sur les quadrilatéres

C’est le cas le plus simple puisque 'on peut utiliser directement les techniques d’intégration
numériques développées en dimension 1. Puisque dans ce cas nous avons choisi le carré [—1, 1]2
comme élément de référence, il suffit de constater que :

1 1 1 /mc mg 1 mg mg
/ (/ 9(&m) d€> dn =~ / ( wig(&,n)> dn = Zw/ g9(&m) dn ~ D Y wiw;g(&,n;)
-1\l 1 \i=1 =1 771 i=1 j=1

(C.4)
En quelque sorte, I'intégration numérique en dimension 2 sur le carré [—1, 1]? consiste donc a utiliser
les formules obtenues en dimension 1 pour chacune des variables. Il en est de méme en dimension 3
sur le cube de référence [—1,1]? et on obtient de maniére similaire :

mag mag mg

1 1 1
/1 /1 /1 g<£7777 C) dﬁdndCZZZZwiijkg(&,nj,Ck) (C5)

i=1 j=1 k=1

Remarque 3.1
Il n’y a donc dans ce cas nul besoin de développer des méthodes d’intégration numeérique particuliére.
Si la fonction & intégrer est un polynéme appartenant a U'espace @, c’est-a-dire un polynéme de
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degré k en chacune des variables d’espace, il suffit de choisir une quadrature de Gauss en dimension
1 qui soit exacte pour les polyndmes de degré k et utiliser les formules C.4 ou C.5. ¢

C.2.2 Sur les triangles

Les formules d’intégration numériques sont plus difficiles & obtenir sur les triangles. On ne peut
plus utiliser directement les formules en dimension 1. Le tableau C.2 fournit quelques unes des
quadratures dites de Hammer.

On passe d’un triangle quelconque au triangle de référence a ’aide de la transformation 6.5. On
utilise ensuite la relation :

/01 /01_§ g(&,m) dnd = /01 /01_17 g(&,m) dédn ~ Zwig(fum)

ou les w;, & et n; sont donnés dans la table C.2.

C.2.3 Sur les tétraédres

Sur les tétraédres, il faut généralement utiliser encore plus de points d’intégration. La table C.3
donne quelques une des formules de Hammer en dimension 3.
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Quadrature de Hammer (2D)
Coordonnées des points d’intégration Poids Degré de
d’intégration précision
mg &i Ni w;

1 ]+40,333333333 3333333 | +0,333 333333 3333333 | 40,500 000 000 000 0000 1

3 | 40,666 666 666 666 6667 | +0,166 666 666 666 6667 | +0,166 666 666 666 6667
+0,166 666 666 666 6667 | +0,666 666 666 666 6667 | +0,166 666 666 666 6667
+0,166 666 666 666 6667 | +0,166 666 666 666 6667 | +0,166 666 666 666 6667

4 1 +40,3333333333333333 | 40,333 333 333 333 3333 | —0,281 250 000 000 0000 3
+0,200 000 000 000 0000 | 40,200 000 000 000 0000 | 40,260 416 666 666 6667
-+0,200 000 000 000 0000 | +0,600 000 000 000 0000 | 40,260 416 666 666 6667
+0,600 000 000 000 0000 | 40,200 000 000 000 0000 | 40,260 416 666 666 6667

6 | 4+0,108103018168070 | +0,445948490915965 | +0,111690 794 839 0055 4
+0,445948 490915965 | +0,108103018168070 | 40,111 690 794 839 0055
+0,445948 490915965 | +0,445948 490915965 | 40,111 690 794 839 0055
+0,816 847572980459 | +0,091576213509771 | +0,054975 871 8276610
+0,091576213509771 | +0,816847572980459 | +0,054975 871 8276610
+0,091576213509771 | +0,091576213509771 | 40,054 975871 8276610

12 | +0,873821971016996 | +0,063089014491502 | +0,025422453185 1035 6
+0,063089014491502 | +0,873821971016996 | +0,025422 4531851035
+0,063089014491502 | +0,063089014491502 | 40,025422453 1851035
+0,501426 509658 179 | +0,249286 745170910 | 40,058 393 137 863 1895
+0,249286 745170910 | +0,501426509658 179 | 40,058 393 137 863 1895
+0,249286 745170910 | +0,249286 745170910 | 40,058 393 137 863 1895
+0,636502499121399 | +0,310352451033 785 | 40,041 425537809 1870
+0,636 502499121399 | +0,053 145049844816 | 4+0,041425 537 809 1870
+0,310352451033 785 | +0,636502499121399 | 4+0,041425 537809 1870
+0,310352451033 785 | 40,053 145049844816 | +0,041425537 809 1870
+0,053145049844 816 | +0,310352451033785 | 40,041 425537809 1870
+0,053145049844 816 | +0,636502499121399 | 4+0,041425537 809 1870

16 | +0,333333333333333 | +0,333333333333333 | +0,072157 803 838 8935 8
+0,081414823414454 | +0,459292588292723 | 40,047 545817 1336425
+0,459292 588292723 | +0,081414823414454 | +0,047 545817 1336425
+0,459292588292723 | +0,459292588292723 | 40,047 5458171336425
+0,658 861 384496 480 | +0,170569307751760 | 40,051 608 685267 3590
+0,170569307 751760 | +0,658 861 384496480 | 40,051 608 685 267 3590
+0,170569307 751760 | +0,170569307751760 | 40,051 608 685267 3590
+0,898 905543 365938 | +0,050 547228317031 | 40,016 229 248 811 5990
+0,050547228317031 | 40,898 905543 365938 | 40,016 229 248 811 5990
+0,050547228 317031 | +0,050547228317031 | 40,016 229 248 811 5990
+0,008394 777409958 | +0,263112829634638 | +0,013615 1570872175
+0,008394 777409958 | +0,728492392955404 | +0,013615 157 0872175
+0,263112829634 638 | +0,008394 777409958 | +0,013615 157 0872175
+0,263112829634638 | +0,728492392955404 | +0,013615 1570872175
+0,728 492392955404 | +0,008 394 777409958 | +0,013615 157 0872175
+0,728 492392955404 | +0,263112829634638 | +0,013615 1570872175

TaB. C.2 — Intégration numérique sur le triangle de référence
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Quadrature de Hammer (3D)

Coordonnées des points d’intégration

Points
d’intégration

&i

|

i

Gi

Wi

Formule & 1 point, degré de précision =1

+0,250 000 000 000 000 \ +0,250 000 000 000 000 \ 40,250 000 000 000 0000

+0,166 666 666 666 6667

Formule & 4 points, degré de précision = 2

+0,138 196 601 125 0105
+0,138196 601 125 0105
+0,138196 601 125 0105
+0,585 410196 624 9685

+0,138196 601 1250105
+0,138196 601 125 0105
+0,585410 196 624 9685
+0,138196 601 125 0105

+0,138196 601 125 0105
+0,585410 196 624 9685
+0,138196 601 125 0105
+0,138196 601 125 0105

+0,041 666 666 666 6667
+0,041 666 666 666 6667
+0,041 666 666 666 6667
+0,041 666 666 666 6667

Formule & 16 points, degré de précision =4

+0,771 642902067 2371
40,076 119032 644 254 30
+0,076 119032 644 254 30
40,076 119032644 254 30
+0,119700527 797 8019
+0,119700 527797 8019
+0,119 700527797 8019
40,071 831 645 267 669 25
+0,071 831 645 267 669 25
40,071 831 645 267 669 25
+0,404 233913467 2644
+0,404 233913467 2644
+0,404 233913467 2644
+0,404 233913467 2644
+0,404 233913467 2644
+0,404 233913467 2644

+0,076 119032644 254 30
+0,771 642902067 2371
+0,076 119032644 254 30
+0,076 119032644 254 30
+0,071 831 645267 669 25
+0,404 233 913 467 2644
+0,404 233 913 467 2644
+0,119700527 797 8019
+0,404 233 913467 2644
+0,404 233913 467 2644
+0,119700 527 797 8019
+0,119700527 797 8019
+0,071 831 645267 669 25
+0,071 831 645 267 669 25
+0,404 233 913 467 2644
+0,404 233913 467 2644

+0,076 119032 644 254 30
+0,076 119032 644 254 30
+0,771 642902067 2371
+0,076 119032644 254 30
+0,404 233 913467 2644
+0,071 831 645 267 669 25
+0,404 233 913 467 2644
+0,404 233 913467 2644
+0,119 700527797 8019
+0,404 233913467 2644
+0,071 831 645 267 669 25
+0,404 233913467 2644
+0,119700 527 797 8019
+0,404 233 913467 2644
+0,119700 527797 8019
+0,071 831 645 267 669 25

-+0,008 395 632 350 020 469
-+0,008 395 632 350 020 469
-+0,008 395 632 350 020 469
-+0,008 395 632 350 020 469
+0,011 090 344 772 215 398
+0,011 090 344 772 215 398
-+0,011 090 344 772 215 398
+0,011 090 344 772 215 398
-+0,011090 344 772 215 398
-+0,011 090 344 772 215 398
+0,011 090 344 772 215 398
-+0,011 090 344 772 215 398
+0,011 090344 772 215 398
-+0,011090 344 772 215 398
+0,011 090 344 772 215 398
+0,011 090 344 772 215 398

TAB. C.3 — Intégration numérique sur le tétraédre de référence
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Réponses aux exercices du chapitre 2

a) T}:50—51;T}/:(56— /1;
b) T} =T ot :
-1 siz<0
9(z) = { cos(z) si x>0
(la fonction f(x) est continue en x = 0).
T} =T = Tj, + 28 ou :

0 si x <0
M=) { —sin(z) si >0

(la fonction g(x) a un saut de hauteur 2 en z = 0).

¢) Ty =Ty + do ot :
() = -1 si x <0
g —sin(z) si >0
(la fonction f(x) a un saut de hauteur 1 en x = 0).
T{ =Ty + 6y = Th + o + 0 ou :

0 si x <0
) = { —cos(z) si x>0
(la fonction g(x) posséde un saut de hauteur 1 en z = 0).
2. Dans L?(] — 1,1[) : a, b et ¢; Dans H'(] — 1,1[) : b seulement ; Dans H?(] — 1,1]) : aucune.

3. La fonction u est continue sur 'axe y = z. De plus, Vu; = (=2,2], n1 = (v/2/2, —v/2/2),
Vus = (22, —2y], et ng = (—v/2/2,v/2/2). Le saut de la dérivée normale est donc : ko Vus -
ni — k1Vur - ny =z +y + 4. La divergence est donc :

0 siz<y
0 siz>y

plus une simple de couche le long de ’axe y = x d’intensité x + y + 4.

301
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Réponses aux exercices

La fonction f(z) =1 est dans L} (). Il suffit de remarquer que 'on intégre sur un compact
(fermé et borné); Pour la fonction f(z) = lnz, la difficulté vient du point z = 0. Or, un
compact de ]0, 1] ne peut pas contenir ce point et la fonction sera intégrable.

|z| est dans H'(] —1,1]) car elle est de carré sommable et sa dérivée au sens des distributions

est T, ou :
() = -1 si <0
I =1 41 siz>0

qui est aussi de carré sommable). Par contre, elle n’est pas dans H?(]—1, 1[) puisque la dérivée
seconde fait apparaitre une distribution de Dirac en « = 0.

Pour f(z) = (1 — z), f(0) = f(1) = 0 mais f'(0) = 1 # 0 et cette fonction n’est pas dans
HZ(]0,1[). Par contre, on vérifie facilement que la fonction f(x) = 22(1 — x)? est bien dans
Hg (10, 1))

2" est dans L2(]0,1]) pour r > —1/2; dans H'(]0, 1[) pour 7 > 1/2 et r = 0; dans H?(]0, 1])
pour r >3/2, r=0etr=1.

Réponses aux exercices du chapitre 3

1. La symétrie des 4 formes bilinéaires découle de la commutativité du produit de deux fonctions

et du produit scalaire de deux vecteurs.

a)

la(u, w)] Spg/ﬂuwdv < po|

la(w,w)| 2p1/gwwdv = pifwlf o

Ou dw
la(u w\<q2/Vu dev<q22/ 9z, i < ngz ul1alw|i o

|a(w, w)| > q1/ Vw - Vwdv = qi|wl; o
Q

en remarquant que |wl|; o est bien une norme sur Hg (Q).

c)

ou Ow
ja(u, w)| <q2/w dev<q22/ oo v < nap uliofwlie < ngs ulLelwlie
2 ’L

la(w, w)] > @ / V- Vwdo = qlwfle
Q
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et on ne peut pas conclure car |w|; o n’est pas une norme sur H'(Q). La forme bilinéaire n’est
pas coercive sur H1(Q).

d)

" ou ow
< d Vu - Vwdv < d
la(u,w)| < pz/ﬂuw v+qz/Q u - Vw v_szU\o,QHwHo,QJF%;/Qaxi B,

< pallulloqllwloq + ng lulielwia < (p2 + ng2) lullLellwe

la(w, w)| Zpl/ wwdv+q1/ Vw - Vwdv > min(pl,ql)HwHiQ
Q Q

2. a) On pose V = HE(]0,1]) et la formulation variationnelle est :

1 1
/0 vou' (z)w'(x) de = /0 f(z)w(x)dz Yw eV

Le relévement des conditions essentielles est nul.
b) On pose V = H'(]0,1]) et la formulation variationnelle est :

1 1
/ viuw + vou' (z)w' (x) de = / f(z)w(z)dz Yw eV
0 0

Il n’y a pas de relévement a faire.

c¢) On pose V = H{(]0,1[) et par exemple uy = a+ (b—a)z pour le relévement. La formulation
variationnelle est :

1 1
/ vo(du) (z)w' (z) dz = / (f(@)w(z) — v2(b— a)uw'(z)) dx Yw eV
0 0

d) On pose V = {w € H'(]0,1[)|w(0) = 0} et par exemple u; = a pour le relévement. La
formulation variationnelle est :

1 1
/ q(x)(0u) (x)w'(z) dx = / f(x)w(x) dr + bw(1) YweV
0 0

Pour démontrer la continuité de [(w), il faut utiliser la continuité de la trace au bord.
e) On pose V = {w € H(]0, L[)|w(0) = w(L) = 0} et par exemple uy = a + (b— a)z/L pour
le relévement. La formulation variationnelle est :

L L
/ o(2)(60)" ()" (2) d = / F@w(@)de + dw' (L) — e/ (0)  YweV
0 0

Pour démontrer la continuité de [(w), il faut utiliser la continuité de la trace au bord.
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f) On pose V = {w € H'(Q)|w=0sur Iy} et on prendra un relévement uy tel que uy = g
sur I'g. La formulation variationnelle est :

/ q(z)V(ou) - Vwdv = / f(@)w(z)dr — / q(z)Vug - Vw dv +/ hw ds YweV
Q Q Q IS
g) On pose V = H'(Q) et il n’y a pas de relévement & faire. La formulation variationnelle est :

/Qq(:v)V((Su) -Vwdv = /Qf(:c)w(m) dm+/FhwdS Yw eV

La forme bilinéaire n’est pas coercive sur V' (voir exercice 1-¢). On remarque également que
si on a une solution u, alors u + c est aussi une solution. Il n’y a pas unicité.

h) On pose V = H*(Q) et il n'y a pas de relévement a faire. La formulation variationnelle
est :

/Qq(a:)Vu~dev+/Fuwds:/Qf(x)w(x)dx—l—/rhwds YweV

Pour démontrer la coercivité de la forme bilinéaire, il faudrait démontrer que (|w|} o+ |w%,r)1/ 2
est une norme sur H'(Q) équivalente & la norme habituelle, ce qui est le cas.

3. Les deux derniéres conditions aux limites ne peuvent étre imposées au méme endroit. Le
probléme est mal posé.

4. On a a(u,w) = l(w) pour tout w dans V et donc a(u,u) = I(u). Le résultat suit en vertu de
la coercivité et de la définition de [|I]|.

5. On pose V = H}(]0,1[) et la formulation variationnelle est :

1 1
/ e (z)w'(x) + eov (z)w(z) do = / f(z)w(x)dz Yw eV
0 0
La continuité des formes linéaire et bilinéaire est évidente. Pour la coercivité, on a :

/ 2 / _ 2 072 1 _ 2
(w'(z))* + cow' (v)w(z) dv = er|wl] g + 5 w(x) .= cilwli g

la(w,w)] > e /

Q

car le deuxiéme terme s’annule.

Réponses aux exercices du chapitre 4

1. ¢i(z) = (z(1 — x))?, pour i > 1.
2. ¢i(xr) = 2%, pour i > 0 (il est important d’inclure la fonction ¢g(z) = 1 car autrement la
solution serait forcément nulle en z = 0.

3. ug(x) =a+ (b—a)z et ¢;(x) = (z(1 — x))*, pour i > 1.
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4. ug(x) = a et ¢;(x) =z, pour i > 1.
5. ug(xr) =a+ (b—a)z/L et ¢;i(x) = (x(L — z))’, pour i > 1.

6. Le reléevement doit vérifier les 3 premi’eres conditions aux limites et on prendra par exemple

ug(z) = a+ Z’L_—f:c. Les fonctions ¢;(z) doivent donc s’annuler en 0 et L et leur dérivée doit
s’annuler en 0. On prendra par exemple ¢;(z) = (z2(1 — z))* pour i > 1.

7. Le relévement est uy(z,y) = 1 et ¢i(z,y) = (ay)".
8. Le relévement est ug(z) = (z + 1)? et ¢(z) = (2%(1 — x))* pour i > 1.
9. On pose V = {w € H'(Q)||w =0 sur les axes z = 1 et y = 1} et il n’y a pas de relévement a

10.

11.

faire. La formulation variationnelle est :

/kVu-dev:/qw(x)da; Yw eV
Q Q

On a donc :

1 1
All_,é [:k(—zxu-—y%,—zyu-—x%)-(—zxu-—y%,—zya-—x%)dx@,—

1 1
Fk:AEAQG—xﬁﬂ—y%¢My=

On pose V = {w € H'(]0,1[)|w(0) = 0} et par exemple uy = 1 pour le relévement. La formu-
lation variationnelle est :

1 1
/ q(x)(0u) (x)w'(z) dx = / (2 — 22 + 62%)w(x) dz — 2w(1) YweV
0 0

On prend ensuite ¢;(x) = 2’ pour i > 1. On a alors :

A ;i 1 + 1 t [, =2+ 2 2 + 0
g ot Fr — _
LA N R | ' i+l i+2 i+3

Si on prend 2 fonction de Ritz, on trouve ¢; = 1 et co = —1 de sorte que la solution approchée
est u(z) =1+ — 22

La matrice de la méthode de Ritz a pour terme général A;; = a(¢;, ¢;). On a alors :

Ax = ZAijxj = Za(gbj,qbi)wj =a Z$j¢ja¢i = a(w, ¢;) ot w(x) = ij?bj(w)
j=1

j=1 =1 i=1

n

xl Az = Za(w,@)xi = a(w,w) > allw|y >0
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Réponses aux exercices du chapitre 5

1. On a la situation suivante :

3 3
=Y uf vl (@) =Y uf;(6)
j=1

j=1
Si on se place aux noeuds géométriques, on a u (zX) = uX mais au point milieu, on a;
3 K | . K
A u; +u
=D i d(0) = =% +uf
j=1
et par conséquent :
ulf = K (K) - uf +uff — uF () - u(af') + u(zd
2 2
a) Sur le premier élément :
3 3 X
=20 = 2w i)
j=1 j=1
On a ainsi : ,
du1 2 dip;
0) = (-1
s ; R ae Y
2 diy dijs
= 0,355——(— 0,235——(—1
= 0,2925
puisque 251 = 2. On a donc —4()0%;{1 (0) = —117. Le calcul de la méme quantité en utilisant

cette fois la variable secondaire sﬁl donne 103,67 qui est beaucoup plus précis.
b) le relévement serait 2¢g — 3¢9 ou encore 2051 (z) — 31ha< (x).

5. Pour la premiére fonction, on cherche une expression de la forme ¥, (€) = ag+a1£4ag8%+as€>.
Les conditions a vérifier sont 1 (—1) = 1, 1/;1/(—1) =0,91(+1) =0et 1!31/(—1) = 0. On obtient
le systéme :

1 -1 1 =177 ao 1
0 1 -2 3||la | _|o0
1 1 1 1|]al| |o0
0 1 2 3]|a 0
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On trouve agp = 1/2, a; = —3/4, a2 = 0 et a3 = 1/4. On a alors :

dile) = 5 — 26+ 1€ = 11— €7@ +0)

Les autres fonctions de base s’obtiennent de maniére similaire.

6. On doit évaluer la matrice élémentaire de terme général :

15{ 1 . R hK
of = [ @Y @l @ds = [ bl d

1

et on a :
AK hf [ -1 1
4 [ -1
7. La formulation variationnelle (sans faire le relévement) est :
1 1
/ (23 (z)w' (z) + 2*u(z)w(x)) do —/ w(z) dx
0 0 1+=x

a) ¥3(6) = (€2 = 1)(§ —1/3).

b) Le relévement implicitement construit sera —¢g + 3¢19 (les ¢; sont les fonctions de Ritz
cubiques par élément).

c¢) Le degré maximal a intégrer est 8. Il faut donc 5 points de Gauss.

d)

Numeéros des ddls
Table adres

Elément || DAl #1 | DAl #2 | Ddl #3 | Ddl #4
1 9 3 1 2
2 3 6 4 5
3 6 10 7 8

e) asz = ab + al? et ayy = 0 (les degrés de liberté 1 et 4 n’étant pas connectés).

Réponses aux exercices du chapitre 6

1.
2. 1l suffit de remarquer que :
/ ldv = / JE db ou encore mes(K) = JX mes(K)
K K

sile jacobien JX est constant et ot mes désigne I’aire en dimension 2 et le volume en dimension

3.
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Réponses aux exercices

Puisque les cotés sont droits, la transformation géométrique est linéaire pour les triangles
et bilinéaires pour les quadrangles. Sur un triangle, aprés passage a l'élément de référence,
Iintégrant est de degré 3 puisque le jacobien est constant de méme que les coefficients de la
matrice BX (voir la relation 6.10). Une formule de Hammer & 4 points intégrera exactement.
Par contre, sur un quadrangle, le jacobien ne sera pas constant et les coefficients de BX sont
des quotients de polynomes (voir la relation 6.12). Aucune formule de quadrature de Gauss
ne pourra intégrer exactement.

Cha(Em) = ZEA-E-n)(E-€—n)
10.
11.

En inversant la transformation linéaire, on montre que :

B ER

Le point (4 , 3) correspond donc & (2 , 5) dans I'élément de référence et :

3
~ 2 4
K
= ;uj (5 5 5) = 31,66

de méme que :

du e 6‘%2485 9y 2 4 0y
w®d = 2 uf <8£ 5°9ar oy 9’9o

Jj=1

3
B 002 41 op; 2 4 1)
= D (ag 5°9)1s oy 909 1s ) 56

j=1

Réponses aux exercices du chapitre 8

1.

La formulation variationnelle (non linéarisée) est :

/ [k(1 4+ Mu*)™] Vu - Vwdo = / f(z1, z2)w(zy, z2) dv + / hw ds
Q Q

I
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A la premiére iération, on peut prendre ug solution du probléme linéaire suivant :

/kVuo-dev:/f(xl,xg)w(xl,xg)dv—i—/ hw ds
Q Q r

1

obtenu en prenant m = 0 ou A = 0 pour rendre le probléme linéaire. On devra ainsi introduire
un relévement des conditions aux limites essentielles et résoudre :

/kV(&u)~dev:—/ kVug-dev+/ f(ml,azg)w(xl,xg)dv+/ hw ds
Q Q Q r

1

et poser ug = uy + du. Pour les itérations suivantes, on remet m ou A a sa vraie valeur et on
pose u = uy + ou (ug verifiant les conditions essentielles) et :

= u)™| Vu - Vw do — 1, z2)w(z1, To) dv — wds
R(u,w)—/ﬂ[k(l—i-)\ ) ]V Vuwd /Qf( 1, z2)w(z1, T2) d /Flh d

On linéarise ensuite en dérivant :

DuR(u, w)[ou] = % (R(ug + €6u, )] |eeo

/ [k(1+ Aup)™] V(6u) - Vw dv
Q
+/ [2Amkug (1 + Aug)™ 1] (6u)Vuy, - Vw dv
Q
On résout alors a chaque itération :

/Q [k(1 4+ Aup)™V(6u)] - Vwdv + /Q [2Amkug (1 + Aui)™ ] (Su)Vuy - Vw dv = —R(uy, w)

et on met a jour en posant : ugy1 = u + du. On itérera ainsi jusqu’a ce que ||dulloo < € OU €
est la tolérence désirée.

2. La non-linéarité provient cette fois de la condition aux limites. La formulation variationnelle
non linéarisée est :

/ EVu - Vwdv + / h(u* — vl )wds = / flxy, x9)w(xy, x2) dv
0 Iy Q
On peut démarrer les itérations pour résoudre ce probléme en résolvant le probléme linéaire :
/ EVu-Vwdv = / f(z1, z2)w(zy, z2) dv
Q Q

obtenu en posant h = 0 ou mieux encore, en résolvant :

/kVu~dev+/ h(u—uio)wd:;:/f(a:l,xg)w(xl,xQ)dv
Q I'y Q
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qui est aussi linéaire mais plus prés du véritable probléme. Les itérations de la méthode de
Newton ont la forme :

/ kEV (6u) - Vw dv —|—/ 4(ug)3 (bu)w ds = —R(uy, w)
Q

INT
ou :

R(uk,w):/k‘Vu-dev—i—/
Q

ut — udwds =~ [ florza)u(en o) do
Iy Q
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