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Annonces

Annonces

@ Examen final sur Studium.

@ Date du final retenue : 24 avril.
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Annonces

Annonces

@ Examen final sur Studium.
@ Date du final retenue : 24 avril.

@ Baréme retenue : intra 40%, final 60%.
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Annonces

Examen final sur Studium.
Date du final retenue : 24 avril.

Baréme retenue : intra 40%, final 60%.

La date limite pour abandonner le cours : 15 avril.
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Annonces

Annonces
@ Examen final sur Studium.
@ Date du final retenue : 24 avril.
@ Baréme retenue : intra 40%, final 60%.
@ La date limite pour abandonner le cours : 15 avril.
@ Code d’honneur sur Studium! Il faut le signer pour avoir acces a

['examen final
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Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

@ Nombre d’entiers positifs < N qui sont divisibles par ay, ..., an.
Nombre d'entiers positifs < N qui sont divisibles par a : L%J
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Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

@ Nombre d’'entiers positifs < N qui sont divisibles par a1, ..., an.
Nombre d'entiers positifs < N qui sont divisibles par a : [ ].

@ Nombre d’entiers positifs < N qui ne sont pas divisibles par az,...,a,
(Crible d’Eratosthene).
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Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

@ Nombre d’entiers positifs < N qui sont divisibles par a1, ..., an.

Nombre d'entiers positifs < N qui sont divisibles par a : [ ].

@ Nombre d’entiers positifs < N qui ne sont pas divisibles par ai, ..., a,
(Crible d'Eratosthéne).

@ Solutions naturelles de
X1+ +Xpn=S5s
avec conditions du type x; < b;.
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Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Des autres applications du principe d’inclusion-exclusion :

@ Dénombrement de fonctions surjectives. Il y a
k™ — C(k,1)(k —1)™ 4+ C(k,2)(k —2)™ — -+ + (=1 1C(k, k — 1)1™

fonctions f : A — B surjectives d'un ensemble |A| = m dans un
ensemble |B| = k.
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Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Rappel de 5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Des autres applications du principe d’inclusion-exclusion :

@ Dénombrement de fonctions surjectives. Il y a
K™ — C(k,1)(k —1)™ 4+ C(k,2)(k —2)™ — -+ + (=1 1C(k, k — 1)1™

fonctions f : A — B surjectives d'un ensemble |A| = m dans un
ensemble |B| = k.

@ Dérangements : une permutation d'objets qui ne laisse aucun objet
dans sa position originale. Il y a

1 1 1 1
Dy = n! (1—+—+--.+(—1)">

dérangements de n objets.
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A.3 Fonctions génératrices

A.3 Fonctions génératrices

Définition : La série de la fonction génératrice de la suite de nombres réels
ap, a1,...,ag,... est la série

o
ao+alx+azx2+~~-+akxk+...: E akxk.
k=0
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A.3 Fonctions génératrices

A.3 Fonctions génératrices

Définition : La série de la fonction génératrice de la suite de nombres réels
ap, a1,...,dak,... est la série

o0
ao+alx+agxz+--~+akxk—i—-~~: g akxk.
k=0

Exemples : La série de la fonction génératrice de la suite
@ 1,1,1 est
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A.3 Fonctions génératrices

A.3 Fonctions génératrices

Définition : La série de la fonction génératrice de la suite de nombres réels
ap, ai,...,ak,... est la série

o0
ao+alx—|—agx2+--~+akxk+...: E akxk.
k=0

Exemples : La série de la fonction génératrice de la suite

@ 1,1,1est 1+ x+x°= % (la série est finie si la suite est finie)
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A.3 Fonctions génératrices

A.3 Fonctions génératrices

Définition : La série de la fonction génératrice de la suite de nombres réels
ap, a1,...,ag,... est la série

o
ao+alx+agx2+~~-+akxk+...: E akxk.
k=0

Exemples : La série de la fonction génératrice de la suite
o 1,1,1est14x+x2=2x"1 (la série est finie si la suite est finie)

x—1"
@ 1,11 ... est
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A.3 Fonctions génératrices

A.3 Fonctions génératrices

Définition : La série de la fonction génératrice de la suite de nombres réels
ap, ai,...,ak,... est la série

o0
ao+alx—|—agx2+--~+akx"+...: E akxk.
k=0

Exemples : La série de la fonction génératrice de la suite

3 . .. . . ..
@ 1,1,1est 1+ x+x°= % (la série est finie si la suite est finie)

oo
° ]‘71717--- eSt1+X+X2+X3+"':ZXk.
k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Un peu d'analyse

Dans le cours de calcul ou d’analyse on étudie la convergence de la série

o
Z aka.
k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Un peu d'analyse

Dans le cours de calcul ou d’analyse on étudie la convergence de la série

o0
Z aka.
k=0

Supposons que la série converge pour x € (—¢,¢), € > 0,
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A.3 Fonctions génératrices

Un peu d'analyse

Dans le cours de calcul ou d’analyse on étudie la convergence de la série

o0
Z aka.
k=0

Supposons que la série converge pour x € (—e,¢), € > 0, disons que

G(x) = Z apxk
k=0

sur (—e,¢) et que G(x) est une fonction analytique (toutes les dérivés de
G existent sur (—¢,¢)).
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A.3 Fonctions génératrices

Un peu d'analyse

Dans le cours de calcul ou d'analyse on étudie la convergence de la série

o0
E aka.
k=0

Supposons que la série converge pour x € (—¢,¢), € > 0, disons que

G(x) = Z axk
k=0

sur (—¢,¢) et que G(x) est une fonction analytique (toutes les dérivés de
G existent sur (—¢,¢)). On dit que G(x) est aussi la fonction génératrice
de A0, Adly .-y Akyen--
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A.3 Fonctions génératrices

Un peu d'analyse

Dans le cours de calcul ou d’analyse on étudie la convergence de la série

o0
Z aka.
k=0

Supposons que la série converge pour x € (—¢,¢), € > 0, disons que

G(x) = Z apxX
k=0

sur (—e,¢) et que G(x) est une fonction analytique (toutes les dérivés de

G existent sur (—¢,¢)). On dit que G(x) est aussi la fonction génératrice
de ag,a1,...,ak,....

La formule de Taylor/Maclaurin donne

Gk (0)
dy = —————
k!
p Un‘ijverMsitétrH'\l
ot G(0) est la k-igme dérivée évaluée en x = 0. oo
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : La fonction G(x) = ﬁ est la fonction génératrice de la suite

1,1,1,1,... pour |x| < 1, parce que dans ce cas,

1
G(x) = =14+ x+x2+---.
(x) =1
Cette série est appelée série géométrique.
Démonstration :
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : La fonction G(x) = ;1 est la fonction génératrice de la suite

1,1,1,1,... pour |x| < 1, parce que dans ce cas,

1
G(x :7:1+X+X2—|—--- .
) =1—
Cette série est appelée série géométrique.
Démonstration :

1

G/(X) = m,
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : La fonction G(x) = 1= est la fonction génératrice de la suite

1—x
1,1,1,1,... pour |x| < 1, parce que dans ce cas,

1
(x) =1
Cette série est appelée série géométrique.
Démonstration :

1 2

G'(x) = mv G"(x) = m,
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : La fonction G(x) = ﬁ est la fonction génératrice de la suite
1,1,1,1,... pour |x| < 1, parce que dans ce cas,

1
G(x :7:1—’—)(—‘[—)(2—{—... .
() =1—
Cette série est appelée série géométrique.
Démonstration :
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : La fonction G(x) = lix est la fonction génératrice de la suite
1,1,1,1,... pour |x| < 1, parce que dans ce cas,

1
G(X):::1+X+X2+

Cette série est appelée série géométrique.
Démonstration :

/ 1 " 2 n 3|
G(X):W,G(X)ZW,G (X):m,...
G(k)(x) — a kX!)kH

(Il faut le prouver par induction.)
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : La fonction G(x) = ﬁ est la fonction génératrice de la suite
1,1,1,1,... pour |x| < 1, parce que dans ce cas,

G(x) =14 x+x>+---.

1-—x
Cette série est appelée série géométrique.
Démonstration :

1 2 3!
G/ :7G// - = n -
k!
K(x) = —
G(x) = (1 x)k+1
(Il faut le prouver par induction.) Donc
GW(0) k!
2 = I( ) _ =1
k . k . Université r“'\
de Montréal
Matilde N. Lalin (U de M) MAT1500

Le 3 avril 2020 9/21



A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Quelle est la fonction génératrice de la suite 1, o, 02, a>,...7

Réponse :

Université rH'\

de Montréal

Matilde N. Lalin (U de M) MAT1500 Le 3 avril 2020 10/21



A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Quelle est la fonction génératrice de la suite 1, o, %, 03,...7

Réponse : La série de la fonction génératrice est donnée par

1+ax+a2x2+a3x3+...:2akxk
k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Quelle est la fonction génératrice de la suite 1, o, %, 03,...7

Réponse : La série de la fonction génératrice est donnée par

o0 [e.o]
l+ax+a?x>+ a3+ = Zakxk = Z(ax)k
k=0 k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Quelle est la fonction génératrice de la suite 1, o, %, 03,...7

Réponse : La série de la fonction génératrice est donnée par

[e.e] o0
1
1+ax+a®xP+ a3+ = kzoakxk = kz;)(ax)k 1 ox G(x),

convergente pour |ax| < 1.
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Soit m € Z~¢ et ax = C(m, k) pour k=0,1,...,m. La
fonction génératrice de ag, ..., an, est
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Soit m € Z~¢ et ax = C(m, k) pour k =0,1,...,m. La
fonction génératrice de ag, . .., an est

G(x) =C(m,0) 4+ C(m,1)x +--- + C(m,m — 1)x™ 1 4+ C(m, m)x™
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Soit m € Z~¢ et ax = C(m, k) pour k =0,1,...,m. La
fonction génératrice de ag, . .., an est

G(x) =C(m,0) 4+ C(m,1)x +--- + C(m,m — 1)x™ 1 4+ C(m, m)x™
=(1+x)",
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Soit m € Z~¢ et ax = C(m, k) pour k =0,1,...,m. La
fonction génératrice de ag, . .., an est
G(x) =C(m,0) 4+ C(m,1)x +--- + C(m,m — 1)x™ 1 4+ C(m, m)x™
=(1+x)™,

ou nous avons utilisé le théoreme du bindme.
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A.3 Fonctions génératrices

Des propriétés utiles

P ) . [e%} k
Théoréme : Soient G(x) = Y_32 o akx* et H(x) = D72 bkx*. Dans un
domaine ol les deux séries convergent absolument, on a,

00 00 k
G(x) = (a+b)x*,  GEOHX) =D D apbij | x~.
k=0

k=0 \ j=0
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A.3 Fonctions génératrices

Des propriétés utiles

PP ) - e’} k
Théoréme : Soient G(x) = Y32 akx* et H(x) = >3 bkx*. Dans un
domaine ol les deux séries convergent absolument, on a,

00 00 k
G(x) = (a+b)x*,  GEOH) =D [ D apbij | x~.
k=0

k=0 \ j=0

Exemple : Trouver les coefficients de G(x) = ﬁ si x| < 1.
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Des propriétés utiles
Théoréme : Soient G(x) = 32 akxX et H(x) = >3 bkxX. Dans un

domaine ol les deux séries convergent absolument, on a,

G(x) = (ak + bi)x*, G(X)H(X):Z > ajbi | X
k=0 j

Exemple : Trouver les coefficients de G(x) = ﬁ si x| < 1.

Réponse : Comme = =1 +x+x2+---si |x| < 1, alors,

1 [e's) k 00
mzz d 11 = (k+1)x
k=0 \ j=0 k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Des propriétés utiles

Théoréme : Soit G(x) = > 3o akx*. Dans un domaine ol la série
converge absolument, on a,

oo
Z k + ]_ ak+1X
k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Des propriétés utiles

Théoréme : Soit G(x) = >3, akx*. Dans un domaine ol la série
converge absolument, on a,

0.0)
Z k+1 akHXk
k=0

Exemple : Trouver les coefficients de F(x) = ﬁ si |x| < 1.
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A.3 Fonctions génératrices

Des propriétés utiles

Théoréme : Soit G(x) = >3, akx*. Dans un domaine ot la série
converge absolument, on a,

o0
= (k+1)ag1x*
k=0

Exemple : Trouver les coefficients de F(x) = ﬁ si x| < 1.

Réponse : Comme G(x) = & =1+ x+ x>+ si x| < 1, alors,

F(x) = (1_1X)2 =G'(x) =) (k+1)xk

k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Soit m entier positif. Prouver que

(o.)
A =Y C(m+k—1,k)x
—X

k=0

si x| < 1.

Démonstration :
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Soit m entier positif. Prouver que

(o.)
A =Y C(m+k—1,k)x
—X

k=0

si x| < 1.

Démonstration : Par induction sur m.
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Soit m entier positif. Prouver que

o0
a—m ZCm+k—1,k)xk
— X)

k=0

si x| < 1.

Démonstration : Par induction sur m.  P(1) est V, car

:ixk:iC(1+k—1,k)xk
k=0 k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Exemple : Soit m entier positif. Prouver que

oo
a—xm ZCm+k—1,k)xk
— X)

k=0

si x| < 1.

Démonstration : Par induction sur m.  P(1) est V, car

:ix":iC(lJrk—l,k)xk
k=0 k=0

Supposons que P(m) est V.
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples
Exemple : Soit m entier positif. Prouver que
k
A kz(:)cm+k1,k)x

si x| < 1.

Démonstration : Par induction sur m.  P(1) est V, car

oo oo
=Y XK= C(1+ k-1, k)%
k=0 k=0

Supposons que P(m) est V.

1 1 1 '
(]. — X)m+1 - m (1 — X)m Universitér"’\

de Montréal
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Démonstration (continuation) :

Zakx = G'(x) = (k+Dagpax*  a = C(m+k—1k).
k=0 k=0
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Démonstration (continuation) :

00
Zakx - G Z k—|—1 ak+1x
k=0 k=0

b ) -5

Matilde N. Lalin (U de M) MAT1500

ak:C(m—i—k—l,k).

C(m+(k+1)—1, k+1)xk

Université r“'\

de Montréal
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Démonstration (continuation) :

00
Zakx :>G Z k—l—]. ak+1x ak:C(m—i—k—l,k).
k=0 k=0

1 1 1 1 &
Comme

(k+1)C(m+ (k+1)—1,k+1) = ((:I;))l((r;t?)ll
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Démonstration (continuation) :

00
Zakx :>G Z k—l—]. aka ak:C(m—i—k—l,k).
k=0 k=0

(1—>1<)m+1:;<(1_1x)m> %Z k+1)C(m+(k+1)—1,k+1)x*

Comme

(k+1)C(m+(k+1)—1,k+1) = ((:1_11))!((Tnt/1))![:k([ijL_ki!)!
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Démonstration (continuation) :

oo
Zakx = G'(x Z (k+1) ak+1x ag = C(m+ k —1,k).
k=0 k=0

(1_>1<)m+1:;<(1_lx)m> %Z k+1)C(m+(k+1)—1,k+1)x*
k=0

Comme

(k+1)C(m+(k+1)—1,k+1) = ((:ill))l((ﬁt/;))ll _ k(!7m+—ki!)!
_ mm k!
kim!
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Démonstration (continuation) :

oo
Zakx = G'(x Z (k+1) ak+1x ag = C(m+ k —1,k).
k=0 k=0

(1_>1<)m+1:;<(1_lx)m> %Z k+1)C(m+(k+1)—1,k+1)x*
k=0

Comme

=
m(m + k)!
= T mC(m + k, k)
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A.3 Fonctions génératrices

Fonction génératrice - Exemples

Démonstration (continuation) :

Zakx = G/( Z k+1) ak+1x ag = C(m+ k —1,k).
k=0

(1—>1<)m+1:;<(1—1x)m> %Z k4+1)C(m+(k+1)—1, k+1)xk
k=0

Comme

(k+1)(m+ k)! (m+ k)!
k+1 k+1)—1,k+4+1) = =
(ke )Clm+(k+1) 1. k+1) (k+1)i(m-1)! _ kI(m—1)!
~ m(m+ k)!
= = mC(m + k, k)
Donc P(m + 1) est V est I'enonce est V par induction. unperetth
Matilde N. Lalin (U de M) MAT1500

Le 3 avril 2020 15/21



A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Nous revenons sur le probleme de compter les solutions naturelles d'une
équation de la forme

y1++ym:5

Exemple : Trouver le nombre de solutions naturelles de

y1+y2+y3 =15,

si2<y1 <5 3<y,<6et8<y3<0.

Résolution :
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Nous revenons sur le probleme de compter les solutions naturelles d'une
équation de la forme

y1++ym:s

Exemple : Trouver le nombre de solutions naturelles de

Y1+}/2+)/3:15a

si2<y; <5, 3<y»y<6et8<y3 <0

Résolution : Il faut trouver le coefficient de x'® dans

(2 + 53+ X+ xP)3 + X+ x5+ x0)(xE +x0).
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de

dénombrement

Résolution (continuation) :
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution (continuation) :

(x4 53+ x* + X3 (3 + x* + x5 + x5 (x® + x9)

Université rH'\

de Montréal

Matilde N. Lalin (U de M) MAT1500 Le 3 avril 2020 17 /21



A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution (continuation) :

(2 + 53+ X+ xP) (3 + X+ x5+ x0)(x® + x%)
=x*(14+x+ x>+ x3)x3(1 4+ x + x> + x3)x8(1 + %)
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution (continuation) :

(X2 +X3+X4—|—X5)(X3+X4—|—X5 —|—X6)(X8—|—X9)
=x°(1+x + x>+ )31+ x + x* 4+ x3)x8(1 + x)
=Bl 4+ x4+ x>+ )+ x+x2+x3(1 +x)
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution (continuation) :

(2 + 53+ X+ )3+ X+ X0+ x%)(x® + x%)
=x?(1+ x4+ x>+ x3)x3(1 + x + x* + x3)x8(1 + x)
=xBA+x+ x>+ )1+ x4+ x2+x3)(1+ x)

:x13(termes de moins haute degrée + 5x% + termes de plus haute degrée)
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution (continuation) :

(X2—I—X3+X4+X5)(X3+X4+X5+X6)(X8+X9)
=x?(1+x + x>+ )31+ x + x* + x*)x3(1 + x)
=xB1+ x4+ x>+ x3)(1 4+ x+x* +x3)(1 + x)

—=x13(termes de moins haute degrée + 5x° + termes de plus haute degrée)

Pour trouver le coefficient on a calculé

x2-1-1—|—X-x~1—|—x-l-x+1-x2-1+1-x-x.
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution (continuation) :

(2 + 34+ x* + x5 (3 + x4+ x5+ x0)(x8 + x%)
=x?(1+ x4+ x>+ x3)x3(1 + x + x* + x3)x8(1 + x)
=xBA+x+ x>+ )1+ x4+ x2+x3)(1+x)

:x13(termes de moins haute degrée + 5x2 + termes de plus haute degrée)
Pour trouver le coefficient on a calculé
x> 1 14+x-x-14x-1-x+1-x>-1+1-x-x.

Par conséquent, il y a 5 solutions naturelles avec les conditions demandées.
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Probleme : De combien de facons différentes peut-on distribuer 8 biscuits
identiques a trois enfants de maniére que chacun recoive au moins deux
biscuits mais pas plus que quatre?
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution : Il faut résoudre |I'équation

yi+ys+y3 =28,

avec y; € Z, 2 < y; < 4.
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution : Il faut résoudre I'équation
yi+y2+y3=38,
avec y; € Z, 2 < y; < 4. |l faut trouver le coefficient de x® dans

(x* + x3 + x*)3.
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution : Il faut résoudre I'équation
yi+y2+y3=38,

avec y; € Z, 2 < y; < 4. Il faut trouver le coefficient de x® dans
(x% 4 x> + x*)3.

Nous avons,

P+ +x) =xP1+x+x°) 1+ x+x*) (1 +x+x?)
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution : Il faut résoudre I'équation

it+y2+y3=3,

avec y; € Z, 2 < y; < 4. |l faut trouver le coefficient de x8 dans
(x2 + x5 + x*)3.

Nous avons,

(P +x3 4+ x*) =x5(1 + x4+ x°)(1 + x + x*)(1 + x + x?)
—x%(termes de moins haute degrée + 6x°

+ termes de plus haute degrée)
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution : Il faut résoudre |I'équation

vit+y>+y3 =3,
avec y; € Z, 2 < y; < 4. |l faut trouver le coefficient de x8 dans
(x* + x3 + x*)3.
Nous avons,
2+ + X =1+ x + X)L+ x+ A1+ x + x?)
=x%(termes de moins haute degrée + 6x°
+ termes de plus haute degrée)

Pour trouver le coefficient on a calculé

2
.1-1 .x-1
3X + 3X X Université r“'\
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a problemes de
dénombrement

Résolution : Il faut résoudre |I'équation

yi+y2+ys=38,
avec y; € Z, 2 < y; < 4. |l faut trouver le coefficient de x® dans
(x% 4 x> + x*)3.
Nous avons,
(2 +x3 4+ x4 =xP(1 + x+ x*)(1 + x + x*)(1 + x + x?)
—=x%(termes de moins haute degrée + 6x°
+ termes de plus haute degrée)

Pour trouver le coefficient on a calculé

32 1-1+3x-x-1
Université r“'\
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Probleme : Résoudre la récurrence suivante
@ a;, = 3a,_1 pour k € Z~o,
@ g9 = 2.

Résolution :
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Probleme : Résoudre la récurrence suivante
@ a, = 3a,_1 pour k € Z~q,
@ ap = 2.
£ C L Qar _ oo k
Résolution : Soit G(x) = > ;7 arx”.
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Probleme : Résoudre la récurrence suivante
@ a;, = 3a,_1 pour k € Z~o,
@ g9 = 2.

Résolution : Soit G(x) = 32, akx*. Alors,

o o
xG(x) = Z axkt = Z ax_1x¥.
k=0 k=1

Université rH'\

de Montréal

Matilde N. Lalin (U de M) MAT1500 Le 3 avril 2020 20/21



A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Probleme : Résoudre la récurrence suivante
@ a;, = 3a,_1 pour k € Z~o,
@ a9 = 2.

Résolution : Soit G(x) = 32, akx*. Alors,

o o
xG(x) = E ax 1 = E ax_1x¥.
k=0 k=1

On a donc

G(x) — 3xG(x) = Z axk =3 Z ap_1xk
k=0 k=1
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Probleme : Résoudre la récurrence suivante
@ a, = 3a,_1 pour k € Z~o,
@ a9 = 2.
, . i . . 00 k
Résolution : Soit G(x) = > ;=5 akx*. Alors,

o o
xG(x) = E axk L = E ak_1x*.
k=0 k=1

On a donc

G(x) —3xG(x) = Z axk =3 Z ar_1x"
k=0 k=1

00 00
=ag + Z ax — 3 Z ak_lxk
k=1 k=1
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Probleme : Résoudre la récurrence suivante
@ a, = 3a,_1 pour k € Z~yg,

@ a9 = 2.
Résolution : Soit G(x) = > 72 akxk. Alors,
o D
xG(x) = apxkt = a,_1x¥.
On a donc (x) kEZ:Ok ;kl

G(x) — 3xG(x) = Z axk =3 Z ap_1x"
k=0 k=1

[o.¢] o0
=ag + Z ax—3 Z ak_lxk
k=1 k=1

o0
=ap + Z(ak — 3a,_1)xk
k=1 Université r“'\
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Probleme : Résoudre la récurrence suivante
@ a, = 3a,_1 pour k € Z~yg,

@ a9 = 2.
Résolution : Soit G(x) = > 72 akxk. Alors,
o D
xG(x) = apxkt = a,_1x¥.
On a donc (x) kEZ:Ok ;kl

G(x) — 3xG(x) = Z axk =3 Z ap_1x"
k=0 k=1

[o.¢] o0
=ag + Z ax—3 Z ak_lxk
k=1 k=1

=ap + Z(ak — 3a,_1)xk

k=1
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Résolution (continuation) :
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Résolution (continuation) : Alors,

G(x)(1—-3x)=2.
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A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Résolution (continuation) : Alors,
G(x)(1—3x) =

Par conséquent,

o0 o0 k
G(x) = 1_3X =2) (3x ;)23

k=0

Université rH'\

de Montréal

Matilde N. Lalin (U de M) MAT1500 Le 3 avril 2020 21/21



A.3 Fonctions génératrices

Application des fonctions génératrices a récurrences

Résolution (continuation) : Alors,
G(x)(1—-3x)=2.

Par conséquent,

On a que a; = 2 - 3.
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