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Le menu d'aujourd’hui

@ Annonces

@ Rappel de 5.2 Solutions des relations de récurrence et 5.4 Principe
d’inclusion-exclusion

@ 5.5 Applications du principe d’inclusion-exclusion.
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Annonces

Annonces

@ Cours théoriques 24 mars - 17 avril
https://umontreal.zoom.us/j/145155842.

@ Youcef disponible mercredi 13h30-14h30
https://umontreal.zoom.us/j/7537415921

e Vladimir disponible/ TP jeudi 13h30-15h30
https://umontreal.zoom.us/j/3611549732

@ Problémes de révision sur
http://www.dms.umontreal.ca/ mlalin/mat1500
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Annonces

Examen final sur Studium.

Date du final retenue : 24 avril.

°
°

o Baréme retenue : intra 40%, final 60%.

@ La date limite pour abandonner le cours : 15 avril.
°

Test bidon disponible sur Studium.
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Rappel de 5.2 Relations de récurrence et leur solutions

Rappel de 5.2 Solutions des relations de récurrence

Une relation de récurrence linéaire homogene de degrée k a coefficients
constants (RRLHCC de degré k) est une relation de récurrence de la forme

ap = Clap-1+ Cap—2+ -+ Ckan—k,

ou ¢y, Cp,...,ck € Ret gy #0.
@ Solution de a, = c1ap—1 + @ap—2 si n # r est a, = air{ + aars.
@ Solution de a, = c1an_1 + ap_osin =rn =:r est
an = airy + aanry.

@ Solution de a, = c1ap_1+ an_o+ -+ ckan_k si r,...,rg toutes
différentes est a, = aqr{ + aorg + -+ agrf.
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Rappel de 5.4 Principe d'inclusion-exclusion

Rappel de 5.4 Principe d'inclusion-exclusion

Théoréme : Soient n € Z~g, A1, ..., An ensembles finis. Alors,

n
AU UA =D A= > |ANA
i=1

1<i<j<n

+ Z |A;i N A; N AL
1<i<j<k<n

+(=1)"H A NN A
Si n=3,
JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|AnB|—-|BNC|—|ANC|+|ANnBNC|.
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Soient U un ensemble fini, Py,... P, quelques propriétés et soient

Ai = {x € U|x a la propriété P;}.
On défini

’A,’l N---N A,'k‘ = N(P,‘1 - P,‘k),
’U‘ =N,

et N(Pl’ o P,,’) le nombre d'éléments de U ne satisfant aucune des
propriétés Py, ..., P, égal a N — [Ay U---UA,|
Par le principe de I'inclusion-exclusion,

N(Pl’...Pn’):N—zn:N(P;)+ > N(PiP))
i=1

1<i<j<n
= ) N(PPPe)+ -

1<i<j<k<n
_|_(_]_)”N(P1 T Pn)- Uné‘éeﬁgﬁtit‘l
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Applications du principe d'inclusion-exclusion - Exemple

Probleme : Combien de solutions |'équation
x1+x0+x3 =13

admet-elle, ot x1,x,x3 EN, x1 <5, xo0 < 4 et x3 <67
Résolution : Soient

P1 = {(x1,x2,x3) | x1 + x20 + x3 = 13, x; > 5}

P2 = {(X17X27X3)‘X1 txo+ X3 = 13’ X2 > 4}

P3 = {(x1,x2,x3) | x1 + x2 + x3 = 13, x3 > 6}
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Applications du principe d'inclusion-exclusion - Exemple

Résolution (continuation) :
Alors,

N=C(134+3—1,13) =105, N(Py)= C(7+3—1,7) = 36,

N(P2) = C(8+3—-1,8)=45 N(P3)=C(6+3—1,6)=28,
N(PiPy)=C(2+3—-1,2)=6, N(PiP;)=C(0+3—-1,0)=1,
N(PP3) = C(1+3—1,1) =3, N(P1P,P3)=0.
N(Py' Py P3') =105—36 — 45 — 2846 + 1 + 3—0= 6.

L'équation a 6 solutions avec les conditions demandées.
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Autre résolution

Probleme : Combien de solutions I'équation
X1+ xo +x3 =13
admet-elle, ou x1,x2,x3 €N, x3 <5, xo0 < 4 et x3 <67

Résolution 2 : Notons que 5+ 4 4+ 6 = 15. On peut penser que x; = 5,
xo = 4 et x3 = 6 et qu'il faut distribuer deux < —1 >. Ainsi, il faut
distribuer 2 croix parmi 3 places. On a

41

C2+3-1,2)= 55 =6.

L'équation a 6 solutions avec les conditions demandées.
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

La crible d’'Eratosthene

Probleme : Combien y-a-il de nombres premiers < 1007

Résolution : Rappelons qu'un nombre n € N est composé si et seulement
s'il existe p < /n, p premier tel que p | n. Alors, n € N, 1 < n <100 est
premier si et seulement si n =2,3,5,7 ousi 2,3,5,7 ) n.
Soit

Py ={neN,1<n<100|7 divise n}.

Il faut trouver
N(PéPéPg P§).
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

La crible d’'Eratosthene

Résolution (continuation) :
N(P,'Ps'Ps'Py") =99 —N(P2) — N(Ps) — N(Ps) — N(P7)

+N(P2P3) + -+ -+ N(PsP7)

—N(P2P3Ps) — N(P2P3P;) — N(P3PsP;) — N(PsPsP;)

+N(P2P3Ps5P7)
== | 7] - [ [5) - [F ) 2]
2 3 5 7 2.3
100 100 100 100 100
+’_2-5J +’{2-7J +{3-5J +’{3-7J +{5-7J
100 100 100 100
_’_2-3.5J a L2-3-7J a {2-5-7J a L3-5~7J
L | 100 J
—2 ’ 3 ’ 5 . 7 Université f"\
de Montréal
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

La crible d’'Eratosthene

Résolution (continuation) :

N(P,'P3'Ps'P;') =99 —50 — 33 — 20 — 14
+16+10+74+6+4+2
—3-2-1-0
+0
=21

Il faut ajouter les quatre nombres premiers 2 € P»,3 € P3,5 € Ps, 7 € P5.
[l'y a 25 nombres premiers < 100.
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

La crible d’'Eratosthene

On peut se servir de la crible d'Eratosthéne pour trouver les nombres

premiers < 100.

Matilde N. Lalin

(U de M)

MAT1500

7 [ 2 3 [ a4 5 [ 66 | 7 | 88 | o | 1010
11 1217 13 |1414| 1515 | 1616 | 17 | 1818 | 19 | 2020
2121 | 2227 | 23 | 2424 | 2525 | 2626 | 2727 | 2828 | 29 | 3030
31 | 3237|3333 | 3434 | 3535 | 3636 | 37 | 3838 | 3939 | 4040
41 | 4247 | 43 | 4444 | 4545 | 4646 | 47 | 4848 | 49 5050
5151 | 5257 | 53 | 5454 | 5555 | 5656 | 5757 | 5858 | 59 | 6060
61 | 6267 | 6363 | 6464 | 6565 | 6666 | 67 | 6868 | 6969 | 7070
71 | 7272 73 | 7474 | 7575 | 7676 | 7777 | 7878 | 79 | 8080
8157 | 8287 | 83 | 8484 | 8585 | 8656 | 8757 | 8838 | 89 | 9090
9107 | 9297 | 9393 | 9494 | 9595 | 9696 | 97 | 9898 | 9999 | 100160
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Dénombrement de fonctions surjectives

Définition : Une fonction f : A — B est surjective si et seulement si pour
chaque b € B, il y a a € A tel que f(a) = b.

Vb e Bda € A(f(a) = b).

Théoréme : Soient m et k des nombres entiers positifs avec m > k. Alors,
ily a

k™ — C(k,1)(k —1)™ 4+ C(k,2)(k —2)™ — -+« + (=) LC(k, k — 1)1™

fonctions surjectives d’'un ensemble 3 m éléments dans un ensemble a k
éléments.
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Dénombrement de fonctions surjectives

Démonstration : On prouvera qu'il y a
k™ — C(k,1)(k —1)™ 4+ C(k,2)(k —2)™ — -+ + (=) 1C(k, k — 1)1™

fonctions surjectives d'un ensemble a m éléments dans un ensemble a k
éléments.
Soit

P,': {f {81,...,am} — {bl,...,bk}‘b,' %Im(f)}

On a donc que f est surjective si et seulement si f € P ...P,.

Observons que N = k™, N(P;) = (k—1)" et il y a C(k, 1) termes de ce
type, N(P; P) (k—=2)"etilya C(k, 2) termes de ce type, ...

N(PLP;, - P -+ Px) = 1™ (la notation P indique qu'il faut enlever le
terme) et il y a C(k, k — 1) termes de ce type et N(P1P>--- Px) = 0.

En applicant la formule d’inclusion-exclusion, nous obtenons le

résultat. U“g;,{;
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Dénombrement de fonctions surjectives - Exemple

Probleme : De combien de facons peut-on attribuer six taches différentes
a quatre employées différents si tous ces employées doivent recevoir au
moins une tache?

Résolution : On considére les fonctions f : {tdches} — {employées}. Les
conditions du probléme indiquent que f doit étre surjective. On a donc
4% — C(4,1)3% + C(4,2)2° — C(4,3)1° = 4096 — 2916 + 384 — 6
= 1558

O
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Dérangements - Probleme du vestiaire

Probléme : Un nouvel employé d'un vestiaire place les manteaux de n
clients d'un restaurant en oubliant de mettre un ticket sur les manteaux.
Lorsque les clients viennent réclamer leurs manteaux, I'employé du vestiaire
remet aléatoirement a chacun un manteaux a partir des manteaux restants.
De combien de fagons est-il possible qu'aucun des clients ne recoive son
propre manteau?

Définition : Un dérangement est une permutation d'objets qui ne laisse
aucun objet dans sa position originale.
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5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Théoréme : Soit D,, le nombre de dérangements de n objets. On a

nl

1 1 1 1
D,,:n!<1++-~~+(1)” >

Observation : La formule ci dessus est reliée au e de la fonction
exponentielle

el=1-—-4+_-——-+...~0,368...

Université fu\

de Montréal

Matilde N. Lalin (U de M) MAT1500 Le 31 mars 2020 19 /20



5.5 Applications du principe d'inclusion-exclusion

Dérangements

Démonstration : Soit

P; = {permutations dont le i-eme objet reste a sa position originale}.

On a donc que D, = N(P; ... P}).

Observons que N = n!, N(P;) = (n—1)! etil y a C(n,1) termes de ce
type, N(P;P;) = (n—2)! etil y a C(n,2) termes de ce type, ...
N(PiPy---Pp)=(n—n)l =0letilya C(n,n) =1 termes de ce type.
En applicant la formule d’inclusion-exclusion, nous obtenons

D, =n! — C(n,1)(n—1)! 4+ C(n,2)(n —2)! — --- + (=1)"C(n, n)0!
=nl — W”}'/WM+ wiaﬁw—---ﬂ—n"r&m
1 1 1 1
—n <1—1!+2!—3!+~--+(—1) m).
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