S(t)

Figure 24: Le volume matériel V ().

5 Les Equations de Navier-Stokes

5.1 Vecteur contrainte

Supposons qu’un ensemble de particules de fluide occupe un volume V(¢) ayant pour
frontiere fermée S(r) avec comme vecteur normal unitaire n, comme indiqué sur la
figure 24. Nous avons vu dans §2 que pour un fluide idéal la force exercée sur un
élément de surface d’une superficie 85 dans le fluide est

+pnsS. (182)

Maintenant on voudrait considérer un fluide plus générale qu’un fluide idéal. Dans
cette optique considérons un petit élément de surface A ayant vecteur position x et
de superficie 8S. On définit le vecteur contrainte s,,(x,t) en imposant que la force
exercée au temps 7 sur I’élément A par le fluide a I’extérieur de V (¢) est 8, 65.

La force totale sur toute la surface S est alors

()
et la force totale subie par le fluide qui occupe V() va étre

/ sndS+ / pgdV, (184)
S() 0

ou g désigne une force par unité de masse.
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5.1.1 Conservation de la quantité de mouvement (Euler 1752)

La conservation de la quantité de mouvement (voir §2.1.3) donne

d
4 dV:/ ; ,tdS+/ av. 185
7 /V (t)pv s (,1) V(t)pg (185)

En faisant passer la dérivée temporelle du membre de gauche de (185) dans I’intégrale
par le théoréme du transport de Reynolds, et en utilisant I’équation de conservation de
la masse (23), on a

Dv
—dV:/ . ,tdS+/ dv. 186
/vmth S([)s (z,1) Vmpg (186)

5.1.2 Conservation du moment

Une autre loi de la mécanique diie a Euler (1755) stipule le principe de conservation du
moment. En appliquant cette loi au volume V (¢) on obtient, en supposant que le couple
est seulement dii a la contrainte s,, et a la force massique g,

d
—/ (x x pv)dV :/ (x x sn)dS+/ (xxpg)dV. (187)
dt Jv) S(1) V()

En utilisant a nouveau le théoréme de transport de Reynolds qui nous permet de trans-
férer la derivée materielle a I’intérieur de 1’intégrale du membre de gauche, et en util-
isant (23) on obtient

Dv
— dV=/ n dS—|—/ dav. 188
L <mxth> [ (@xsdst [ (@xpg) (188)

5.2 Le tenseur des contraintes (Cauchy 1822)

Les lois d’Euler appliquées a un fluide conduit aux équations (186) et (188). Nous
allons tout d’abord utiliser les équations (186) et (188) pour démontrer I’existence d’un
tenseur des contraintes o (x,) ayant la propriété suivante:

sn(x,t)=0-n,

et ensuite la symétrie du tenseur des contraintes.

Théoreme

Soit 2 une région fermée et bornée de R? et s,, (x,7) le vecteur contrainte introduit
ci-dessus et défini dans 2. Alors il existe un tenseur de second ordre o (x,?) tel que
dans Z on ait:

i. 8, =o-n,
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Figure 25: Le tétrahedre 7.

ii.

Dv V.o
p— O
th Pg,

iii. o est symétrique.

Démonstration.

(1) On fixe un point quelconque P du fluide au temps . Ensuite, on prend un repere
fixe ayant pour origine P et d’axes de coordonnées les vecteurs orthonormaux e, e
et ez, comme indiqué sur la Figure 25. Puis on écrit que n = n;e; et on suppose que
ninan3 # 0. On consideére qu’une famille infinie de tétrahedres {7 } - est telle que
pour tout € > 0, 7 est une partie de R bornée par les trois plans Z7; passant par P et
ayant vecteurs normaux —e; (i = 1,2,3) et le plan dont I’équation vectorielle est

T-n=E¢. (189)

Le plan décrit par I’équation (189) est simplement le plan distant € de P dans la direc-
tion de n. On numérote les faces du tétrahedre ayant comme vecteur normal —e; par
P, (i=1,2,3) et la superficie de ces surfaces A;. Le plan défini par (189) est nommé
&, et aune superficie A,. Alors, il est facile de montrer que

82 2 2 82
Al = —— =— = tA, = 190
! 2n2n3’ 2 2n1n3’ 3 2n1n2 et 2n1n2n3’ ( )
tel que
Ai=nA,, (i=1,2,3). (191)
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On prend maintenant V (1) = .7 dans 1’équation (186) pour obtenir
Dv 3
v = k; /% S_e (@,1)dS+ /ﬂ s (@, 1)dS + /y pgdV,  (192)
et soit ¢ une constante positive choisie telle que pour E > 0 fini et quel que soit 0 <
E<Eona

Dv
_ 193
p Di PQ‘ <¢ (193)
pour tout point dans 7. Par conséquent, (192) donne I’inégalité

3 3

S_e, (2,1 dS+/ Sp(x,t)dS| <c
kg’l/g«’k (@) 2, (1) 6ninan3
1
= gcAnS. (194)

En divisant le tout par A, et en utilisant I’identité (191), on obtient

3
I’lk/ 1 / 1
— S_e (@, 1)dS+ — Sp(x,1)dS| < =ce. 195
,;Ak , S-en@ DA+ | sn(@.0)dS| <3 (195)
En faisant tendre € —> 0
3
=Y s, (0,1) =5,(0,1). (196)

k=1

En définissant le tenseur des contraintes o ayant pour composante (i,k) — (s,ek)i, on
voit qu’au point P

3
(sn)i =Y. Cikni, (197)
k=1

comme requis. |
(ii) A partir de (186), en remplacant s,, par o -1, on a

/ p 2%y = a-nds+/ pgdv, (198)
v Dt (1) V()

et en utilisant le théoreme de la divergence sur la premiére intégrale du membre de
droite, on obtient

D
/ (p”_v.a—pg>dv_o. (199)
vy \ Dt

Cette égalité étant vraie pour tout volume V, on a

Dv
—=V. 2
Py o+pg, (200)
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comme requis et ayant supposé que la fonction a intégrer dans (199) était continue. H
(iii) On substitue s,, = o - n dans la kieme composante de (188) pour voir que
/ eeiip 2iav / €iX;0 dS+/ &jixipgidV. (201)
X —dV = O xipgidV,
V) kjiXj Dt st kjiXjOin Vi) kjiXjP8i

ol € est un tenseur de permutation d’ordre 3 défini par

0  si2ouplus desindices i, j, k sont égaux,
Ejk = 1 sii, j, k est une permutation paire des nombres 1, 2, 3, (202)
—1 sii, j, k est une permutation impaire des nombres 1, 2, 3,

En appliquant le théoréme de la divergence au premier terme du membre de droite de
I’équation (201), on a

Dvi 8
/V(z) Eji <ijDt - afxl(xjﬁﬂ) —ij8i> dav =0,

Dy; d (o7} / axj'
= &jiXj | p——— —pgi|dV — &ji=—0;dV =0, 203
/V(t) kjlx] <P Dt axl P8i V() kji 8)6[ il ( )
= / Skj,'G,'jdV =0, (204)
40!
car la fonction dans la premiere intégrale de (203) est identiquement nulle d’apres (200)
et % = 0j;, (symbole de Kronecker delta). Par les mémes arguments que d’habitude,

(204) implique que
&jiOij = 0, (205)

et d’apres la définition de €, on conclut que 0;; = 0j; Vi, j € {1,2,3}, donc o est
symétrique. |
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5.3 Tenseurs

5.3.1 Rotation des Axes.

\

bJ

y

\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\

N
Figure 26: Les systemes de coordonnées Oxyz et Ox'y'7

Considérons deux systtmes de coordonnées cartésiennes d’axes Oxyz et Ox'y'7
comme indiqués sur la Figure 26. On appelle a, B, v les angles que I’axe x’ fait re-

spectivement avec les axes x, y et z. Les cosinus directeurs correspondants sont donnés
par les cosinus de ces angles et on les note [y, /1> et ;3.

Il découle de principes élémentaires de géometrie que

B+ 1+ =1. (206)
Les autres cosinus directeurs relatifs aux axes de y' et 7’ sont notés de maniére
analogue et on aboutit au tableau des cosinus directeurs suivant:

0| x y Z
Xl ha b
Y | bt In b3
? | By By b3




On peut voir que les cosinus directeurs relatifs a I’axe x apparaissent dans la pre-
miere colonne, ceux de I’axe y dans la deuxieme et ceux de 1’axe z dans la troisieme
colonne.

Puisque les axes Ox’, Oy’ et O7 sont perpendiculaires entre eux on a

3
j=1
et de méme, en considérant les axes Ox, Oy et Oz, on a
3
Y Ll =& (208)

r=1

5.3.2 Tenseurs cartésiens.

Soit A une quantité mathématique ou physique qui, lorsque associée a un systéme de
coordonnées cartésiennes xj,x2,x3, peut étre répresentée par une famille de 3" scalaires
a;j..., ouily a n suffixes attachés a a. Chacun des suffixes prend une des valeurs 1, 2 ou
3. Soita), une famille de scalaires représentant A dans le repere Ox/ x5}, et supposez
que

a/,s_‘_ = l”'lsj - dij- (209)
Si les scalaires représentant A sont invariants par translation des axes, A est appelé un
tenseur cartésien d’ordre n. On note que selon (209), A est un tenseur cartésien si

dx. dx. .
d,, =—="="..a;. , (tenseur contravariant), (210)
8)6,' axj
ou bien
ox; 0x;
I ) . ;
a,, = P Txg ...ajj.., (tenseur covariant), (211)

les deux regles de transformation des tenseurs ci-dessus étant les mémes pour les
tenseurs cartésiens.
Dans le cas n = 2, (209) veut dire qu’avec un changement orthogonal de coordon-
nées
m’:Qcc—l—c, ol Qij:lija (212)

A est un tenseur cartésien du second ordre si elle se transforme selon

A'=QAQ". (213)

5.3.3 Tenseurs isotropes

Un tenseur cartésien est dit isotrope si toutes ses composantes restent inchangées dans
tout systeme de coordonnées cartésiennes.
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Tenseurs du second ordre

Soit U un tenseur isotrope du second ordre. Donc
Upg = l,,ilqju,’j. (214)

On considére premierement une rotation de 7 autour de I’axe Ox3. Pour cette rotation,

h=lp=—1,13=1,et l,'j = 0, autrement, (215)
et, par conséquent,
w1z = hilzjuij = hnlzugz = —uy3,
= u;3 =0. (216)

De la méme maniére

uz3 = bjlzju;j = Inlzuz = —uo3,
= up3 = 0. (217)

En prenant des rotations de 7 autour des axes Ox; et Ox, en obtiendra up; = uz; =
upp = uzp = 0.
Une rotation de 7r/2 autour de I’axe Ox3 a les cosinus directeurs

lo=lIh=1,5L =—1,et ll'j = 0, autrement. (218)

De la méme facon que ci-dessus on obtiendrait immédiatement le résultat uj; = up; et
en faisant une rotation autour de I’axe Ox| on conclut que uy; = u = u33 avec u;; =0
autrement.

En conclusion le tenseur isotrope du second ordre le plus général est

U =24,

ou A est un invariant scalaire.
Tenseurs d’ordre 4

Le tenseur isotrope du quatrieme ordre U le plus général est
Ujjkm = A 6;jOm + WOk Sjm + VOimOjk,

ol A, i et v sont des invariants scalaires.

Définition: Fonction tensorielle isotrope
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Soit A et B des tenseurs du second ordre dont les composantes relatives aux axes
Ox1x2x3 sont ay,, et b;j, respectivement. Supposons que chacune des composantes de
B soit en fonction des composantes de A. Ecrivons la relation entre les composantes
de B et de A sous la forme

bij = Fj(awm)- (219)

Relatives aux nouveaux axes Ox’x,x%, supposons que les composantes de A et B
1%2X3

!, respectivement, et que maintenant

soient ay,, et bj;,

bij = Fij(a,)- (220)

La relation entre les composantes de B et de A est donc invariante sous une rotation
des axes, et nous disons que B est une fonction isotrope de A.
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5.4 Le fluide newtonien.
Pour dériver une forme explicite du tenseur des contraintes, on écrit
o=—pl+T, (221)

ou p est la pression et 1" est appelé le tenseur des extra-tensions ou le déviateur des
contraintes. La forme fonctionnelle de T peut étre déduite des trois hypotheses suiv-
antes:

1. T est une fonction linéaire du gradient de la vitesse Vo,
2. T =0lorsqu’il n’y a pas de déformation des éléments du fluide,

3. larelation entre T" et le gradient de la vitesse Vv est isotrope, c’est a dire, iden-
tique pour tout repere cartésien rectangulaire, telle que le déviateur des con-
traintes engendré dans un élément de fluide est indépendant de 1’orientation de
I’élément.

Des deux premieres hypotheses on peut écrire

avk
T:.—A::
ij ijkl axly

1 . 1
= EAi ki Vil — EAI' k1S (222)

ol A est un tenseur de quatrieme ordre et les tenseurs < et €2 sont définis, respective-
ment, comme suit:

¥=Vou+ Vo', (tenseur de vitesse de déformation ou des taux de déformation),
(223)

Q=Vol —Vo. (224)

De la troisieme hypothese on constate qu’il faut utiliser un tenseur A isotrope, dont la
forme la plus générale (voir feuilles séparées) est en fonction des tenseurs delta:

Ajjxi = A8;j0k + M0 + v Sjk, (225)

ol A, n et v sont des coefficients scalaires. Puisque 1" est symétrique, A doit étre
symétrique dans ses deux premiers indices et par conséquent v = 7]. Mais on observe
de (225) que A est aussi symétrique par rapport a ses deux derniers indices k et [ qui
nécessite (rappellant que le tenseur €2 est anti-symétrique) que le deuxieme terme du
membre de droite de (222) est nul. En tenant compte des remarques faites ci-dessus on
peut écrire

A . .
Tij = §5ij5k17’k1 + g(5ik5j1 + 8110k ) Vi »

Ao .
= §5ij7kk+777’ij~ (226)
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On note que i = 2V - v, de sorte que pour un fluide incompressible
T =n7, (227)

ou la constante 17 maintenant désigne la viscosité du fluide.
On note aussi que pour un fluide incompressible la pression s’exprime par la valeur
moyenne des contraintes normales:

1
PZ—5(011+022+033)- (228)

Considérons ensuite le tenseur 4 pour un écoulement bidimensionnel. Selon la
figure il apparait que, pendant I’intervalle de temps 0t, 1’élongation du c6té AB de la
particule dans la direction e; est égale a

)
(v (x1 + 8x1) —vi (x1)) 8t ~ 8—25)61&. (229)

Par conséquent, le taux d’élongation dans la direction e devient dv; /dx;. De la méme
maniére on voit que dv,/dx; représent le taux d’élongation du c6té AC dans la direc-
tion e;. Ces termes correspondent aux éléments diagonaux du tenseur 5. En ce qui
concerne les termes non diagonaux, on voit d’apres la figure que, pendant I’intervalle
de temps 61, les deux cotés de la particule centrés au point A ont accompli une rotation
da et 63 dans le méme sens. Ces rotations correspondent donc a une déformation par
cisaillement de la particule. Cependant, les angles d o et 63 sont exprimés par

M2 8518t + ...
Sa~tando = axlavl z@&
8xi+ G x 81+ ... dx;
5B ~ g, (230)
(9)62

Il s’en suit que le taux de déformation par cisaillement s’exprime dans le plan x;x; par

- 81/2 8v1

La somme des deux termes diagonaux a aussi une signification physique. Puisque
dvi/dx; représente le taux d’élongation dans la direction ej, la longueur de la par-
ticule dans cette méme direction devient, aprés un intervalle de temps 67, dx;(1 +
dvy/dx;8t +...) (projection de la distance AB sur I’axe x)). Par conséquent, la super-
ficie de la particule apres 6t est égal a

(8o —8B)(81)~! (231)

5)61(1 +8V1/8X151+ .. .)5)62(1 + &Vz/aXQSI-i- .. )
= 8x18x2(1+V-v8t +0(81)%) (232)

Le taux de changement de la superficie de la particule est traduite donc par la diver-
gence du vecteur vitesse v.
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5.4.1 Les équations de Navier-Stokes
D’apres (221) les composantes du tenseur des contraintes o sont alors données par
0ij = —pbij+Tij = —pdij + NYij. (233)

Le stage final pour la dérivation de I’équation de mouvement pour un fluide newtonien
est d’injecter (233) dans 1’équation de mouvement (200) pour obtenir

Dv,- 8p 8T,]

Dr _Tyci—i_ ox;j +psi
o _ﬁ + i 8\/,' + an n ]
n axi n ax]' ij ax,’ psi,
dap 9%v;
7iaixi+nax]'2 +pglv (234)
car 82 5
Vj
= — (V. =0.
8xj8x,~ 3x,~ ( ’U) 0

On a donc sous forme vectorielle les équations de Navier-Stokes pour un fluide incom-
pressible:

Dv

—— =-Vp+nV?

th p+nV-v+pg,

V-v=0. (235)

5.5 Diffusion du rotationnel de la vitesse dans un écoulement visqueux

L’équation de la quantité de mouvement d’un fluide visqueux peut étre écrite sous la

forme )
v 1 y
hhd — __vp_v| L
ot e p b (2

ou nous avons utilisé 1’identité (A.9) de Acheson. En calculant le produit vectoriel
entre V et (236) on obtient pour un fluide incompressible (voir §3.2)

>+VV2v+ g, (236)

aa—L:—i—Vx(wxv):viVzv,
= %—‘j —(w-V)v=vVx V0. (237)
En utilisant I’identité (A.10) de Acheson deux fois on voit que
VxV2o=-VxVx(Vxv)=-VxVxw=Vw. (238)

Donc, pour un fluide incompressible
Dw
— —w -Vo+vViw. 239
Dr + (239)
Leffet de la viscosité est représenté par le deuxieme terme du membre de droite, qui

exprime la diffusion de w dans I’écoulement.
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5.5.1 L’écoulement dii au déplacement impulsif d’une plaque plane. (§2.3 d’Acheson.)

On suppose qu’un fluide visqueux occupe la région 0 < y < oo et qu’au temps t =
0 la frontiere rigide y = 0 est soudainement mise en mouvement dans la direction x
avec une vitesse constante U. On suppose que le fluide s’écoule sous I’influence du
déplacement de la frontiere seule (et donc qu’il n’y a pas de gradients de pression
externes imposés). On suppose que les pressions en x = oo sont égales et que dp/dx
est constante, ces hypothéses voulant dire que dp/dx = 0. Il s’en suit que la vitesse
u(y, 1) satisfait équation

u 0%u
— =V 240
o = Vo (240)
la condition initiale
u(y,0)=0, y>0, (241)
et les conditions limites
u(0,¢) =U,u(e0,t) =0, ¢>0. (242)

On essayera de trouver une solution “auto-similaire” en cherchent u en fonction d’une
seule variable n: y

u=f(n)oun=—=, (243)

8(1)
impliquant que le profil de vitesse en temps ¢ > 0 sera une version étirée de celui en
tout autre temps #' > 0. La fonction g(¢) est a déterminer. En substituant u = f(n),
I’équation (240) devient
—yg'f =vf". (244)

Donc

g /v=r"/1 (245)

doit étre une fonction de 711 uniquement et puisque y apparait au membre de gauche de
(245)on prend cette fonction égale a —n. Ainsi

B (246)

dont la solution la plus simple est g = v/2vz. L’ équation (240) se transforme maintenant
en

"+nf =o0. (247)
En intégrant,
f'=Bexp(-17/2), (248)
d’on .
f=A+B / exp (—s2/2) ds, (249)
JO
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avec A et B des constantes d’intégration. Des conditions limites et initiales on a

f0)=U, f(=)=0, (250)

1- \/3/0” exp (—s%/2) ds.] (251)

Le rotationnel de la vitesse est wk ou

_du U —y?

et lorsque y = 2+/Vt, @ est amortie & exp(—1) de sa valeur a la plaque. La dissipation
du rotationnel par les forces visqueuses lisse ce qui était, au début, une concentration
infinie du rotationnel de la vitesse a la frontiere. Autrement dit, le rotationnel se diffuse
sur une distance de I’ordre (v£)'/? en temps z.

de sorte que

u=U

5.6 Le nombre de Reynolds

Le champ d’écoulement d’un fluide est caractérisé par une vitesse U, une longueur
caractéristique L, par exemple le diametre d’un cylindre ou encore la longueur d’un
profil, alors qu’un fluide newtonien est décrit par 1 et p. Introduisons dans les équa-
tions de Navier-Stokes (235) de nouvelles variables adimensionnelles indépendantes et
dépendantes

x*=z/L, t*=t/(L/U), v* =v/U, p* = p/pU?, (253)
d’oti, négligeant les forces massiques, il découle que

pU? dv*  pU? pU?

N U
e CA A A %V*zv*. (254)
Par conséquent
ov* n 2
- * . V* * — _V* * V* *
5 T V) AR
Ve .v* =0. (255)
La combinaison UL UL
pT =Re==", (256)

représente le nombre de Reynolds.

L’importance du nombre de Reynolds provient du développement conduisant a
(255). L’ordre de grandeur du terme (v - V)wv représentant I’accélération d’une partic-
ule liée a son inertie, devient U2 /L . De la méme facon, I’ordre de grandeur du terme
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vV2uv, représentant les effets visqueux sur la particule, devient vU /L? . Le rapport
entre les facteurs U? /L et vU /L2 définit le nombre de Reynolds. Les caracteristiques
des écoulements a nombre de Reynolds faible et a nombre de Reynolds élevé sont tres
différentes.

Il faut mentionner aussi que le comportement d’un fluide d’une petite viscosité
(nombre de Reynolds élevé) peut étre completement différent de celui d’un fluide idéal
(nombre de Reynolds infini) a cause de la séparation de la couche limite.

5.6.1 Oscillations longitudinales d’un fluide. (§6.3.5 de Ryhming.)

Considérons une plaque plane d’étendue infinie effectuant un mouvement oscillatoire
dans son propre plan. A cause de la viscosité du fluide, des oscillations longitudi-
nales sont engendrées dans le fluide au-dessus de la plaque. Dans ce cas, comme dans
I’exemple de §5.5.1 dp/dx =0 etu =u(y,r) ot y est I’axe vertical. La condition limite
pour la plaque plane peut donc s’écrire u(0,¢) = U exp(iwt) ou U traduit I’amplitude
de la vitesse de la plaque et @ la fréquence angulaire des oscillations.

Pour ce probleme les équations de Navier-Stokes prennent donc la forme

2
% - v‘;y';. (257)

On cherche la solution par la méthode de séparation des variables en posant
u=ft)g(y), (258)

et on obtient ,

f_ vE — k= constante, (259)
g
d’ou
f =G eXp(kt),
K\ 12 K\ /2
= — — - . 2
g Czexpl y<v> y<v> (260)

Etant donné que # — 0 quand y — oo, la constante C3 = 0. Par conséquent,

1/2
kt—y(ﬁ) ] (261)

Les constantes C1C; et k sont définies par la condition limite a la paroi. On obtient

+Cszexp

u(y,1) = C1Cyexp

u(0,1) = C1Crexp(kr) = U exp(iot), (262)

d’ou
ClG=Uetk=in. (263)
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La solution devient donc

u(yt) = Uexp

Y
iwor y(’j’) ] , (264)

(lf) - (%)I/ZCXP (T) = (%)1/2(1%). (265)

ou

Par conséquent

u(y,1) = Uexp {— (%)1/2)»4—1' <(ot— (%) 1/2y)] (266)

Selon cette expression le fluide au-dessus de la plaque effectue un mouvement oscilla-
toire avec une amplitude qui diminue avec la distance a la plaque. Pour une distance
caractéristique & = (2v/@)'/2, 'amplitude est amortie & exp(—1) de sa valeur 2 la
plaque méme. Il s’en suit que les oscillations du fluide sont limitées a une couche
proche de la plaque. L’épaisseur de cette couche est d’ordre de grandeur §. Le dé-
placement L longitudinal qu’effectue la plaque se calcule d’apres

/20

U
L=2U cost dt =2—. (267)
=0 ()

On vérifie ainsi que le rapport 6 /L devient

5 v @ \"? v\ 1/2 .

—=——= =(— =Re /2 268

L ( o 402 ) (UL) ¢ (268)
ou Re correspond au nombre de Reynolds basé sur la distance L. Par conséquent, I’ effet

de la viscosité est limité a une couche d’épaisseur relative inversement proportionnelle
a la racine de Re. On reviendra a ce point dans la Section 7.
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