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LACONJECTUREDEDUFFIN-SCHAEFFE-R.FI)«

Gujecturectduffinschaetfersttll: Soient AAa , ts , . ..IO.

Considérons 1- = { ✗ c- Toi] : 3- ne § réduites t.gr/x-qK-1,} .

G) Si Ifop) Aq <+ ✗ , alors ✗A) = 0 .
presque aucun

q ✗ n'est approximer .

(b) Si Iqcq / bg -tre , alors f10 ,
A)=D ( done KAKA

9 presque ✗ estapproim

QQ/ = # { • c-{ 0,1 , . . . ,q - t} tq . pgcdca >g) =L} .

idées
Le but de cet exposé est d'expliquer certaines importantes
de la resolution de CDS :

THieneck-Maynard.202-i.la CDS est vraie .



⇐

LAFONCTIONDEULER.GG/ = # { • c-{ 0,1 , . . . ,q - t} tq . pgcdca >g) =L} .

Bo ofq ) = q MA
- f) Hq . ( inclusion- exclusion)

plq

BG cfcp) = p
- l Xp premier

re FÉg € QQ) ⇐ 9
Quand

q
»

V7 "

* 4977%0 pour 99% d'entiers
q

.

B- ¢414 est petit si
qa

"trop de
facteurs premiers

"
.



⇐

CDSQUANDOC.MX#Tk'oireneCDs)-:SiI-caot.q.Qcq)--cqpour «plusieurs
q avec Aq>0 ,

alors CDS est vraie .

Corollaire Pour presque tout a-IR
,
7- xp premiers

et ac-Z-l.gr IX- §/ «Fi
Pee :

cfcpt-p-IEPKV-petFPHYp2-tx.co#:V-xc-RQN-ss0,J-reF- t - q . H- § / € 4psec .
[
•Qwtemewesaslhypothesegenenalioee.de/2iemann.m
Corollaire Pour presque tout

✗HR
,
3-✗ § réduites t.ie/x-a-q/§

CI: V-x-RIQN-ezqtxq-et.gr/X-aqe-q7-e .



⇐

AUTRESCASDELACDSThmCErdo.is/97-O-aalerl978)-:La CDS est vraie si Aq § tq .

Penang : si Aq - Tga et f99)Aq=+x , il faut
que

le support de Ig soit #gmnd» .

2- tu =-1- , 2- Xp - +✗ ,
2- ¥ →

i-IPY-n-EYO.laCDS est Vraie dans

toutes les dimensions = 2
.

[Si Z@qqiqDk__-ixsolovsJxEq.i--in.k , réduites tq .]Ki - Ê / ⇐ Aq V-i-tr.sk
, pour presque

tout iiep?

_hm(AisÆŒ:

'

la CDS est vraie si ☒ËÈj⇒✗



&
U.NCASSP.EC/AL-

Boss Soit une constante C dans ( 0,1] .

(⇐ 113)

BH Fixons un ensemble d' « éligibles dénominateurs»

S c- EN ,2N] + q . #San ? plus précisement
on veut que

EXEMPLES : ① G-|
,
SIZA [NRN]

-

②⇐ 'B) Sa { ris : ne [N'↳☒NID} . q€%¥ Tu Ne
1

Remarque Important : S peut être bc plus irrégulier .

Question-clé : Si A, = { ✗c-Toi] : ÎÏÎ.iq?--Ix-.a/q/--YqHc} ,
→ -il vrai que ✗(¥ Aq) > 0.000001?

PIÉTINÉ 0.01#✗Aq ) ⇐ 100 .

qes



①/NDEPENDËE
6L

Ag = U
ou
[ Î -Ê ) EtÈ] JAG)=%¥

pgcdla,g)=L -21#q) = 1 .

qes

E. Est -il vrai que ftp.QAqlxl ?

¥ Oui
,
si les Aq sont .mu/-uellenentindependents.CsBorel-Cantelli--

En fait
,
la réponse reste affirmative si on sait que

✗Aqntr) ← là:X-1,110fr) pour presque tous
les paires Cq ,MEGS .

Philosophiquement , on veut controller les corrélations
entre les approximations par différentsdénominateurs .



7L

LEGRAPHEDEDEPENDENCESRAPP-c-i.SEENRNJMZ , #Sonne .

On veut m -

q . ✗Aqmar) € 10100 HAMMAM.

pour la plupart de Gr)# à Aq -_ { ✗ approximée
avec dénomiwtenrq }

HMH
, En:{ cq.me 5×5 : HAMAM >M . HANNAH}

NOTRE BUT :
'

Mo Q #EM E #55hr2

⇒ le graphe GÉ ( S , Em) a densité d'arêtes

F- ¥Ë÷ ⇐ À
STRA-EGIE.IM. Q .

que si Gm
est dense

,
il faut

que
S soit E.structure»

,
donc on peut

l'analyser facilement .



8L

EE-N-tMEN-SEXTREMESPRINCIPE-S.itF une famille d'objets et soit
P une propriété extrême /une . Souvent

,
les membres

de F qui satisfont P ont une structure très particulière .

✗1
,
K

. -
- -

,
XN sont N lancement independante,JMP.leli-p.lu

, pièce juste . f.e. PCX,- = là) -K) -

E-= { Xj - face pour ± JN Meurs de j}
Conditionnellement à E

,
on a que ☒ (Xj -_ face) ~ § .

J-qrogr-arith.PExewy.LISEH '
- -

'
N } ' ⇒"N aaensité.sur laquelle S

T:-# { tais > c) es
}
+ q .

b-a- c- b }
Roth : Soit Tu f-N

'

(typique/aléatoire) ou Sa structure
additive



9L

linkedin.EE/7LLINGT0,N#-VgAU=G,yAAaN-.R--PPE
: S c- ENRNJMZ

En :-/ iqinesxs : ✗Aqmar) >MICAHKAM}
On veut mq . #En ←*HM? sq=1oç¥

Pollington-Vaugkan-sidU-qnd-rbttdd-qHH-rl.ol.rs
② d.i-pgcdlq.ir) IN

"

Êt•P§;fç¥q
② le nombre 9%' a une propriété⑦ qui arrive

pour ⇐ (Yem) % d'entiers

QuandÎP② suffit pour m - q . #EME
#Yen

(ceci est grosso modo
l'argument d' Ertôs- Vaaler)



@UNESTRUCTURECACHÊE

UNENÆMlPoTEÜTlEL:_ D= [N'-4
,
S= {D.meme%} ,

à Sao c- [§ , ?Ê] , #Sox N'= - No. -¥
•
: qgcdlq ,r) 7- D= N'

-e

Hq ,res

Mais # So = No x ND ,
donc on peut traiter cet

ennemi potentiel comme on l' a fait pour le
cas c-1 ( argument Erdôs- Vaaler)

HYPOTHÈSEDETRAAL: Soit SE [NRN] MZ tg .
• #{ ÂMES

'

: pgcdlq ,RIEN
"} z S .#5

• *S x N
'

Il faut que Jd#N
'-'

tg . S contient À N' multiples Ted .



GRAPHESDEP.GR/J-
G-= ( S

,
E) à E- { cymes? pgcdlq ,NED}

④
"⑤-⑦



le

guy
,UNALGORI.TL/-ME.DECoMPRESSIoNinitiq--G-= : Go → G → G-a → - - - - - -

- - → Gg = structuré
(diviseurJ
commun)

à chaque étape , on gagne information sur le

divisibilité de sommets par un nouveau premier

G- = ( Vj , Nj , E;) (bipartite graph) .

p premier L'algorithme
détermine

sous-graphe
parmi ceux 4
il se concentrer

non-divisible
un

choisir ce qui a
«meilleure qualitéD



LAQUAUT-ED.tl/VGRAPHEGj--(Vj,W;
,
E;)

, 79,1;t.q.Qjlv.bjlwltvc-Vj.net/jVj,NjC-S--Ej--Sj--Vj#Wj-.
Croissante

q ( Gj ) x of
"

#Y #M' pÊËËÏqwnd.Ê

sous-gnepheQ.si#-Jj-ii--pY+E-.+.+T(Vj,p,Wj,p)pajpbj Jj:-#bi/pgcdlaj ,bit

(%. µ, ,;) / pa, ç. py,
Î , Wj,) aj pbj pt;
(Vjpî Njp) ai bj 1

;



XUTRESDIRECTIONSDERECHERCHE-HLConj-eetue-CL.it/-lewood) : Soient qpc-RIQ.M.cl .c. 1930

3- x a. b. q tg .

q
? / ✗- {| . / p - by / → 0que

panorpes :①Dirichlet ⇒ J-xa.by t.q.gs/x-.EHp-&K1 .

q
② Einsiedler - Katoh- Lindenstrauss (2006) : l'ensemble

d' exceptions G) p) a dim
.

de Hausdorff 0 .

Lonelytlunnerconjeeturecwillstttli Soient k personnes
courent sur le cercle unitaire avec vitesses
constantes v1

,
Va
, . .. >

Vie
.

M - Q . V-j ,
3- temps -40-1.9 .

la distance sur le cercle deu j - ième coureurs

des autres est 74k . .

ÉE : Connue si 1=7
.

Pour grand k
,
le record

est que le distance est ± # + ¥ç!→⇒ (T.to )




