
DIMITRIS KOUKOU LOPOULOS

UNIVERSITÉ DE MONTRÉAL
CHAIRE FONDATION COURTOIS

APPROXIMATIONS DE NOMBRES
IRRATIONELS PAR DESNOMBRES RATIONELJ

COURS #2

ÉCOLE LANGLANDS
,
CRM

23-24 AOÛT 2021



à

APPROXIMA-IONDIOPHANTIENNETnm.liSoit ✗ irrationnel .

Direct : 3- x ftp./x-qI---
GI :

✗ Ça tq . H- Ê/ ⇐ÈTÈ §→E

Motomiéki : Hoof F- +-9 . / ✗ - F-1 = §Æ§Ë→j
Thuy (Roth ) si ✗ est algébrique , alors te>0,
7- c- Ce >0 tq . A- {| > Ête Haig .

tmall.eilbeyer-Zude.li#N-aiq , IM- GI > ¥7.



APPROXIMATIONDIOPHANTIENNEMÉTRIQUE
@

Philosophie: montrer des théorèmes qui sont vrais
pour

"

presque tous " nombres réels .

Plus concrètement
,
si P est une propriété desirée ,

le but est de montrer
que l'ensemble

E- = { ✗ c-R : × ne satisfait pas P }
est "

petit
"

.

ensembleCantor : petit -_dénombrable ; Lebesgue : petit = mesure nulle

Exemple : M. Q . pour presque
tout ✗c-R

,
on a que

l'inégalité lx-qf-t-q.ie a qu'un nombre fini de solutions.



↳

ENSEMBLESDEMESURENULLEDeifinition-is.itEEIR
.

On dit que E a www.nnlle-si

te>0
,
il est possible de couvrir E par une

x

réunion d' intervalles ¥, (ajib ;) t.q.EU; -g.)<E .j'⇒

Théorème : Si EER est dénombrable
,
alors il a

-

mesure nulle .

Preuve : Soit =L= { ✗ i , X2 , K , . . . } .

Fixons ESO
.

Clairement , =L est couvert par les intervalles ÆË . €1 .

dont la longueur totale est e- jÊ%i = E. Ma

Théorie Il existe d'ensembles de mesure nulle qui sont non-dénombrables .



⇐
UNP-NTDEVUE.PRO/3ABlLtS-E-

? Soit L-a.to] Eco , M .

Bg Si on choisit ✗c-Toi] uniformément au hasard ,
la probabilité qu'il se trouvera

dans Gb]

est b÷ .

=
b- a .

• Si EEEO
,
/]

,

alors la probabilité qu'un tel
✗ sé trouvera dans E est 0

.

• Explication V-E>0
,
EE Ûcaisb;)

. pq .
Ilb; -a;)"

•

j'⇒

Prob / ✗c-E) c- Prob( ✗ c-¥,

Ca;,b;D = Êlb; -a;)"
j'= ,



&

LAMESUREDELEBESGUEI-ebesgue.caconstruit une fonction - longueur 7 :Mr>Ryo -1.9.
① M est un ensemble de certains «bons»

ensembles de nombres réels :

M contient les intervalles, les ensembles de mesure nulle
,
et il

est fermé par rapport aux compléments et aux réunions dénombrables .

② A ([a.BI) = b- a

③ Si EEF
,
alors ACE) Et (F)

④ Si E
,
E
,
_

sont mutuellement disjoints,alors ✗ ( UÊEJ) = ÎJICEJ ) .
Note:) fondre l'idée intuitive de "choisir × unit . au hourd ".

Prob ( ✗ c-E I ✗ c-[0,13) = ACE) .
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L-t-HEOR-MEDEK.lt/NTCHlNETheoiene--KhithiuE:S.it/Aq)q? une suite -1g . qAq↳ .

Considérons TÉ { ✗c-R : 1re ai tq . /x - Hq/Esq } .

(a) Si f- qtdq <+• ,
alors k a mesure nulle
presque aucun × n'est appoxiuable

(b) Si {9dg -+• alors RIK a vues
.

nulle
.

presque chaque × est approximeble

Corollaire Soit e>0 .

(a) Pour presque tout *R, Zoe aq-l-q.li/-MqK-4q4sq)t ?
(b) Pour presque tout *R , il y a qu' un nombre fini de qqt-q.li/-aqp--@-ggjx
Question : Est-ce que t se comporte comme un nombre
Tel typique ou atypique?
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UNESUITEDI-tss-AS.DK
Exécutons une suite d'essais : F1

,
Ez
, Ez , . . . _.

D.* : Es a lancer une pièce juste
Ez = choisir 10 habitants de Montréal au hasard

i. et mesurer leur grandeur .

Note: il est possible que les résultats de E.Eu .
_

soient interdépendants .

G. ex . si Ei = face , tous les habitants de Ee seront femmes)

BB Pour chaque essai ¥ , considérons Rj ,
un souteneuse

de tous les résultats possibles .

Px- R , = la pièce tombe sur le côté "face "

Ra = tous les 10 habitants ont grandeur > 6.
Ovation : Combien de Rj vont arriver



&

KHINTCHIN-tDMNPOINTDEVUEPROBABIU5-EEEE.at{ = {✗ c-IR :

'

J a. q 1- q . /×-4g / stop} .

ts ensemble 1-périodique

Remarque ✗ER
,
alors

xi-neRV-nc-Z.it/-aqI--lx+n-ca+g#DoncK--lfz(Ki+n).ouKi--KM [0,1] .

DE Hq , considérons l'essai Eq qui choisit ✗c-Toi] uniforment
au hasard et trouvons at.gr/x-q-1--minimnlBRqest l' événement

que / ✗ - §/ ⇐ Aq .

R-q-ihxc-EQB.3-ac-Z-1.gr/x-Nq/-Aq} .

•Probcrq)=fç¥→ç2qbqË_•÷mmTËÊf-§si AqÀkq



LESLEMMES.DEBoREL-CANTELLl_@TheEnen.SoitAyAz
,
. . . une suite d' événements ( result)d'essais

(a) Si € Prob/Aj ) <+ ✗ ,
alors presqvesûrement

j=\

le nombre de Aj qui arrivent est fini .
(b) Si les Ai sont mutuellement indépendants et IRobot,/⇒q

f-1

alors
presque

sûrement le nombre de Aj qui arrivent est infini.
Dans Khintchine

,
K=

*
E-(Ki-in )

'

,
à

K, = { ✗c-Toi] : une infinité de Rg arrivent} avec
Ry= { ✗c-toi] : 3-a t.gr/x-&l--Aq} de Prob

. Gdg .

Théorème Becca → Khintchine (a) .



☒

BOREL-CANTELUSANSINDEPENDENCEBPtoblene-i.laévénements Rg = {✗c-toi] : 7- a t.ci/x-aq-K-Aq}
⇐ sont ¥ indépendants .

KRq.nrqj-kkq.tt/Hpf
•ËH) : ils sont assez "

quasi - independants
"

pour que
le principe de Bone- Cantelli tienne
sous la condition queqbqb.tkSi qtdq ,alors si? 212>-3131

- - - - 2.0
.
Donc

,
:

• soit 7g . t.q.bg.-0 ⇒ dq-OV-q.iq.⇒ K=Q.

• ou boy >O Hq :-| Cie . impossible de restreindre les dénominateurs)

• D-ul-fin-S-had-fer.si on enlève la condition qboiba ,
il est possible de construire Aq 1- q .

① -294=-1 } violation du principe② ✗CET = 0 de Borel- Cantelli !



LAXTRUCTIONDEDUFFIN-SCHAEFEER-Ktde.ec
G- = Iga +mal

.

0 § 3- 1
- R
,

O § 3- 7- ¥ 1

Rg

° ¥ ? ¥ Es § ¥ ¥ Es
.

3- § ¥ ¥ ¥ ¥ 1

- . - RB

Rs
,
Rs ERIS ms beaucoup de redondance }/ interdépendance



LA-GNJECTUREDEDUFF-t-SHAEFFE-RUGy.ectæ(DAfin-Çhaetfw,H: Soient AAa , ts , . ..IO.

Considérons 1- = { ✗ c- Toi] : 3- ne { réduites t.gr/x-EK-1q}
G) Si § QQ) Aq <+ ✗ , alors KAKO . (resqu .

-aucun ×

n'est approximatif
(b) Si ⇒q ) bg -t ,

alors KAKI . (presque chaque ×est approximerble)

Notes: ① QQ ) = #{ Œæq : pgcdca > q) = 1 }
=

q . IT ( I - f-) l inclusion - exclusion).
Plq premier

② Borel- Cantelli G) → Duffin-Schaeffer (a)
Aq = {xctqi] : 3- a •premier avec q À} .

→ ✗1-g)=201411g-1×-41<-1q (si boys Yzq



LAGEi-EAATNRR.EC/-EDE-HNTttN-

Gnjectunefcatlinl : Soient Aik , . . - et bqI-supfsq.by/bq,..f
Considérons K={xc-RI-xaqt.gr/x-a-qk-bq} .

(a) Si Ioiqlb; <rire , alors #-)-0 .

(b) Si Iofq/ AI = -10, alors XRIK)-O .

Penza: KIQ = {✗ c-RIQ : 3-• § réduites t.gr/x-q/sAq*} .
↳@ supposant que Aqsq?

Donc
,
Ds ⇒ Catlin

.



UNEVERS.IO/VFRACTALEDE-#A=Lxc--LqD:J-x{ réduites t.gr/x-qK-dq}
BAH Si Iqcqldqctx , alors ✗A) =D .

Question: dim Hausdorff de A = ?

-

• S=☒Æ• (carré) : ILSA BARD eest . . Et pour pt . ✗es .

MES=/ (ligne) : ABABWA reste -11-

Dfninf.ru#:dimlS)--dsi1lsnBHcMxcst-ed
pour un *S

"

typique":
'

Thm /Beæsnerich
,) : Supposons DS. Alors dim# (A) = min LAI) ,

Velour-

zoos
à D=inf {czo : 5-qcqvdqectx} .



E-

TH-EORIEERGODIQUES.it
§:[0,1]→ Toi] une transformation de [0,1] .

On dit
que $ est ergodique si :

① q est ⇐bonne» Cie . Borel- mesurable) .

.

② & «preserve la mesure» ,
i - e . f-EEEQD « bon»

,

on a ✗j' (E) ) = 7 (E)

③ si q (E) EE, alors ICE) -0 ou 1
.

(ensembles invariants triviaux)
.

ThewmeCBirkhol-fh-sioe.to, ☐→Eqt] est ergodique ,
alors la suite (× , qui , paix) , _ . . . ) est

uniformément répartie motel pourpztef-xc-GDNofe-ok-oo.ro/oComposition K fois)



⇐
APPUCATIONS.DE/-ATltEORlFERC0DlQvE-

② %) = Xtx Knodt ( = { ✗+xD . qÂ) = ☒ +x) -12mW
= ✗+2L mod I

often) = ✗ tkx Gdl) → Distr . Unit mod 1. de (nah?

jo.x-o.aai-nsai-t.MN#:--H?...=f!p?j.;j-¥jË ma ftp.#H-NN:-n=H--EV-k--d0ii-..,q }
-

③✗= _¥÷ → ✗= ¥
,
où ni -14×1

,
✗1--44×3

.

part 41K} ergodique par rapport à la mesure

✗ (E) = Ès#{¥ -

,EEEQM-x-lhmlkhint.ch#:Pourpr-tout ×
, Liz cnn.nl?--I?/t-+fl

"?



\

LESTItEOREMESDECASSELSETDEGALLAGHER-tt-he.ir(Cassels
, 1950) .

Soient Ai .bz , -

¥0 et

K
,
= { ✗c-Toi] : Zx aq t - q . A-ieqtbq }

On a que ACK , ) =D ou 1
.

Té¥(Gallagher , 1961 ) Soient Aide
,
- IO et

A- { xc-to.tt : 3- ✗ G- réduites t.gr/x-oq/ebg} .

On a que Act) =D ou 1
.

☒E: Kr = { xc-L-QD-I-xa.q.t.gr/x-&/-r-Aq }
FATE fr71

,
K ,
C- Kr et ✗Krlki) - O.

Donc
,
si Ko : = K, Ukzvoou ,

alors ✗KMK ,] = 0 .

Mais
, #Ko) c- Kx ,

à 4kf 2x Knodt .




