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c
En
grec , les nombresLESNOMBRESNON-MTS-iaf.EE?*.%EE+" .

« àppntoi» qui veut
Les Pyt¥ croyait que « non-dits»

(
« le nombre est le principe de toute chose

,

et chaque nombre est associé à une figure»
(Wikipedia) .

• Tous les nombres sont « commensurables »

lssmdtiples entiers
'

par rapport à
←→ une unité commune .

La deuxième croyance a été brisée par la
découverte des nombres irrationnels ( Hippase?)

«petites meurtres entre
mathématiciens» par
a-Michaelides



⇐

UNEDESCENT-t-NFNEH-hypotenusee.lt?-1412=2
*rz

1

7¥. H est irrationnel
.

1

Preuve : Sinon
,

F- % → 21oz à

⇒ a pair , disons a=2oe ⇒ 262-40,2 ⇒ BZIQÎ

⇒ b pair ,

disons b--24 ⇒ V2 = 5- = §

Répétons une infinité de fois → Contradiction !
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LEPAR-ADISDECANTO-R.io
. - ensembles

÷

:÷÷qËË÷÷
de rationnels

-

§ ÷ ÷ EE Ï ÎÎTQÉxE(÷ •

÷ ÷ € :

de tous les nationals
i.üüü←¥÷ÏËÏÏÎÏÏ÷*.ÏÏm¥n-☒ = 0 . Quark} Qiy - - - -

A- ensemble de réels

| ☒ toi]?

TY : RÉdénombrable ✗3=0 .Qu Qua» Qzq - - - -

Xy = 0.04104201430144 - - -

✗=D.bibzbz . _ . où bjtajj
n'est pas dans la liste

"

? "



&
ESPÈCESDENOMBRES

rationnels : les factions ou de façon équivalente les nombres réels
E¥. Yz

,
117

,
0.127 Eventuellement

irrationnels : les "

non -fractions
"

<⇒ des nombres ayant un deu . décimal
IRIQ infini et non - périodique .÷÷:*:::

"

÷::*
:"

Exemple : f2
,
M
,
C
,
O. 10100 / 000 /0000 100000 - - -

_ .

algébriques : les racines d' équations polynômial à coeffsentiers
✗=§ nos ax-b -0

transcendantaux: les nombres non-algébriques
ÈrExemple : e, TC .

: tte

période : les valeurs d'intégrales convergeant absolument,
PZIA avec f

,
r

"

algébriques
"
f-{l'⇒¥

Conjecture e)¥ # périodesExemple : TES,r¥¥ , les2- Si¥ ,

E- f14
.

EREZ
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ENSEMBLESGRANDSMAISPE-OMPRISQE.ttE P ER .

✗ y
réels
y

dénombrables moa -dénombrable

① M -

Q
. J est irrationnel

.j-h.Y.IE?n-bN%bEEts}fameux ② M - Q
- e

, ¥ ne sont pas de périodes

③ U.cl . rite est transcendental
.

PRINCIPÈ: Souvent
,

il est facile de mq . un ensemble E
est «grand» , mais difficile de

mq . un nombre
donné ce -

g. te) est dans E.

MÉTHODEDEPREE : E =AIB
,
à A «grand» ,

B «petit»
.

Cantor: cardinalité ; Lebesgue : mesure (longueur)
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APPROXIMA-ioNDIOPHANTIENNENombres.irrationnels : complexité infinie typiquement
(dev. déc . infinie & non- périodique)

Nombres rationnels : complexité finie
+

mesurée par
la taille du numérateur et

du dénominateur .

Pour nous : ŒQEEL ,
donc Çlx/§) → 9 .

⑤autres considérations possibles : complexité computationnellede Kolmogorov , et:c .

Qest.cm/--ondomentolee-: Étant donné un irrationnel ×

et une marge d'erreur 9>0
,

trouver § de cplxté
minimale t.gr / × - :p/ <5-



⇐

LED-t-VELOPPEMENTD.EC/MAL5L--
3.141592653589793238462643383279 . . .

① t = 3 . -14 = 31¥ = ¥ 1M- '¥ / = 0.01s . . .

② 7=3.141592--3.11%-55 =Ë
IM- 3%0%9-1 = 10-7*6.535 .

. _

③ En géneral , si on utilise n digits

④ÊÏÏÏËÏ"Ï¥Ï!ÏïË
⑤ 3,753--3.14159-2 /t - 3¥ / = 10-7×2.667

.
. . . .



E

LETttEOREMEDED.IR/cHLET-heonmeCDinichlet.-8XSoit ŒI un entier et ✗ un réel .

Alors
,
il existe une fraction réduite & t.q.k-qc-Qetlx-qkg-a.si/qe

Corollaire: Si ✗ est irrationnel, alors il existe une

infinité de fractions réduites f- tq . / ✗- {¥ .

Préuveducor : Appliquons lethm avec ¥10 : 1K¥ /ça t.TL
Prenons QEQ, t.q.gl/X- %/ (possible car ✗=/¥, ) .

Trouvons •q÷ t.gr/x-qE-/'q-q
⇒ Ix -¥1; K¥1 & / ✗ -ÊkÊ -

donc ¥ #§ Etc . .. ☒



PRE-EDU-ttEOREMEDED.IR/cHLET-E-heonmeCDinichleISoit ŒI un entier et ✗ un réel .

Alors
,
il existe une fraction réduite & tq . kq=Q et / ✗-{Kfa .

Preuves: / ✗-% / ← Ça ⇒ lqx-al - £ .

•

Considérons les Qtl nombres 0.x
,
1.x
,
2- ✗

,
- -

,
Q - ✗

Hj
, j' ✗ = njtrj où nje /N , Œrj

-1
.

Donc
,
on a Q-11 nombres dans Eqt) : rqkikau.roNon .

1 7K-jfjac-Q-l.gr/rj.-rj./c-a--s-----/qx-a/q'Gror.rer
, rares

←¥Æ#-Æo-m
si cheque loguer où QQ est la version réduite

a était ± 's ,
on ouvrit

que rs-roxz.de?::9j-aCdoncqgi-jx-Q . ME



FRACT_NSC0NTINUEf@Olt-_3.lY
. . .

=3-1fr → Ma3
,
04h21

② # = 7,0625
. .
.

= 7- +E mo TI =3-1¥
,

=3-1f -_ ¥
③ ta = 15,996 . . .

= 15-15 → M€3-1 ¥ç = ⇒
④ ¥-1,00341 . . . = Itrq → M ~~3t¥Ë ¥
L'Frinault←R :

Qui MKQKI -19k-2
✗ a Mot = : %

bkethebkttbk-e- ba" +

à



PROPR.IE/tEsDESFRAC-ioNSCoNTlNVE-
G- MKQKI -19k-2}✗ û Mot ÊÎ {bnannbn-itbu.rs

☒ / ✗- En / = min { Ix- §/ : k-b-b.ie , a entier}

BE Ë
"

- H - El - ËÎi → KEEN
,

DE si / ✗- %/ça et 1%4--1
,
alors ÊH%i%ü}



MESUREDIIRRATIONALIT-EThm-i.si
✗= not est tq . les coeff 's hj

sont uniformément bornés
,
alors 7C>0t.gr/X-&-qt=qEV-ac-Z,V-ac-IN.

Exemple : ✗ = /+ → ✗ = HÉ ,
×>0 ⇒

fx-HIJTmlhiouvibk-S.it
✗ c-R

.

Si V4>0 l'inégalité f-§ /<{y
a une infinité de solutions

,
alors × est transcendental

.

Thm(BtN_ : Soit ✗ ←R algébrique .

Alors
,
fr0

,
3-c-EN

X-p . H - Ê / 7 Ë . pour
tous æZ

, QEIN .



MESUREDIIRRATIONALIT-tyCT-B-hmCZeilbengoyzudi.li
: Si tu = 7. 10320533.4. . . , alors

Koiso
,
Je >0

t.gr/T-F/-qp?-cProblene:-Déterminer la valeur optimale de
fu pour TL et dautres constantes fameuses .

I.
Onconnaitgxµe)=2mT

Plus tard on verra que
:

t-il : dix = 2 pour
"

presque tout
"
× .

Questions M se comporte comme un réel
"typique" ou non ?



☒
RESTNCTl0NDEDÉN0MlNATEU

Questionfondonontolecemmbsée : SoitDE N
,
#R
,
S >0 .

Trouver QED minimal et ÆZ t.gr/x- § / 5 .

T-ormukti.no/-ernatire:-V-tc-lR , 1f41 :< dx-ltpf-minfti-nt.net}
La question devient donc : étant donné D. × , 8 ,

trouver

qc-D-tq.HN/cSqk--s7ac-Z-i.q.1qx-aI-Sq) .

Dirichlet : Si D=/N
,
alors qu'{* llqxll ⇐ YQ .

•
7.= èdrio

① → 20--330 → 40 → . .

°
•1 2- → À→ Es →Z" → .

. .

Repartition de ftp.qg sur le cercle?



DISTRIBUTIONUNIFORMEMOD1-EOuestion.cnSoit (a)NÎ ER . Quand est - il vrai que

la suite est uniformément repartie mod 1
,
c-à-d :

f0.4431 , p.us#tk-n=N:,qnEdAeGP-=p.a?
Nino

Tnéoùmelweyl: (an/ n'Î est unif. repartie mod 1 s-si

N

V-kc-Z-H.N-j-Icosknk.nl, #§
,

sinflnkan) →0.

Exemple : ① (nx) n? unif. repartie⇐ × irrationnel . vitesse de
convergence

② HAN? canif . répartie ⇒ × irrationnel dépend des
approx.

③ ( PHP premier
Unit . répartie ⇐ ✗ irrationnel} rationnellesde× .



④
RESTRICTION DE DÉNOMINATEUR

S-CTD-theoi-me.ftaharescugl945-S.it× irrationnel .
.

c>° -

① 7 une int de q t.gr Agit Eglise
② VA , min Il

q74-oi-aa-TK-qa-QPenn-ry-E.irposant optimal 1 aux
deux cas

TK.me/Matomaki,2ooN-foitxirntiomliex
1- une infinité de prepmierspt-q.Hpxlk-p.ie .

Remarque: Exposant optimal 1




