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Itération de fonction

On considére une fonction, p.ex., f: D(0,1) — D(0, 1) inversible.
@ Pour chaque z, {f°"(2)},cz est |'orbite de f
o f forme un systéme dynamique discret

@ La dynamique de f est |I'ensemble de ses orbites

On s'intéresse :
@ a comprendre |'organisation des orbites;

@ a décrire les invariants géométriques.

4

@ Sihofohl=g, alors hof"ohl=g"

= h envoie les orbites de f sur les orbites de g
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Antipolynémes et tricorne

Espace du paramétre c € C

p(z)=Z%*+c

@ Tricorne = {c € C: |p2"(0)| borné}

o Object global lié a la famille {pc} ¢

@ L'étude local aide & comprendre la
tricorne

Systématiser |'étude local des points paraboliques et de ses
déformations par un parameétre.
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Patie 1
Germes paraboliques antiholomorphes
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Fonctions antiholomorphes

f holomorphe f antiholomorphe
of of
oz~ 0 9z~ "

e fonctions d'intéréts : f(z) = a1z + ayZ> + a32° + o(Z%)

@ |a;| =1 (point parabolique)
Remarque
f o f est holomorphe
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Point fixe parabolique

f(z)=z+ %e2iﬂ/933 H(z) = e7in/367 4 %ezm/gfz

e |/(0)] = |£(0)] =1 (points paraboliques)

@ mais f; et f, ne sont méme pas topologiquement conjuguées
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animation/para/out.mp4
animation/para/out2.mp4

Etude locale

fi,f: (C,0) — (C,0) paraboliques

© Peut-on décrire géométriquement la dynamique de f;?

@ f; et f, sont-elles analytiquement conjuguées sur un voisinage de
0?

© Si la réponse de 2 est négative, quelles sont les obstructions?

Jonathan Godin (Université de Montréal) 7 avril 2021 8/31



Invariants

P2 1
Y

® !
N © codimension k € N (nb de pétals 2k)
\ / Q le signe +

_./ \., © l'invariant formel b € R
. .-:U,l @ les transitions « sur les pétals »
e D

Théoréme (G., Rousseau)

Les invariants 1 4 4 de f; et de £, sont équivalents ssi f; et £, sont
analytiquement conjuguées.
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Forme normale

Zk+1

2:v(z)::1+bz

Flot ¢t — z( Temps-3 z — v%

* &

Figures fait avec k =3 et b=0

Modéle : g ovz: z v%(z)J
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Normalisation sectoriel

0
Unicité :
Si p; est une
autre coord. de
Dynamique de f Dynamique de o o % Fatou, alors
— 1 T ~ 5
Bjowi=v",
ettj =1t
-1

Coordonnée de Fatou : ¢jof o go:} —oov: (j=0,1,..‘,k)J
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Fonctions de transition

On compare g et ¢ sur leur intersection
— 1 T

o

Dynamique de f Dynamique de o o v3

¢1=¢10¢51|

Invariant analytique

° aov%oz/)j:q/;_joaov%

@ Si on change les ;, alors on change les v);
= On considére la classe [¢)] = {vS o ovd}

@ Invariant : [1)1, 1o, ..., Y]
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Module de classification

Définition
Le module de classification de f est le triplet (k, b, [¢1, ..., ¥x]).

Théoréme de classification (G., Rousseau)

Deux germes antiholomorphes paraboliques positifs f; (j = 1,2) sont
analytiquement conjugués si et seulement s'ils ont le méme module

de classification (k, b, [1, . .., ¥x]).
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Courbe réelle analytique invariante

Théoreme (G., Rousseau)

P Z . . g 1
f préserve une courbe réelle analytique si et seulement si 1); et v2
commutent.
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Patie 2
Déploiements
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Déformations

Soit fy un germe antiholomorphe parabolique de codimension 1.

Définition

Une déformation a un paramétre réel de fy est un germe

f:(n,z)w— f(n,z) tel que f(0,z) = fh(z), avec 1 réel. On la note
f,. On appelle {f,}, une famille.
La famille est générique si

0

LR .
an%" (0,0) 70

Déformation o
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animation/deformation/out2.mp4

Objectifs

Objectifs :
@ Comprendre la dynamique des déformations de f,
o Classifier les familles {f,},

@ Expliquer certains phénoménes géométriques de fy

Stratégie

@ Déterminer un paramétre canonique (invariant)
@ Déployer I'invariant formel b

@ Déployer les coordonnées de Fatou
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Equivalence de familles

Définition
Deux familles {fi,}, et {2}, sont équivalentes s'il existe une
famille de conjugaisons {hn}77 et un changement de paramétre

a = [(n) tels que

fa.5(n) = hn o fipyo h;l-

@ L'équivalence est une relation d’'équivalence

@ h, analytique en 7
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Paramétre canonique

@ On pose A\ = (f, 0 f,)(z+), ot zy sont des points fixes

@ On définit

1 1\ 2 1 1
= (mory “m00) %O =g TRy

Proposition

e et b(e) sont des invariants
De plus, f, est équivalente a la forme, dite préparée,

f.(z) =2+ (2" — ©)R(Z,¢)

(€)}. est le déploiement de I'invariant formel de f;
(VE) =2
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e > 0 : Domaines de translation

z 72— 1+b(e)z
& —v(2) = 55 Z.(z) = /dt:/;—f?dz

Deux cartes de la coordonnée temps
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e > 0 : Coordonnées de Fatou

Coordonnées de Fatou

Sur chaque carte UZ, il existe une fonction &= telle que

CbeioFo(CDEi)_l:T%, OUT%ZZI—)j-‘r-%.

(Unicité) Si ®. est une autre coordonnée de Fatou, alors il existe
R € R tel que ®. 0 d 1 = Tg.

Les orbites de £ deviennent {Z,Z +1,Z+1,Z+3,...}
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Fonctions de transition
Sur l'intersection, on compare les coordonnées de Fatou.
Vo= 0Z  o(ZF) Lo(dF)1

AN
7

V. envoie les orbites
dans une carte sur les
mémes orbites dans

['autre carte
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e > 0 : Espace des orbites
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e < 0 : Domaines de translation

€ =v(z) = H%(;)z, Z.(z) Z/dt=/%dz

Carte de la coordonnée temps

+
Zs
— A
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e < 0 : Coordonnées de Fatou

Proposition
Sur chaque carte, il existe une fonction @, telle que

¢€oFo¢€_1:T%, ot Ti: Zw>Z+

I\Jh—\

1
2

(Unicité) Si ®, est une autre coordonnée de Fatou, alors il existe
R € R tel que .0 o1 =
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Applications de premier retour de f.

Les applications de premier retour décrivent la dynamique dans un J

voisinage de +./z.
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Fonctions de transition
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Module de classification

Soit la classe [W.] = {Tg, oV.0 Tg,}

= {fonctions de transition possible de £.}

Le module de classification de f, est le triplet (e, b, [W.]). )
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Classification faible

Théreme (G., Rousseau)

Soit f, 1 et f,» deux déformations de germes antiholomorphes
paraboliques de codimension 1. Alors f, ; et f,, sont faiblement*
équivalentes si et seulement si elles ont le méme module de
classification (e, b, [V]).

* les conjugaisons ne sont pas nécessairement analytiques en ¢ = 0

Y a-t-il une obstruction a I'analyticité en ¢ = 07
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Classification forte

Théréme (G., Rousseau)

f,1 et f, o sont fortement équivalentes si et seulement si elles sont
faiblement équivalentes.

o Idée : complexifier e
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Conclusion

o Classification des points paraboliques
@ Espace des orbites des déformations des points paraboliques
o Classification des familles

@ Déploiements de points paraboliques en codimension k > 1

Jonathan Godin (Université de Montréal) 7 avril 2021 31/31



	Motivation/contexte
	Germes paraboliques antiholomorphes
	Introduction
	Étude locale
	Normalisation sectorielle

	Déploiements
	Introduction
	Paramètre canonique
	Normalisation sectoriel
	Classification faible

	Conclusion

