Analyse 2
Série 5
Séries de Fourier

Exercice 0. ! Soit p,g € Netap € R (1 <k<p)etb, cR (1 <m<q).

a) Montrer que

k=1 m=1

b) Montrer que

P q 2 p op P q q q
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Exercice 1. Soit f:R — R une fonction continue et 27-périodique. Montrer que pour tout

a € R, ona
a+m s
N
a—Tm —Tr

Exercice 2. Calculer la série de Fourier des fonctions f:[—m, 7] — R suivantes.

a) f(x) =2’ b) f(z) =e*
c) f(z) = |z -3 d)f(l'):{g?’ :igigigo

Solution. On utilisera le fait que ¢ = (—1)" pour n € Z. Ceci se voit du fait que
e = cos(nm) + isin(nm) = (=1)" +i0 = (=1)".

a) Pour cy(2?), on trouve 0, car la fonction est impaire.

Ensuite pour Cn(xd), on doit intégrer trois fois par partie. On utilise le tableau suivant

u ‘ 3 — 312 6x —6 0

—inx ()—’i,n,zz; —inx —inx

. ,—InT e __ i
dv Je — — —3 o

1 Le numéro 0 n’est pas un exercice sur les séries de Fourier. Par contre, il vous sera probablement utile

de bien maitriser la manipulation des sommes.



On obtient ensuite

s
27rcn(x3):/ zie” My

—T

x3efhm:” 3x267mm77 6x€fnm7 667nm
= | Tt e
ino|_. n . mn . n .
243 (—1)" 12im(—1)"
BT O T
n n

La série de Fourier est donc

S(z) = i (iﬁz(;l)n B 61’(;;)") ginz _ i ; <%) (=1)"eie.

n=-—oo n=—oo

n#0 n#0
Si on veut exprimer la série en terme de sinus (il n’y a pas de cosinus, puisque la fonction
est impaire), on utilise b,, = —2J¢,. On trouve donc

© 2,2
2m4n® — 12
o n+1 .
S(x) = (T) (—1)"" " sin(nz).

Exercice 3. Soit f:[—m,m] — R la fonction définie par
fa) {—1, si—m<z<0,
€T) =
1, si0<zx <.

Etudier la convergence uniforme de la série de Fourier de f.

Solution. On calcule d’abord les coefficients de la série de Fourier. On a

1 s
o= — (x)dx =0,
2 J_,
car f est impaire.
Ensuite, pour n > 1, on a
IR 10 ~1)" —1
Cp = — e ""dr — — e "™y = z(>—
21 Jo 2 J_, nmw

Puisque tous les ¢, sont imaginaires pures, on déduit que

2
n=20 t b, = 23¢, = —((—=1)" —1).
a e Se mT(( ) )
On obtient
= 4
E cnemm = — E % sm(2nm)
nez n=1



On a vu a lexercice 9b) de la série 4 que

ne converge pas uniformément sur [0,27]. En fait, en répétant la démarche du 9b) avec
T = 55, on obtient que la série ne converge pas uniformément.

Exercice 4. a) Montrer que pour f, g: [—m, 7] — R intégrable, on a ¢, (f+g) = cn(f) +cn(g)
et cn(Cf) = Cep(f), avec C est une constante, lorsque ¢, (f) représente a,(f) ou bien

bn(f)-
b) Montrer que si f est une constante, alors ¢, (f) = 0 pour tout n # 0.

c) Calculer la série de Fourier de f(z) =z + 7.

Exercice 5. Soit f: [—m, 7| — R une fonction continiment dérivable telle que f(—n) = f(m).

a) Montrer que

an(f) = — et bn(f) =

b) Déduire que si f’ est continiiment dérivable et si f/(—7) = f/(7), alors a,(f) = —a”g )
bn 1
ot by(f) =~
c¢) Déduire a partir du b) (sans faire appel au théoréme de convergence du chapitre 6) que la
série de Fourier de f converge uniformément vers f sur [—m, 7|, si f vérifie les hypothéses

du b).

Exercice 6. Soit ¢ € (0,7) et f:[—m, 7] — R définie par
1, si0<|z| <cg,

f(x):{o, sie< x| <m.

a) Calculer la série de Fourier de f.

b) Montrer que

i sin(2nc) 7w —2c
n 2

n=1

Solution. a) D’abord, notons que f est paire, donc les coefficients b, sont nuls. Calculons
directement les a,,. (Dans ce cas, ce serait du travail superflu que de calculer les ¢,.)

Pour les intégrales suivantes, il est suffisant de calculer sur Uintervalle [0, ¢|, puisque f

est pair. On a
1 [° c
ag = — de = —.
™ Jo ™
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Ensuite, on a
~ 2sin(n2)|®  2sin(cn)
T n |y ™ n

La série est donc

b) On voit que f est réguliére par morceaux. Par le théoréme de convergence, on a

1, siz€(—crc)

2 — sin(c
— 0, si|z|el(c,m
HZ cosnx) 1 | € (¢, 7]
2

n=1

3|0

, sixze{—cc}.

En x = ¢, on trouve

T — 2c 2 sin(en) cos(en) 1 o= sin(2cn)
> -yt

n=1 n=1

Exercice 7. Soit f:[—m,n] — R la fonction définie par

(m2x — 23)

fla) =

a) Déterminer la série de Fourier de f.
6

b) Montrer que Z = 9t

n= 1

(Utilisez 1'égalité de Parseval (numéro 11).)

Solution. On utilise le numéro 3a) pour voir que

ea) = TIE L (T8

n3

n
(=)™ (7*n? —7*n? -6
3 ( n3 )
(=" (-6
! (F)
B 2i(—1)n+1

n3



La série de Fourier est donc

2i(—1)"
S(I‘) _ Z L( ) einT

n3

a) Par I'égalité de Parseval (exercice 8b), on a d’une part

1 T 2:' — /,‘3 2 1 T ) ) . 8 6
- TEZTN e = / (w22 — 2% + 28)dy = o
2 )x\ 3 187 J - 945

D’autre part, on a

o0 o0
> .
nb no
n=-—0oo n=1
n#0
En combinant, on conclut que
o0
pERS
<nb 945
n=1

Exercice 8. Soit f,g:R — R des fonctions continues et 27-périodique. On pose h(z) =
1 pm

~ [° flz—t)g(t)dt.

a) Montrer que h(z) = £ [T f(t)g(z — t)dt.

b) Montrer que pour n € N*  on a
an(h) = an(f>an<g) - bn(f)bn(g) et bn(h) = an(f)bn(g) + bn(f)an(g>-

¢) Montrer que si f est dérivable et f’ est réguliére par morceaux et 2m-périodique, alors
h est dérivable. Montrer que le résultat reste vrai si g vérifie les hypothéses a la place

de f.

Exercice 9. On suppose qu’il existe une fonction intégrable §: [—m, 7] — R telle que pour
toute fonction f:[—m, 7] — R intégrable et continue en 0, on ait [™_fd = f(0). (Une telle
fonction n’existe pas, mais on suppose que oui, pour Iexercice.)

a) Calculer les coefficients de la série de Fourier de . Montrer que sa série de Fourier est

1
lim —Dy.
Nosom N

b) Cette série de Fourier converge-t-elle 7



c¢) Montrer que! pour toute fonction f:[—, 7] — R contintiment dérivable, on a

lim —/ Dy = £(0).

N—oo T

Indice. Inspirez-vous de la démonstration du théoréme de convergence d’une série de
Fourier.

Solution. a) Pour n =0, on a

1 (" 1
c)o = — 6= —.
2 J_, 2m
Pour n € Z*, on a
1 [ , 1 1
p = — S(z)e My = —e = —.
27 2T 27

b) La série diverge. En effet, on a vu en classe (ou exercice 8b), pour x # 0, que

N i N—I—l)x
i i mnr __ LSIIl(( 2 )
27TDN( T) = Z 27r6 Cor sin(%) '

n=—

Il est clair que la limite diverge lorsque N — oco. Pour x = 0, on a

iDN( )= N

2T T

et on voit que cela diverge lorsque N — oo.

c) Il s’agit de reproduire la démonstration du théoréme de convergence qu’on a vu en classe.
C’est un peu plus simple, puisque I’hypothése est plus forte. On a

o | 0u= 50 = o [ (105 - 10Dy)

- [ - ronpy
[ =10 >>€“fo;:21?+%“
- [ - o =
N % _7; e ]fiol)ﬁ; T (i Ny g ()

1

C’est I’énoncé le plus proche de « iDN — 0 lorsque N — oo » que 'on puisse donner dans un cours d’analyse 2. En effet,

on peut voir la conclusion du numéro comme une forme faible de convergence.
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On pose h(z) = (f(”")ff-(o))((f_mfl). I1 suffit de voir que $h et Ih sont intégrables. Le seul

‘6”5—1‘2
probléme possible est en 0. La regle de I'Hopital nous montre que
() — f(O s — 1 — — —1
i R = gy U0 =S ONeona =)y (1) = SO o) o 1)
=0 (cosw —1)2 +sin“x =0  —2(cosx — 1)sinx + 2sinx cosx

=0

et que

lim &h = lim —(f(z) = f(0))sinz = lim —(z) - f(O)).cosa: - f'(m) sin o = —f/(O).

2—0 20 (cosz — 1)2 +sin?z  2-0 —2(cosz — 1) sinz + 2sinz cos z

(Remarquez que I'on aurait pu directement faire

i L&) SOy F@) _ S10) —if'(0),

=0 e —1 250 iet® ()
ce qui donne bien entendu la méme chose.)

Puisque h est intégrable, I'équation (%) devient
con—1(Rh) —en(Rh) + c-n—-1(Sh) — en(Sh).
On sait que ces quantités tendent vers 0 lorsque N — oc.

Exercice 10. (Densité des polynomes trigonométriques). Soit f:[—m, 7] — R une fonction
continue et réguliére par morceaux. Montrer que si f(—m) = f(m), alors pour tout € > 0, il
existe un polyndme trigonométrique s,, tel que

1 m
—/ (f —sn)?<e.
™ —T

(Cet énoncé est vrai sans ’hypotheése de la régularité par morceaux, mais on ne peut pas le
montrer dans ce cours.)

Exercice 11. Soit f:[—m, 7] — C une fonction continue et réguliére par morceaux telle que
f(=m) = f(m).
a) Soit s, les sommes partielles de la série de Fourier de f. Montrer que
1 ™
lim —/ (sn— f)> =0.

n—oo T J_ o

b) (Egalité de Parseval). Montrer que
]_ g 2 |a0 >
— | = +Z|an )+ 1ba(£))-
- n=1

s

Indice. Lorsque I'on développe, on obtient (f —s,)? = f?2—2fs,+s2. Etudiez 'intégrale

de —m a m de chaque partie séparemment.
Solution. a) On sait que s, — f uniformément, donc pour ¢ = 1, il existe N tel que si
n > N, alors

(Sn_f>2< sn — f| < 1.

Il s’ensuit que (s, — f)?> — 0 uniformément sur [—7,7]. On peut ainsi échanger la limite
avec 'intégrale et obtenir la conclusion.



b) D’une part, on a

1 [7 1
2/ 52 = 2/ ZchcekH'mxdx
T

|k|<n |m|<n

= — E E CkCm / i(m+k) mdl’ (car les séries conv. unif.)

|k|<n |m|<n

D’autre part, on a également

— spf = — cpe
o ) . " 2 J_ . y

|k|<n

L ("
=Y g [ et

k|<n o

|k|<n
=D el

|k|<n

Ensuite, en utilisant les deux équations précédentes, on trouve

i W(fsn)Qzlﬂ/ﬂ(fQZfSnTLS%)

2 J_ . 2 J_.
1 o
T on - Z |Ck:|2-
- |k|<n

Lorsque n — 0o, on obtient

Exercice 12. Prologer f: [0, 7] — R en une fonction f: R — R qui est 27-périodique et dont
la série de Fourier est une série en cosinus.

a) f(x) =sinz b) f(z) = 23
8



Exercice 13. Soit a < b.

a) Soit u: [—m,w| — [a,b] et v:|a,b] — [—7, 7] deux fonctions affines de la forme u(t) =

at + B et v(z) = yx + J, avec o,y > 0. Déterminer «, 3,7, et montrer que u~! = v.

b) Soit f:[a,b] — R une fonction réguliére par morceaux. On définit g := fou: [—m, 7] — R.
Montrer que

b
[ @ eos(e@)

an(g) =
De méme, constater que

2

b
bn(g) = - a/ f(z)sin(nv(z))da.

¢) Déterminer la limite de la série trigonométrique

GOT@ + z_; an(g) cos (nv(:c)) + Z_; bn(9) sin(m}(aj))_ (%)

d) Montrer que si f est continue et si f(a) = f(b), alors la série () converge uniformément
sur [a, b].

Remarque. Cet exercice démontre le théoréme suivant.

Théoréme. Soit f:[a,b] — R une fonction réguliére par morceaux. Alors la série

oo o0
% —I—Zancos (2522 —b—a)) +ansin (2522 —b—a))

n=1 n=1

converge vers

f@) + fla7)

5 , siz € (a,b),
f(@+);f(b_)7 sz e {abl,
ou
9 b
ap, = b—a/a f(x)cos (£=(22 — b—a)) du, Vn € NU{0},
b
by = bia/a f(z)sin (£ (22 — b — a)) du, Vn € N*.

De plus, si f est continue et si f(a) = f(b), alors la série converge uniformément vers f
sur [a, b].



