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Introduction

Ce document constitue les notes de cours pour le cours d’analyse 2 & I’Université de Montréal.
Ce texte traite de I'analyse des fonctions d’une variable réelle et fait suite a la matiére du
cours d’analyse 1. Le premier chapitre compléte le calcul différentiel et intégral. Les autres
chapitres sont plutot axés sur la théorie des fonctions, plus précisément la notion de suite de
fonctions et des différentes convergences, des liens entre la dérivée, I'intégral et la limite et
les séries de fonctions et, enfin, la décomposition d’une fonction en une série de Fourier.

\/\NM Idée inspirée du TEXbook, les paragraphes comme celui-ci, précédés d’un sinus du topologue,
contiennent des remarques ou des explications qui peuvent étre ignorées lors d’une premiére lecture.
Ils sont composés en taille 10pt, donc on peut facilement savoir ot se termine le passage. Ces sections seront
étiquetés ainsi pour 'une des raisons suivantes : des outils qui ne sont pas supposés maitrisés pour le cours
sont utilisés, le raisonnement devient un peu plus difficile a suivre (c’est ce qui a inspiré le symbole), le
contenu s’éloigne un peu trop de la discussion ou du cadre du cours, un exercice plus difficile.

Retour sur la continuité uniforme

On rappelle ici la notion de continuité. On verra aussi la continuité uniforme.
Pour toute la section, on considére I C R un intervalle (borné ou non) et f: I — R une
fonction.

Définition 1. (Continuité) On dit que f: I — R est continue en xg € I si pour tout £ > 0,
il existe 0 > 0 tel que pour tout = € I, on a

lzo — x| <0 = |f(z0) — f(2)] <e.

On dit que f est continue si f est continue pour tout = € I.
kKK

Définition 2. (Continuité uniforme) On dit f: I — R est uniformément continue si pour
tout € > 0, il existe > 0 tel que pour tout x,y € I, on a

[r =yl <d=1[f(z) = fly)l <e.

Kokoskox

Exemple 0.0.1. Soit f:(0,1) — R la fonction définie par

fa) = =

I .

Elle est bien stre continue. Pour voir qu’elle n’est pas uniformément continue, on pose & = 4.

[\

Ensuite, on considére 0 < § < % quelconque (si 6 > 1. il suffit de prendre z = zll et y = %
pour obtenir une contradition). On restreint x a 'intervalle (0, %) et on pose y = = + g
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Ensuite, on a

Ainsi, en prenant x < ﬁ; < % on obtient
2

7(@) ~ f) > 5 =<

On conclut que f n’est pas uniformément continue.

Le probléme de ce contre-exemple est que quand z tend vers 0", f tend vers l'infinie.
En fait, on a une réciproque partielle.

Théoréme 3. Soit f:(a,b) — R une fonction continue. Si les limites

lim f(z) et lim f(2)

z—at z—b—

existent, alors f est uniformément continue.
En particulier, si f:]a,b] — R est continue sur l'intervalle compact [a,b], alors f est
uniformément continue.

Démonstration. Si on définit f par

f (=), siz € (a,b),

Fo mlirzlJr f(x), siz=a,
lim f(z), siz=0,
x—b~

alors f est continue sur [a,b]. Si on montre que f est uniformément continue sur la, b],
alors on aura montré que f est uniformément continue sur (a,b). Ainsi, il est suffisant de
considérer le cas ou f est continue sur |[a, b].

On suppose que f n’est pas uniformément continue. La négation de la continuité uni-
forme donne :

de > 0,¥0 > 0,3z,y € [a,b], |z —y| <0 et |f(x) — fly)| > e (%)

Ainsi, soit ce € > 0 qui vérifie (x). Pour § = 1, il existe 2y, y € [a,b] tels que |z, — yp| < L
et |f(zn) — f(yn)| = . Ceci définit deux suites (z,) et (y,) dans [a,b]. Par le théoréme
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de Bolzano Weierstrass, puisque (x,) est bornée, il existe une sous-suite (zy,) de (z,) qui
converge vers, disons, x € [a, b].
D’une part, on a |z,, — yn,| < nL, donc yp, — x lorsque k — oo. D’autre part, si on

laisse k — oo dans |f(zp, ) — f(yn,)| > €, on trouve

[f(z) = f2)] =0 = ¢,

ce qui est une contradiction. D’ou f est uniformément continue.
UJ

Exemple 0.0.2. Soit f(z) = logz sur (0,00). Puisque logz — —oo lorsque z — 07, on

conclut que f n’est pas uniformément continue sur (0, 1].

Par contre, puisque f est continue sur [1,2], le théoréme affirme que f est uniformément
continue.

Morale : « étre uniformément continue » dépend du domaine que I'on considére.

La continuité uniforme sera fort utile pour déterminer I'intégrabilité d’une fonction.
Enfin, on rappelle les résultats suivants concernant les fonctions continues.

Théoréme des valeurs intermeédiaires 4. (TVI) Si f:I — R est continue, alors pour
tout x,y € I tels que x < y et pour tout ¢ tel que f(x) < ¢ < f(y) ou f(y) < c < f(x), il
existe z tel que v < z <y et f(z) =c.

Théoréme 5. Soit f: I — R une fonction continue. Si I est un intervalle compact, alors f
atteint son maximum et son minimum. En particulier, f est bornée.

Retour sur la dérivée d’une fonction

On rappelle que f est dérivable en x € I si la limite

o fath) = @)
h—0 h

existe. Dans ce cas, on la note f’(z) ou %(m). On dit que f est dérivable si f est dérivable
pour tout z € I.

On étend la notion de dérivée aux intervalles fermés. Si f est définie sur un intervalle
de la forme [a,b) ou [a, b], on définit la dérivée & gauche par

f’(a) — lim fla+h)— f(a)

h—0+ h

)

lorsque la limite existe. La limite a droite, sur un intervalle de la forme (a,b] ou [a,b] se
définit de fagon analogue.

Si on dit que f est dérivable, cela veut dire que f est dérivable en tout x € I, y compris
a droite ou a gauche si I'intervalle inclut I'une de ses extrémités.

La définition de la dérivée est équivalente a D'affirmation suivante : il existe L € R et
une fonction r telle que r(h) — 0 lorsque h — 0 et

flx+h) = f(x)+ Lh+r(h)h.
Dans ce cas, f est dérivable et f’(a) = L. Cela se généralise de la fagon suivante.
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Théoréme des développements limités 6. Soit f: I — R, soit a € I, soit n > 1 et on
suppose que f(”)(a) existe. Alors

ot e(h) — 0 lorsque h — 0.

Un résultat important des fonctions dérivables est le suivant.
Théoréme des accroissements finis 7. (TAF) Si f:[a,b] — R est continue sur [a,b] et
dérivable sur (a,b), alors il existe £ € (a,b) tel que

fb) = fla) = (&) —a).

Corollaire 8. Si f: I — R est continument dérivable, alors pour tout a < b dans I, il existe
M > 0 tel que pour tout a < x <y <b, on a

|f(y) — f(@)] < My — =.
Démonstration. Exercice.
O

Le théoréme des accroissements finis se généralise par le théoréme de Taylor.

Théoréme de Taylor 9. Soit f: I — R une fonction n + 1 fois dérivable sur I. Soit a € I
et h tel que a + h € I. Alors il existe £ entre a et a + h tel que

fla+h) = fla)+ f@h+3f"(@h® + -+ 3 f Q" + gy f T O,

Classes de fonctions dérivables

\/\NM Cette section est optionnelle. La matiére n’est pas nécessairement difficile, c’est plutot une question
de temps.

Définition 10. Soit / un intervalle (borné ou non).
1. On définit Pensemble C°(1) par

CO(I) :={f:1 = R | f est continue}.
2. On définit I'ensemble C1(I) par
CY(I):={f:1 = R | f est dérivable et f’ est continue}.
3. Pour n > 2, on définit
C"(I):={f:1 — R | f est dérivable et f' € C"1(I)}.
4. On définit I'ensemble C°°(I) par
Co(I) = () ¢"(D).

neN

Lorsque f € C™(I), on dit que f est de classe C".
kookokk



Autrement dit, C™(I) est I'espace des fonctions n-fois dérivables dont la dérivée n-iéme
est continue. L’ensemble C°°(]) est 'ensemble des fonctions infiniment dérivable. Si I est
un intervalle, ¢c’est un ensemble non vide, puisque les fonctions constantes en font partie.

Il en va de soi que l'on a les inclusions suivantes

C®(I)c---cCYI)cC---c C*I)c cl(I) c ).

De plus, les inclusions sont strictes, puisque la fonction f(z) = (max{0,z})" est n — 1-fois
dérivable, mais pas n-fois.

\/\/m. Les ensembles C™(I) forment un espace vectoriel pour chaque n € NU {cc}. En effet, si f,g,h €
C™(I) et si o, B € R, alors

(1) af € C™(I);

(2) af +Bg € C™(I);

(3) alf +9) =af +ag.

Quelle est alors la dimension de l'espace? En fait, il s’agit d’un espace de dimension infinie. L’espace est
donc plus difficile & cerner, puisqu’on ne peut pas facilement utiliser une base et des matrices pour travailler.
Par exemple, pour = € I, on peut définir une application linéaire L,: C™(I) — R par

L. (f) = f(=),

mais cette application ne se représente pas par une matrice.

Exemple 0.0.3. 1. f(x) = % est de classe C*°(0, 00).
2. g(z) = |z| est de classe C°(R) et de classe C*(0, c0).
3. un polyndéme est de classe C*° sur R.

Petit o et grand O

On utilisera la notation du petit o de Landau.

Définition 11. Soit a € R et soit r et h deux fonctions définies sur un voisinage de a. On
dit que 7 est un petit o(h(x)) lorsque * — a (dit « petit o de h ») si

lim =0.
T—a h(m)
Par abus de notation, on écrit parfois r(z) = o (h(x)). Lorsque le contexte est clair, on
Tr—a

écrira simplement r(x) = o(h(z)).
kKK

Exemple 0.0.4.
e f(x) = x est un petit o(1) lorsque z — 0 (dit « petit o de 1 »), puisque lim,_,oz/1 = 0.

Cependant, f n’est pas un o(z), car lim,_,oz/z =1 # 0.
e g(z) = vz est un o(z!/3) lorsque 2 — 0. En fait, g est un o(zf) pour tout 0 < ¢ < 3.
e h(z) =1— cosx est un o(x) lorsque = — 0, car, par la régle de I'Hopital, on a




L’exemple suivant illustre un peu mieux comment cette notation sera utile.

Exemple 0.0.5. Définition de la dérivée. La fonction f est dérivable en zq si et seulement
s’il existe A € R tel que
f(zo+h) = f(x0) + Ah + o(h), (%)

pour tout |h| assez petit. Dans ce cas, on a f'(zg) = A.
Démonstration. On suppose que f est dérivable. Dans ce cas, on pose

r(h) = f(zo +h) — f(zo) — f'(z0)h,
ol h est assez petit pour que f soit définie en xg + h. On voit que

f % = fm e hf)L —I0) ) = f(an) — £ (o) =

et donc r est un o(h). Ainsi, 'équation (x) est vérifiée avec A = f'(x¢).
Maintenant, on suppose qu'’il existe A € R tel que () est vraie. On a alors

f(zo +h) — f(=o) o(h)
=A+—.
h T
Lorsque h — 0, le c6té droit converge vers A, donc le coté gauche converge également. Ainsi,
on a bien que f/(z) existe et f'(zg) = A. O

En fait, cet exemple s’applique aussi aux développements limités.
Exercice 1. Développements limités. Montrer que si f est n-fois dérivable en xg, alors

2 h

Flao +h) = flao) + £/ (o) + " (x) o+ -+ [ (wo) 1 + (")

Proposition 12. La notation du petit o vérifie les propriétés suivantes :

1. sig=o(f) et h =o0(f)+ o(g), alors h = o( f);
2. Sih = folg), alors h = o(fg).
Démonstration. 1. Si g = o(f), alors % — 0 lorsque © — a. Soit k = o(f) et m = o(g)

telles que h =k +m. On a

— 0 lorsque = — a.

Conclusion : h est un o(f).
2. 1l suffit de voir que

= — 0 lorsque x — a.

D’ou fo(g) est un o(fg).



Exemple 0.0.6. Si p(z) = x+22, alors p est un o(1). Or, on voit que p(z)" = o(z"~!). Cela
ne contredit pas la proposition, car @ — 0 lorsque  — 0, donc on a aussi p(z)" = o(1).
Morale : le signe d’égalité pour le petit o est une notation. Il dit que le coté gauche

posséde la propriété voulue. Ainsi, il faut éviter des expressions comme o(f) = o(g).

. (cosz —1)" ) o
Exemple 0.0.7. Calculer hn%J ——.—— Le développement limité de cosz en 0 est
T—

)
2
cosr =1-— % + o(z?).
On a donc
(cosz —1)" (1 — 22+ o(z?) — 1)"
r2n o r2n
(—52% + o(a?))"
- 2n
(_1)n%x2n +O(CE2”)
- r2n
(="
=5t o(1)

On voit que la limite lorsque x — 0 vaut (_2—1,3”

La prochaine notation est celle du grand O. Elle est particuliérement utile en informa-
tique, pour 'analyse d’algorithme.

Définition 13. 1. Soit a € R et f, g: (a,00) — R deux fonctions. On dit que f est un grand
O(g(z)) lorsque x — oo s'il existe M > a et C' > 0 tels que pour tout = > M, on a

()] < Clg(z)].

2. Soit zg € R. Soit f et g deux fonctions définies sur un voisinage de xg. On dit que f est
un grand O(g(x)) lorsque x — xq s'il existe C,m > 0 tel que si |z — xg| < m, alors on a

f(z)] < Clg(z)].

Kokokok

Lorsque le contexte est clair, on ne précisera pas vers quelle valeur x tend. On commence
par le cas ol x — o0.

Exemple 0.0.8.
e f(xr) = x est un O(z), puisque x < z pour tout x. En fait, f est un O(z") pour tout

n>1.

e Une fonction bornée g est un O(1), car g(x) < C pour tout x. Par exemple, g(x) = sin(z)
est un O(1).

e h(z) = e” n'est pas un O(z™) pour aucun n € N.




Exercice 2. Soit f,g:(0,00) — (0,00) deux fonctions. Montrer que si

- flx)
A0
existe, alors f est un O(g(x)).

Ensuite, on s’attarde au grand O lorsque = — a. Voici des exemples.

Exemple 0.0.9.
e f(z) =z est un O(x) lorsque = — 0.

e g(x) =sinz est un O(z) lorsque x — 0.
e h(z) = e” est un O(1) lorsque x — a pour tout a € R.

Exercice 3. Soit a > 0 et f,g:(—a,a) — (0,00). Montrer que si la limite

existe, alors f est un O(g(x)).

On a vu que le petit o est intimement lié aux développements limités. Le grand O est
quant a lui lié¢ au développement de Taylor.

Théoréme 14. Soit f: I — R une fonction de classe C"*1 sur I. Alors pour |h| assez petit,
on a

h"
n!

fl@+h) = f(@)+ f@h+-+ fD @) — + 0"

Démonstration. Par le théoréme de Taylor, pour h si petit que f est définie sur [z —h, z+ h],
il existe £ tel que

h) = '(x)h ) () 4 pnrn gy P
o+ 0 = @)+ F@ht o+ /0w 4 g
Ainsi, on voit que
@) - P e ()] 2 e ey S
a4 ) = fo) = flah - (O =

Puisque f (n+1) est continue, la fonction f (n+1) est bornée sur Uintervalle [z —h, x+h], disons
par C'. On a donc

n!

C n+1
= (n—i—l)!’h |

d’ou la conclusion.
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\/\N' Comment cette notation est-elle utile en informatique? Lorsqu’on analyse un algorithme, il est
important de savoir si I’algorithme effectue un grand nombre d’opérations. Comme il est bien trop
difficile de calculer explicitement ce nombre, on utile des ordres de grandeur. C’est 1la ou la notation grand
O est utile.

\/\N' Exemple 15. On considére le programme suivant qui permet de determiner si un nombre x ap-
partient a une liste ordonnée L de nombres*.

Fonction chercher x dans L.
Soit & un nombre et L = (z1,...,2,) une liste ordonnée de nombres de longueur n.
1. Choisir a < 1 et b + n.
2. Tant que a < b :
choisir m + |%Ft].
Siz=uxz,,
renvoyer m,
sinon si z < z,,,
choisir b < m — 1,
sinon si z > x,,,
choisir a < m + 1.
3. Renvoyer (). // Si on se rend ici, on n’a rien trouvé.

Le but de 'exemple n’est pas de vérifier que 'algorithme fonctionne, mais plutot de vérifier qu’il est efficace.
On détermine 'efficacité en fonction de la longueur de la liste n.

On définit une fonction f:N* — R comme suit : f(n) désigne le nombre d’opérations effectuer pour
accomplir I’algorithme pour une liste L de longueur n dans le cas ou la recherche est la plus longue possible.
Calculer f explicitement serait bien trop difficile, voire imposible. Au lieu, on montre que f(n) = O(logn)
lorsque n — oc.

L’idée est la suivante : la boucle de I'étape 2 peut s’effectuer au plus [log, n| + 2 fois, car a la j-iéme
itération, on voit que

n+1

b—a< 57

et pour j = |logyn] + 2, on a

92J — 2[108;2 n|+1+1 _ 9. 2[10g2 n|+1 >2. 210g2n — 9.

Ainsi, il s’ensuit que

b—a<

n—|;1<n+1<1’

- 2n
donc b = a puisque b et a sont entiers.
Ensuite, si & chaque fois que 'on exécute la boucle, on effectue au plus C' opérations, on obtient la borne

f(n) < C([logan| +2) + D,

ou D est le nombre d’opérations effectuées dans les autres étapes a I'extérieur de la boucle et qui ne dépend

pas de n. Ceci montre que f(n) = O(logy n). Enfin, puisque logs n = 112%7 on a également f(n) = O(logn).

* Le pseudo-code est inspiré de la documentation de Python.
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\/\/M Habituellement, on dit qu’un algorithme est efficace lorsque le nombre d’opérations est de 1'ordre
d’un grand O(polynome) dans la dimension qui croit (dans ’exemple précédent, cette dimension
est la longueur de la liste). Si l'ordre de grandeur est un grand O(logn), c’est encore mieux!

Fonctions élémentaires

Au thapitre 4, on verra les propriétés des fonctions transcendantes importantes. En atten-
dant, on tient pour acquis 'existence et les propriétés des fonctions suivantes. Ces fonctions
seront souvent utilisées dans les exemples, mais jamais dans les démonstrations, de sorte
qu’il n’y ait & aucun moment un argument circulaire.

Fonction | Dérivée | Primitive (+ C) Propriétés Valeurs spéciales

exp x exp T exp T exp(z +y) = exp(x) exp(y) | exp(0) =1

log x % zlogz —x log(zy) = log(x) + log(y) |loge=1

sinx cos T —Ccosz sin? z + cos?z = 1 etc. sin0 = 0,sin § = 1, etc.
cos T —sinz sin x voir sin cos0=1,cos § =0, etc.
tan sec? log(sec x) 1+ tan? z = sec? x etc. tan0 = 0,tan § = 1

sec T sec ¢ tan x | arctan(cos x) voir tan

arcsin x ﬁ rarcsinz + /1 — 22 arcsin x + arccosx = 5 arcsin0 = 0

arctan | 7oz zarctanz — 3 log(1 + z?)

Chapitre 1

Calcul intégral

1.1. Définition de l’'intégrale de Riemann

Soit f:[a,b] — R une fonction. Le but est donner un sens précis a la notion « d’aire sous la
courbe ». Pour ce faire, on introduit quelques définitions.

Définition 1. Une subdivision (partition) de [a,b] est un sous-ensemble fini
P =A{xo,z1,...,2,}

de [a, b] tel que
a=x0<1T]1 <T2< - <xpy=0>.

Par abus de notation, on notera une partition par P = {xg < 1 < 23 < --- < xp}.
kokskok
T

>

|
1
a X Zj b
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Définition 2. (Sommes de Darboux). Soit f:[a,b] — R une fonction bornée et soit P =

{z0, ..., 2} une partition de [a, b]. Alors on définit
ZM —xj_1), ou M; = sup f,
[zj—1,7;]
ij = Zj—1) oumj;= inf f.
[2j—1,7;]
stk
I(f,Q) S(f.P)
! T T
a L1 T2 T3 $4x5 Zg b a L1 T2 T3 $4x5 Zg b

Lemme 3. (de raffinement). Soit P et ) deux partitions de [a,b]. Si P C @, alors

I(f,P) < I(f,Q) et

Démonstration. On écrit P = {a = z9 < ... < zp, = b}. Par
hypothése, on a P C @, ainsi I'intervalle [z;_1,z;] se subdi-
vise par une partition @); des points de ). Ainsi, si on montre
que I(f,{xj—1,2;}) < I(f,Q;) pour tout 1 < j < n, on aura
I(f,P) < I(f,Q). 1l est donc suffisant de considérer le cas
P ={a,b} et @ une partition de [a, b].

On écrit Q = {yo < ... < yn}, mj = inff,. . f pour
1 <j <netm=infj,, f. Comme [Yj-1,Y5] C [a,b], on a
mj; > m. Il suit que

I(f,P)=m(b—a)
=ﬂn§:@%1—yﬂ
= Z
< ij(yj—l —Yj)
j=1

= I(£,Q).
La démonstration de S(f, P) > S(f, Q) est analogue.

(somme téléscopique)

yj 1_yj

13

S(f,P) = 5(f,Q).

Tj—1 J

Représentation géométrique
du terme I(f,[xzj_1,2;]) de
la somme I(f, P).

Lj-1 J
Subdivision de [x;_1, z;]| par
des points de Q.

|



Lemme 4. Pour toutes partitions P,Q de [a,b], on a I(f, P) < S(f,Q).

Démonstration. On a
(

1)
I(f,P) < I(f,PUQ)
<S(f,PUQ)
(2)
< S(£,Q),
ot on obtient (1) et (2) en appliquant le lemme de raffinement.
O
Définition 5. On définit les intégrales supérieure et inférieure respectivement par
) b
[remtisepy e [ f=suw(Sr P,
a P Ja P
kookokok

ot I'infimum et le supremum sont pris sur toutes les subdivisions P possibles de [a, b].
b b
Lemme 6. / f§/ f
a a
Démonstration. On a I(f, P) < S(f, Q) pour tout P, Q. Prenons sup :
P

b
/ f<S(f,Q) pour tout Q).

Prenons inf :
Q

b b
<]t
Ja_ a
U
Définition 7. Soit f:[a,b] — R une fonction bornée. Elle est intégrable (au sens de Rie-

mann) si B
£ /= / 'y

Dans ce cas, on note la valeur commune | f f (ou [ f f(z)dx)
-

Remarque. De fagon équivalente, f est intégrable si et seulement si pour tout € > 0, il existe
une partition P de [a,b] telle que |S(f, P) — I(f, P)| < e. (Exercice.)
Kok kK
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Exemple 1.1.1. f(x) = ¢ (const.) sur [a,b].
Prenons P = {a,b}. Alors

S(f,P) :C(b_a)7
I(f,P) =c(b—a).

On a donc fff <c(b—a) et fff > ¢(b—a). On conclut que

c(b—a>s£fsffsfz<b—a>,

c’est-a-dire que f;f = f;f = ¢(b — a). Conclusion : fab f=cb—a).

Remarque. Cet exemple démontre que I'aire sous la courbe d’une droite horizontale corres-

pond bien a l'aire d’un rectangle.

Exemple 1.1.2. f(z) = 22 sur [0, 1].
Soit P, = {0, 1, 2 n=11}. On a alors

smondtt 0

wn-£ ()

n=1

1 n
— ﬁzﬂ
j=1

‘ -

Kokokok

g—1
n

= (n(n+1)(2n+1))

w

n

D= D

Wi~

Il suit que

De méme, on a

e

lorsque n — oo.




lorsque n — oo.

Il suit que

Pour résumé, on a obtenu

résultat
général

l__

[

Conclusion : f(x) = x? est intégrable sur [0, 1] et fol f=1

W
(VAN
Wl

<[

Exemple 1.1.3. (Somme de Riemann). Soit f:[a,b] — R une fonction intégrable au sens
de Riemann. Pour chaque n € N, il existe P, et @, des partitions de [a, b] telles que

b b
)= [fl<s e |str@n- [ 1]<a

n

On pose R, = P, U @Q,. 1l suit que

n

b T b
IUﬂm—/f<1 et Sﬁﬁm—/f<%

Ensuite, on écrit R, = {zn0,...,%nk,}. Pour chaque n € Net 1 < j < kj,, on choisit

un nombre z;, ; € [¥p,j—1,%n,5]. Puisque

inf f<f(z,;) < sup

[mjfl’wj] [xn,j—laxn,j]

16



on obtient

<Zf ) — wnj1) < S(f, Rn).

En laissant n — oo, par le theoreme des deux gendarmes, on obtient

b kn,
1= D65 0 = n5),
J:

1.2. Propriétés de l’'intégrale

1. Soit a < ¢ < b. Alors f est intégrable sur [a, ] si et seulement si f est intégrable sur
[a, c] et sur [c,b]. Dans ce cas, on a

/abf=/:f+/cbf-

2. Si f, g sont intégrables sur [a, b], alors f + g U'est aussi et

/ab(f+g>=/abf+/abg

3. Si f est intégrable sur [a, b], et si ¢ € R, alors ¢f est intégrable sur [a,b] et

/abcf:c(/jf).

4. Si f et g sont intégrables sur [a,b] et si f(z) < g(x) pour tout = € [a, b], alors

IREVE

Démonstration. On fait 1 et 2 et on laisse 3 et 4 en exercice.

1. On montre d’abord que f f= f f+ f f- (Ceci est toujours vrai, que f soit intégrable

ou non.) Soit R une partition de [a, b]. Il existe des partitions P de [a, ] et Q de [c, b] telles
que RU {c} = PUQ. On a donc

I(f,R) < I(f, RU{c})
=1I(f,PUQ)
I(f, P)+1(f,Q)

§£f+£f



Si on prend le supremum sur toutes les partitions R de [a, b], on trouve

:£}34?+L?.

Soit maintenant U une partition de [a,c| et V une partition de [¢,b]. Il est clair que
U UV est une partition de [a, b], donc on a

b
IUiU+HﬁV%=HﬁUUv%§/f-

Si on prend le supremum sur les partitions U de [a, ¢] et le supremum sur les partitions V'

de [c, b], alors on obtient
c b b
[re[e<]+
Ja  Je  Ja

En combinant les deux inégalités, on conclut que [ ac f+/ Cb f= ff f.

On laisse en exercice de démontrer que f_; f+ fcb f= f; f.

Si f est intégrable sur [a, ] et sur [c, b], alors on a bien [ ; f= f; f et donc f est intégrable
sur [a, b].
Si f est intégrable sur [a, b], alors on a

L?+L?:ZZ+ZZ

Cette égalité est seulement possible si fac f= f_ac f et fcb f= fcb f, car I'intégrale inférieure est
plus petite que I'intégrale supérieure. o

2. Prenons des subdivisions P, @ de [a, b]. Alors

S(f,P)+S(9,Q) = S(f, PUQ) + S(9,PUQ)
S(f+g9,PUQ) (sup, (f+ ) < sup, £+ sup, g)

b

(f +9)

v
|

Pour résumer, on a obtenu S(f, P) + S(g f (f+g). Prenons i%f et igf :

ff+f9 zf(f+g)-



De la méme fagon, on obtient

Comme f et g sont intégrables, on a
b b b
o=l
Ja_ a a
b b b
et /g=/g=/ g
Ja_ a a

/;(Hg):/ab(fﬂw),
/ab(f+g)=/abf+/abg-

Exemple 1.2.1. Soit f:[0,2] — R définie par

0, si0<z<l,
f<x)_{x2, sil<ax<2.

On conclut que

d’ou f + g est intégrable et

Puisque f est intégrable sur [0, 1] et sur [1, 2], il suit que f est intégrable sur [0, 2], méme si
f n’est pas continue.

Inégalité triangulaire

/abf s/abm

Démonstration. On a d’une part

f§|f|4:‘>/abf§/ab|f|
19



et d’autre part

—fsuﬁg[—fé—éws[ﬁﬂ
ilﬂslﬂm
([fsénﬂ

1.3. Intégrabilité des fonctions continues

Donc on obtient

ce qui veut dire que

Théoréme 1. Si f:]a,b] — R est une fonction continue, alors elle est intégrable.

On rappelle que si f est continue sur [a,b], alors f est bornée et f est uniformément
continue.
Démonstration. Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe 6 > 0 tel que
pour tout z,y € [a,b], on a

v —yl <= [f(z) - fly) <e (*)
Prenons une subdivision P = {xg, x1,...,2,} telle que z; — xj_1 < § pour tout j. Par (x),
il suit que
sup f< inf f4e
[Ij—lamj] [xj*hxj}
pour chaque j, c’est-a-dire que
M;<mj+e Vj. (%)

Puisque f est bornée, il s’ensuit que S(f, P) et I(f, P) sont bien définis. On a donc

—
/féﬂﬁm
- Mj(l‘j — l’j_l)
j=1
<Y (mj+e)(z; —xj-1) (par (#x))
j=1

n
mj(zj —wj1) + ) e(zy —wjm1)
j=1

<.
I
—_

20



:I(f7P)+€(b_a)
b
< / f+elb—a).
Autrement dit, on a

b b b
/fs fS/era(b—a) Ve > 0.

On conclut que

c’est-a-dire que f est intégrable.

Exemple 1.3.1. 1. Tout polynéme est intégrable sur tout intervalle [a, b].

2. La fonction f(x) = % n’est pas intégrable sur (0, 1], méme si elle y est continue. En effet,
elle n’est méme pas bornée.

3. La fonction f:[0,1] — R définie par

_ xsin%, si x € (0,1],
f<x>_{0, () sixz =0,

est intégrable. En effet, elle est continue sur [0, 1].

La fonction f:[0,1] — R définie par

f(z) = {sin (1), size(0,1],

0, six =0,

est-elle intégrable?
La réponse est oui, mais on ne peut pas faire appelle au théoréme précédent.

Corollaire 2. Si f:[a,b] — R est continue sur [a,b], sauf en un nombre fini de points, et si
f est bornée, alors f est intégrable.

Démonstration. Soit a < x1 < xg < -+ < x, < b les points de discontinuité de f dans (a,b).
On pose g := a et xp41 :=b. Soit M > 0 tel que |f(x)| < M pour tout x € [a, b].

Soit € > 0. On pose § := 1 min m,]:ﬁl —xol,|r2 — x1|, ..., |Tpe1 — x| p. Pour

Jj € {1,2,...,n+ 1}, sur Uintervalle [z;_1 + 0,2; — d], f est continue, donc il existe une

partition P; de cet intervalle telle que S(f, Pj) — I(f, Pj) < m

Pour j € {1,...,n}, sur lintervalle [z; — 0,2; + 6], comme f est bornée, pour une
partition quelconque de cet intervalle (), on a

9 £
I(f,P)>—-2Mb6> ——— P)<2Mi < ———.

2(n + 2) ()
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De méme, pour [xg, zg+ ] et [zp+1 — 0, Tpt1], on a également des partitions Qg et Qp4+1 qui
vérifient (x).
Enfin, on pose R=PyU--- P41 URgU---U Ry, 41 une partition de [a,b]. On a

n+1

S(f.R) - fj Z — I(f,Ry))

Jr

€
< e A— P .
s “2(n+1) g n—|—2) —°

3 .
+ |l
—_ =

1.4. Théoréme fondamental du calcul

Théoréme fondamental du calcul 1. Soit f: [a,b] — R une fonction continue. On définit
F:la,b] — R par
T
_ / f

Alors F est dérivable et F'(x) = f(x) pour tout x € [a,].
Démonstration. Prenons ¢ € [a,b) et h > 0. Alors on a

Fle+h)y—F(e)= [T f—[f

_ fc+hf
On a o
h inf f< [° < h sup
[c,c+h] I= f I= [c,c+h] /
et donc » B
inf f< (c+h) = Flo) < sup f.
[c,c+h] [c,c+h]

Lorsque h — 07, on sait que

inf f— f(c) et sup f — f(c)

[c,c+h] [c,c+h]

puisque f est continue.
Par le théoréeme des deux gendarmes, ceci implique que

F(c+h)—F(c)

lim = f(c).
h—0+ h f(e)
Le méme argument pour h < 0 montre que
h F
lim Fle+t ) (€) = f(o).
h—0—

Conclusion : F est dérivable en ¢ et F” (c) = f(c).
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Théoréme fondamentale du calcul 2. Soit f:[a,b] — R une fonction continue. Soit
F:[a,b] — R une fonction dérivable telle que F' = f. Alors

b
/ f=F®) - Fla).

Fi(z) :/:f-

D’apres le TFC1, on sait que F| = f. Aussi, par hypothése, on a F' = f. Il s’ensuit que
(K —F) =F-F
— /-
=0.
On conclut que F; — F' = C, une constante. En particulier, on a
F(b) = Fi(b) = F(a) — Fi(a)
F(b) = [, f = F(a) =0
Jo f=F®) = F(a).

Démonstration. On pose

O

Remarque. La fonction F' s’appelle une primitive de f. Selon le TFC1, une primitive existe
toujours (lorsque f est continue) et selon le TFC2, une primitive est unique a l’addition
d’une constante prés. Souvent, on écrit [ f(z)dz = F(z) + C.

Exemple 1.4.1. f(z) = 2% sur [0, 1]
On peut prendre F(z) = %xg’ . On obtient

1
(Afzfﬂi—ﬂ®=%aﬁ—am&=g

Kokokk

1.5. Techniques d’intégration

1. Intégration par partie
Soit u, v: [a,b] — R des fonctions dérivables avec u/, v’ continues. Alors

/a = u(®)o(b) — ula)v(a) — / )

Démonstration. quv' + qu'v = fZ(uv'—l—v’u)



b b b 1
Exemple 1.5.1. / log xdx = [m log x] —/ r—dx u=logxr dv= %dx
a a

du = 1dz V=21

(=

= [xloga:—:c] :

2. Intégration par substitution
Soit f: [¢, d] — R une fonction continue et g: [a, b] — [c, d] une fonction continue, dérivable

et avec ¢’ continue. Alors
g(b)
/ f(g z)der = / f(u)dz.
g(a)

Remarque. Si g(a) > g(b), alors il faut interpreter

skkok
Démonstration. Soit F' une primitive de f sur [c,d]. Alors, d'une part, on a
g(b)
[ #wan ™ Fg(e) - Flgta))
g(a)
(Vrai méme si g(a) > g(b).) D’autre part, on a
b
/ floa))g (@) = [ F(gla))g' (o)
b
- [(Fog/ @y
— Fogb)— Fog(a)
= F(g(b)) — F(g(a))
g(b)
= / f(u)du
g(a)
O
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Exemple 1.5.2. On pose L(z) = [ 4. On a

L(zy) = /1@, a

t
T dt Y dt u =
SEux
Y xdu

= L(x) + —

1 ru

= L(z) + L(y).

8|+

3. Simplication algébrique

E le 1.5.3 /1 T d 2“_101 +1
xXempile DD —Ar = —dau u==x
P o Vr+1 1 \/E

du =dz

4. Simplication trigonométrique

’Kmpﬂe 1.5.4. /Cosa:cos(Qa:)dx = / COSx+2cos(3x)dx

sin x N sin(3x)
2 6

5. Fractions partielles

Exemple 1.5.5. /d—$:/ dz
2 -1 (x+1)(z—1)
1 1 1
_/5(:6—1_1'—1—1)(196

1 1
=3 log(z — 1) — 5 log(z + 1)
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1.6. Intégrales impropres

1.6.1 Intégrales de fonctions non bornées

La définition de ff f prend pour acquis que f soit bornée sur [a,b]. Il arrive parfois que f
est bornée sur [a + ¢,b] pour chaque ¢ > 0, mais pas sur [a,b] lui-méme. Dans ce cas, on

c 1. b . . .
peut considérer fa 4. [ sielle existe et si

b
/ f—=r lorsque € — 0T,
a+te

alors on dit que l'intégrale impropre f; f converge et on écrit

/abfze.

A . . o N b—
(De méme, si la singularité est en b, alors on considére fa ® f lorsque € — 0.)

Exemple 1.6.1. f(z) = - sur (0,1] avec a > 0.
On a

1

dz 1 1
i 1 — g«
T 1—a< c )

g
et donc

1—a”

lim )
00, sia>1.

1— .
l—e¢ Oé_{L si0<a<l,
e—=0t 11—«

Pour o =1, on a

Uz
— = log(1) —log(e) =+ 00 (e = 07).

3

. 1 . . .
Conclusion : fo 2—§ converge si 0 < a < 1 et vaut ﬁ, et diverge si a > 1.

Remarque. Si une fonction f est définie sur [a,b) U (b, ¢], il se peut que la limite

Jim, ( [T f)

. R . -, . b c . L.
existe méme si les intégrales impropres [ . J ou fb f divergent. Dans ce cas, on écrit

o Lo ([0 1)

On appelle v.p. fac f la valeur principale de fac f.
Ak k
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Exemple 1.6.2. f(z) = -1 sur [0,3].
D’abord, on voit que

1—¢ dx
I = lim log(] — &) — log(| - 1|) = —
v N i o} og(| — &) —log(| —1|) = —o0,

donc l'intégrale impropre diverge. Essayons de calculer la valeur principale. On a

1-¢ 3
dw dx
li = lim | —¢|) -1 —1
dm ([ ST [ S = dim ol = <)~ tos(| - 1)
+log(2) — log(|<])

= log 2.

1.6.2 Intégrales sur des intervalles semi-infinis
On suppose que fam f existe pour tout = > a. Si

lim f=4¢,

T—00 a

alors on dit que I'intégrale impropre faoo f converge et on écrit

éwf:a

(De méme pour [“_ f en considérant [ f lorsque z — —oc.)

Exemple 1.6.3. f(z) =1 sur [1,00) pour a > 0.
On a

Ydx L s 1 y%w{ﬁ’ st a> 1,

w-1=a! Tioa .
1z e e 00, si0<a<l,

etsia=1,ona
Ydx
— =logy —logl — o0 Yy — 00.
1 X

Exemple 1.6.4. Soit f(x) = ﬁ sur [1,00), ou |x] est la partie entiére de x. Pour tout

n > 1 entier, on a

lorsque n — oo. Donc l'intégrale floo f diverge.
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1.6.3 Intégrales sur tout ’axe réel

Soit f:R — R. On dit que [~ f converge si les deux intégrales [~ f et ff’oo f convergent
toutes les deux. Dans ce cas, on écrit

Lol el

Remarques. 1. Au lieu de faire la séparation en 0, on peut la faire en tout point a € R. Cela
ne change ni la convergence, ni la valeur.

2. 1l se peut la limite
Y
Jim [ 1

. N . (0. ] . ~ .
existe méme si [~ « J diverge. Dans ce cas, on écrit

00 y
D. = lim .
v [ 1 ym/_yf

On appelle v.p. ffooo f la valeur principale de ffooo f.
Exemple 1.6.5. f(z) ==
On voit d’abord que
y
/ rdxr = %y2
0

qui diverge lorsque y — oo. Donc fooo xdx diverge, ainsi que ffooo xdz. Cependant,

Y
/ zdx =0
-y

kokokok

pour tout y, donc v.p. ffooo xdz = 0.

1.6.4 Tests de convergence pour les intégrales impropres

1. Le test de comparaison
Soit f, g: [a,00) — R deux fonctions continues. Supposons que

0 < f(z) < g(@)
pour tout z > a. Si [ g converge, alors [ f converge aussi. (Donc si [ f diverge, alors
[ g diverge aussi.)
Démonstration. On pose F(z) = fax f. On a que
e F est croissante (si y > z, alors F(y) — F(z) = [Y f > 0).
e F(x) est majorée (en effet, F'(x) = f; f< faxg < faoo g).

Il s’ensuit que F(x) converge vers une limite (finie) lorsque x — oo.
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Exemple 1.6.6. Soit f(z) = 1 sur [1,00). Ona 0 < |2] <z < |z| + 1. Par le test de

comparaison, on a que floo f diverge. En effet, on voit que

et on sait que

diverge, par I'exemple 1.6.0.

2. La convergence absolue implique la convergence
Soit f:[a,00) — R une fonction continue. Si [ |f| converge, alors [~ f converge aussi.

Démonstration. On remarque que si faoo | f| converge, alors faoo 2| f| converge. De plus, on a
0< f+I[fl<2/f]

partout. Donc, par le test de comparaison, il suit que

o
[
a
converge. Enfin, on a

L= ain= = [Cueim- [T osaes o

On revient maintenant & I’exemple

o
/ Ccos T Q.
0 ]_ + .ZUZ

On note que

cos T 1 < 1
1+22| ~ 1+22 — 22
et on sait que [ i—g converge.
Par le test de comparaison, on conclut que
/ | cosw
——|dx
1 1 —f— IL'2

converge. Comme la convergence absolue implique la convergence, il suit que

0
/ Ccos da
1 1 + $2
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converge également.
Enfin, on a

Y cos L cos Y cos
/ idxz/ —idw%—/ x2dx
0 ],+’$ 0 ],+'$ 1 ],+’$

U cosz * cosx
— / ——dr + / sd.
0 14+ 1 1+=z
Remarque. Montrer la convergence de faoo f et trouver sa valeur sont deux problémes diffé-
rents. En général, le deuxiéme est plus difficile. En fait, on peut montrer que

/OO coS T T
———dr = ~
o l+4+=z 2e

par des techniques de I'analyse complexe.

Kokoskox

\/\N' \/VW Les intégrales complexes peuvent parfois étre évalué a ’aide de leurs résidus. Le prochain
calcul n’a aucun lien avec la matiére du cours. On pose

12

e

f(z) = 1122

une fonction de la variable complexe z = = + iy. Lorsque y = 0, on trouve

T

(@) e cosx n isinx
x)= = .
1422 1422 1+22
Cette fonction posséde un résidu en z = 7 et z = —i. On s’intéresse seulement a celui en ¢, puisqu’on intégrera

seulement autour de ce résidu. Dans notre cas, le résidu se calcule par

eiz efl
N . _ _e
Res(f, i) = lim(z — 0)f(2) = lim —— = —
Soit 7, le lacet composé de Uintervalle [—n,n| et du demi-cercle C,, de + Y
rayon n, centré en 0 partant de ’axe réel positif jusqu’a 'axe réel négatif. L
Pour n € N et n > 2, on pose Chn
eiz
I, = / 4
AR T
Par le théoréme des résidus, on a 1’équation -n no
%r Contour d’intégration ,,.

In = QiFReS(f, ’L) = % = E

Ensuite, I'intégrale sur le demi-cercle s’approche de 0 lorsque n — oo :

eiz |eiz‘
——dz| < —|dz
/cn1+z2 “/canz?I |

€]
< /C e
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|dz| = |dx + idy|

/ e Y ] =|—ncosfdf + insinh dl|
= —|dz
2 _
n -1 = V/n2cos20 + n2sin®0do
/‘ﬂ' nefnsin(f — ndf
= a0
o n<—1
n E )
< dé (car e~msin0 < 1)
n2—1J,
—0 lorsque n — oo.
On peut maintenant conclure
T
— = lim I,
e n—o00
eiz
= lim ——dz
n—o00 Y 1+z
nooe® e car v, est composé
= lim (/ ——dz + / 2dz) (car P
n—oo \J_, 1 +2 c, 1+2 de C,, et de [-n,n])
" eiz iz
J— 3 [&]
= nh—{%o e dz+0 (car [, 1552dz —0)
n eix
Jim. 11 dz (car y = 0 sur [—n,n])
n ..
. COST +18InT
= lim ———dx
n—oo J_ 1 =+ aj2
Puisque ff;i est paire et que ff;; est impaire, on a

T = lim 2/ BT gz +0.
e n—o00 0 14 22

/OO cosa:d T
——dzr = —.
o 1+a? 2e

1.6.5 Le test de l'intégrale pour les séries

On conclut que

oo
La série ) nl(} on converge-t-elle? Les tests vu en analyse 1 échouent sur cet exemple. L’in-
2

tégrale fournit un test plus raffiné.

Test de l'intégrale Soit f:[1,00) — R une fonction (continue) positive et décroissante.
Alors

o0 00
Z f(k) converge < / f(z)dz converge.
k=1 1

Démonstration. Pour z € [k — 1,k], on a f(k) < f(z) < f(k—1) et donc

k
f(k) < (x)dz < f(k—1).
k—1
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Additionner ces inégalités pour k = 2,3,...,n donne

Zf < [ faar <y s

De l'inégalité de gauche, on obtient que

o oo

Z f(k) diverge = / f(z)dz diverge.
k=2 1

De I'inégalité de droite, on trouve

/ f(z)dz diverge = Z f(k) diverge.
L k=2

Exemple 1.6.7. f(z) = - (positive et décroissante si o > 0).

On a vu que floo g—ﬁ converge si et seulement si a > 1. Par le test de l'intégrale, il suit

que

= 1
Z T converge < « > 1.
k‘:

Exemple 1.6.8. f(z) = zda sur [2,00) (positive et décroissante si 3 > 0).

(10g-’v)
On a
v de logy gy, u = logx
/2 x(log SL’)B N /10g2 m du = ldx
z

— limite < 8 > 1.

Par le test de I'intégrale, il suit que

= 1
Z ———— converge < [ > 1.
k(lo

“— k(log k)"
o
En particulier, > zlogz diverge.
k=2
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2(rz)dx diverge, mais

Zsm (k) :i()
k=1 k=1

Exemple 1.6.9. f(z) = sin®(7z).
On voit que [~ sin i

converge.
Le test de l'intégrale ne s’applique pas, puisque f n’est pas décroissante.

1.7. Sommes de Riemann

Les sommes S(f, P) et I(f, P) sont appelés sommes de Darbouz. On présente briévement
le point de vue équivalent de Riemann.

Définition 1. 1. Soit P = {xg,...,z,} une partition de [a,b]. On appelle le tuple { =
(E1,...,&,) un test si & € [xj—1,x;] pour tout 1 < j < n.
2. Soit f:[a,b] — R une fonction bornée. On définit la somme de Riemann R(f, P,§) par

R(f,P,¢) = Zf@ —zj1).

3. La largeur d’une partition P = {zg,...,x,} est
1P = max (2 — ).

kokokk
Le point 1 de la définition n’est pas standard dans la littérature. On introduit la termi-
nologie d’un test seulement pour alléger le texte.
Remarque. On voit que

I(f,P) < R(f, P,§) <5(f, P) (1)

pour tout test £.
ook ok

Les sommes de Darboux sont plus faciles a utiliser pour la théorie. Pour le calcul numé-
rique, les sommes de Riemann sont probablement plus utiles. De toute fagon, une intégrale
sera habituellement approximée par une méthode numérique telle la méthode de Simpson.

Théoréme d’équivalence des sommes de Darboux et de Riemann 2. Soit une fonc-
tion f:[a,b] — R bornée. Alors f est intégrable si et seulement si f satisfait au critére de
Riemann : il existe S € R tel que pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que si | P|| < ¢, alors

’R(f,P,f)—S’ <é
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pour tout test £. Dans ce cas, on a S = f(ff.

On voit que le théoréme porte sur les fonctions bornées. Si f vérifie le critére de Riemann,
elle est automatiquement bornée, donc on ne perd pas généralité. En effet, si f n’était pas
bornée, pour une partition P telle que pour tout test &, on a |R(f, P,§) — S| < &, on
pourrait choisir une suite (&,) de sorte que R(f, P,&,) — oo lorsque n — 0o, ce qui est une
contradiction.

Lemme 3. Si f est intégrable, alors pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute
partition P, on ait

si||P|| <9, alors S(f,P) —I(f,P) <¢

Démonstration. Soit € > 0. On sait qu’il existe P: = {yo, ..., yq} telle que

S(f.P) = I(f,P:) < 5.

Soit P = {xq,...,xy} une partition telle que ||P|| < J, ou 0 sera déterminé plus tard.
Pour 0 < j < d, on définit {2} }, de sorte que

PU{yO,...,yj}:{zé,...,zflﬂ-}

et on pose
M] = sup f et M =sup f.
[27_1-%7]

La suite est un peu technique, donc allons-y avec soin. Il existe & tel que y;11 € [zi_l, zi]
Il s’ensuit que

e pour £ < k, on a ZZ_H = zg;
e pour { =k, on a ziﬂ = Yj+1;
e pour £ >k, on a ZZH = szl'
On compare maintenant les sommes supérieures avec P U {yo,...,y;} et PU{yo,...,yj+1}-
On a
] +1 j+1  _j+1
_S(f7PU{y0a7yj+1}):ZMg(z _Zg 1 Z M] j ]71)
/=1
n+j n+j+1
— J j—H j ]—1—1
(=k
(L j j+1 ' i+1,_j
= Mj(z, — %) — Mlg (Yj+1 = z—1) = Mi o (25, — yje1)

< M(Zi - zi—l)
< M.
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De méme, on a

I(f,PU{yo,...,yj+1})—I(f,PU{y(),...,yj}) < mo.

En combinant les sommes inférieures et supérieures et prenant la somme de 1 & d, on
trouve

S(f,P)—](f P)_S(faPU{ZUO})—’—I(f?PU{yO})
d—1

+ [ (fs PU{yo,---,yi1) — I(f, P U{yo, -, y5})
=0

<.

—S(f,PU{yO,,y]+1})+](f,PU{y07,y]+1})

= 5(f.P) ~ I(f.P) — (S(f, PUF.) — I(f,PUP))
< 2Md.
Autrement dit, on a

S(f,P) = I(f,P) < 2Mds + (S(f,PUP:) — I(f,PUPF.))
< 2Mdd + %,

Si on prend ¢ = 577, alors on obtient

S(f,P)—[(f,P)gg

tel que voulu.
On notera bien que le § choisi dépend de ¢ et de d, mais pas de P. En effet, d est
déterminé en fonction € et indépendemment de P.
0

Démonstration du théoréme. On suppose que f est intégrable et on montre qu’elle satisfait
le critére de Riemann.

Soit € > 0. Soit § > 0 dont I'existence provient du [emme T73. Pour toute partition P
avec || P|| < d et pout tout test £, on a

—e <I(f,P)—S(f,P) (par le [emme T7773)
§R(f,P,§)—S(f,P) (par)

b
R(f.P.€) - / f (car S(f,P) > [* f)
S(f.P) / f (par [T])
S(f,P)—I(f,P) (car I(f,P) < [V f)
<eg, (par le [emme T7773)
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< e. On conclut que f satisfait au critére de Riemann.

don |R(f,P.€)~ [ f

Pour la réciproque, on suppose que f satisfait au critére de Riemann et on montre que

Lbf:ff-

Soit € > 0. Soit S et 0 qui satisfont au critére de Riemann. D’abord, on a que pour
toute partition P avec ||P|| < § et pour tout test &,

R(f,P, &) < S+e.

Puisque 'inégalité tient pour tout test & = (&1,...,&y), elle reste vraie lorsque f(&;) —
SUP[; )] f. Il suit que S(f,P) < S+e. Deméme, ona S —e<I(f P).
Soit ensuite (F,) une suite de partitions telle que

b b
IMRJ%/f et SMRﬂ%/f

On a
S—e<I(f,PUP)<S(f,PUP)<S+e.

Comme ¢ est arbitraire, on conclut que f; f= f; f=25.

Chapitre 2

Convergence uniforme

2.1. Convergence simple

Définition 1. Soit X un ensemble, soit (fy)n>1: X — R des fonctions et soit f: X — R une
fonction. Alors la suite (fy,)n>1 converge simplement vers f sur X si, pour chaque z € X,
la suite de nombres (f(x))p>1 converge vers f(x) € R.

On écrit également f,, — f simplement sur X lorsque n — oc.

Exemple 2.1.1. f,(x) = n’ff;

On a

Kokockox

.TQ )
= > — x° lorsque z — oo.
FF

Conclusion : f,, — f simplement sur R, ou f(z) = 22.
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Exemple 2.1.2. f,(z) = 1—a™"

1+4a2n”

Il y a trois possibilités :

e N
1. si|z| < 1, zadors1 xQn—>1+0:110rsquen—>oo;
1—a? -1 0-1
2. si|z| > 1, alors :pz :xi — = —1 lorsque n — oo;
L2 o 41 0+1
_2n
3. si |x|:1,alorsl+—2n:0pourtout n.
x

Conclusion : f, — f simplement sur R, ou

1, siz| <1,
flx) =40, silz]=1, >
-1, siz| > 1.

i 11011 {3 € )

On voit que f,(z) =0 sin >z, donc f,, — 0 simplement sur R.

nop+1

Remarque. Ici, f, — 0 sur R, mais fooo fn 7 fooo 0, car fooo fn =1 pour tout n € N.
Aok k

Exemple 2.1.4. f,(z) = Sne).

n

On note que |f,(z)| < + pour tout n € N et pour tout = € R,
donc f;, — 0 simplement sur R.

Les exemples précédents montrent que bien qu’elle semble naturelle, la convergence
simple ne respecte ni la continuité, ni l'intégration, ni la dérivation. Il nous faut un mode
de convergence plus fort : la convergence uniforme.

2.2. Convergence uniforme

Définition 1. Soit X un ensemble. Soit (f,)n>1: X — R une suite de fonctions et soit
f: X — R une autre fonction. On dit que f,, converge vers f uniformément sur X si

sup | fn(z) — f(z)] =0
rzeX

lorsque n — oo.
kokokk
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Remarque. Si f,, — f uniformément sur X, alors f, — f simplement sur X. Ainsi, pour
déterminer si (fy,)n>1 converge uniformément :
1. on identifie la limite simple f, si elle existe;

2. on tente de montrer que sup |f,(z) — f(z)| — 0 lorsque n — oo.

reX
kokskk

Exemple 2.2.1. f,(z) = xze™™ sur [0, c0).

On note que f,, — 0 simplement sur [0, 00). On veut donc montrer que

sup |ze ™| =0 lorsque n — oco.
z€[0,00)

: 1
> 0, SIO<ZE<E,

: 1
<0, siz> ;.

fi(x)=e™ —nre ™ = (1 —nx)e ™ {
Donc, il s’ensuit que
1
sup | fo(@)| = fu() = — =0
z€[0,00) ! n(n> ne

lorsque n — oo.
Conclusion : f, — 0 uniformément sur [0, c0).

Exemple 2.2.2. fy(z) = 757 sur [0, 1]

On voit que f, — 0 simplement sur [0,1]. (En effet, si x > 0, alors
fu(z) < BE = % et si x =0, alors f(0) = 0 pour tout n.)

= nZz
On trouve que le supremum est atteint en x = % (a l'aide du calcul
différentiel). Donc

sup [ fulw)] = fa(5) = 5 # 0
z€[0,1]
lorsque n — oo.
Conclusion : (f,)n>1 ne converge pas uniformément sur [0, 1] (ni vers 0, ni vers aucune
autre limite).

Exemple 2.2.3. f,(z) = 2" sur (0, ).

On voit que f,,(z) — 0 lorsque n — oo pour tout z € (0, %). De plus, on a

wp|hun=(%)-ﬁo

16(0,19—0)

).

gle

lorsque n — oo. Donc 2" — 0 uniformément sur (0,
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Exemple 2.2.4. f,(z) = 2" sur (0,1).

Encore une fois, on voit que f,(x) — 0 lorsque n — oo pour tout z € (0,1). Par contre,
on a

sup [ fn ()] = 1" # 0

2€(0,1)

lorsque n — oco. Ainsi, f,, ne converge pas uniformément sur (0, 1).

Morale : le domaine est important!

2.3. Convergence uniforme et continuité

Théoréme 1. On suppose que f, — [ uniformément sur un intervalle I. Soit a € I. Si
chaque f, est continue en a, alors f est continue en a.

Corollaire 2. Si f,, — f uniformément sur I et si chaque f,, est continue sur I, alors f est
continue sur I aussi.

Démonstration du théoreme. Soit € > 0. Comme f,, — f uniformément sur 7, il existe N
tel que
n >N = sup,er|fu(z) — f(2)] < 5.
En particulier,
supger | /v (x) = f(2)] < 3. (%)
Comme fy est continue en a, il existe 0 > 0 tel que pour tout z € I tel que |z —a| < 9,
on a

|fn(z) — fy(a)| < 5 ()

Ainsi, pour tout x € I avec |x —a| < ¢, on a
[f(z) = f(a)] < [f(z) = [n(@)| + | fn(z) = fn(a)] + [fn(a) — fla)]

£ £
< 3+ 3(’**)4-

—

wlm

par ()

D’ou f est continue en a.

1— g2
Exemple 2.3.1. fn(l') = ]_—I——Qn
X

On a déja vu que f,, — f simplement, ol

L, sifz| <1,
flz)=1<0, si |z| =1,
—1, silz|> 1,

qui a des discontinuités en x = £1. Donc f,, /& f uniformément sur R.
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Exemple 2.3.2. f,(z) = 2" sur (0,1).

On a vu que f;, — 0 simplement, mais pas uniformément sur (0, 1). Bien que la conver-
gence ne soit pas uniforme, la limite simple est continue. Cela montre que la convergence
uniforme est suffisante pour préserver la continuité, mais pas nécessaire.

2.4. Convergence uniforme et intégration

Théoréme 1. Soit (f,)n>1 des fonctions continues sur un intervalle fermé et borné [a,b] et
on suppose de plus que f, — [ uniformément sur [a,b]. Alors

/abfn—>/abf (n — 00).

Démonstration. D’aprés le théoréme de la Eecion 23, la fonction f est continue sur [a, bl
donc intégrable. On a

I3 do = I 1| = |2 = )
< i 1fa = £
< (b—a) sup |fu(z) — f(2)]
x€[a,b
—0 lorsque n — oo.

Exemple 2.4.1. Soit f, la fonction de la figure.

A A

v

>

0 1 2 0] 12

On a que f, — 0 simplement sur [0, 2], mais f02 fn A f02 f, puisque f02 fn = 1 pour tout n
et f02 0=0.
Conclusion : la suite (fy,) ne converge pas uniformément vers f.
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Exemple 2.4.2. Soit f, la fonction de la figure
1|/\ n=1 n =10

o| -

On a que f, — 0 uniformément sur [0,00) (en effet supy ) [fn(z) — 0] = 1 — 0 lorsque
Par contre, on voit que fooo fn A fooo 0, puisque fooo fn =1 pour tout n et fooo 0=0.
Le théoréme de n’applique pas, puisque [0, 00) n’est pas borné.

Théoréme 2. Soit (f,)n>1 des fonctions intégrables sur un intervalle fermé et borné [a, b]
et on suppose de plus que f, — f uniformément sur [a,b]. Alors f est intégrable et

/abfn—>/abf (n — 00).

Démonstration. Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N, on a sup |f, — f| <
1S5} [a’ab]

2(b—a)"
Soit P ={a =19 <z <...<xy = Db} une partition de [a,b]. On pose

M™ = sup f., Mj= sup f,

[Sﬂj—lyxj] [%'71756]‘]
m™ = inf f m; = inf f
J , g7 J , R
[x]—lyx]} [:1:]—17:1;_']]

Par la convergence uniforme, on a, pour tout z, que f, — ﬁ < f< fau+t ﬁ, donc

Mj(n) _ Q(bia) < M; < ]\/[}”) + 2(bf:;a) et de méme pour m;. Il suit que

NE

b
/ f<SUP) =Y Mj(w; —51)



Cette inégalité est vraie pour toute partition P, donc il suit que [ ab </ ; Jn+ 5. Dela

méme facon, on trouve fff > fffn —5Set f;f > fffn — 5. En combinant, on trouve

zf—/ibféffn—/;)fwrs:&

car f: fn = f; fn puisque f, est intégrable. Comme ¢ est arbitraire, on conclut que f est

intégrable.
Enfin, par ce qui précéde, on a

b b
€ €
—5 < f—/ fn <5
2 /a L2
. b b b b 1 b b
et puisque [ f = ['fet [ f= [ fa, ondéduit que [ f, — [ f lorsque n — oo.

2.5. Convergence uniforme et dérivation

Attention! Méme si f, — f uniformément sur R, on n’obtient pas f; — f’ (méme simple-
ment).

Exemple 2.5.1. f,(z) = sin(na)

n
On a que f, — 0 uniformément sur R, puisque
1

=—- =0,
n

sin(nx)

zeR n

lorsque n — 0o, mais f, (z) = cos(nx), donc f/(0) =1 # 0.
Conclusion : f}, / 0 en z = 0.

Théoréme 1. Soit (f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I. On suppose que
chaque f, est dérivable et que f] est continue. On suppose, de plus, que

(i) fn — [ simplement sur I;

(ii) f] — g uniformément sur I.

Alors f est dérivable sur I et f' = g.

Démonstration. On fixe a € I. Par le théoréme fondamental du calcul, version 2, pour
chaque z € I, on a

) = fola) = [ £ ()
D’une part, par I'hypothése (i), on a
nh_{glo fn(m) - fn(a) = f(x) - f(a)
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pour chaque x € I.
D’autre part, par I'hypothése (i7) et le théoréme de la Eeciion 24, on a

x x
. !
NN

Dong, en laissant n — oo dans (*), on obtient

Par le théoréeme fondamental du calcul, version 1, f est dérivable et

f'(x) = g(z)

pour tout x € I.

2.6. Convergence uniforme des séries

Tout comme pour les séries de nombres, la convergence d’une série de fonctions Y p-  ug ()
est définie en termes de la convergence de la suite des sommes partielles

n
fel) =) ug(z).
k=0
Définition 1. Soit X un ensemble et soit (u)r>0: X — R des fonctions. On pose

Fulw) = up(x).
k=0

0. 9]
On dit que Y uy converge simplement sur X si la suite (f,,) converge simplement sur X. On

k=0
00

dit que > wuy converge uniformément sur X si la suite (f,,) converge uniformément sur X.

k=0
kokoskox

o .
Exemple 2.6.1. 1. Soit la série f(z) = > SIHT(L—Z“’) Montrer qu’elle converge uniformément
n=1

sur R.
Solution. D’abord, on calcule la limite simple. Pour z € R fixé, on a

>

n=1

N

1
szﬁ.

n=1

sin(nx)

n2
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. . . sin(nx Ll
Si on laisse N — oo, on voit que ) % converge absolument, ainsi elle converge. La

©.9] .
limite simple est donc SHIT(LTM)
n=1
Montrons maintenant que la convergence est uniforme. Soit N € N avec N > 2. Pour

tout x € R, on a

NX_:I sin(nx) i sin(nx)
n? n?
n=1

n=1

. sin(nz)
> =
n=N

N-1 . oo .
Z 722)_2 722)

sup
z€R n=1 n=1 n=N
Si on laisse N — 00, on a
N-1 . o . %)
, sin(nx) sin(nx) , 1
S sup |3 B0) gt 3L

car y # converge.

[e.9]
2. Soit la série f(z) = > sin(nz). Montrer qu’elle ne converge pas uniformément sur [0, 27].

n=
Solution. Soit N € N. On considére le point x = % € [0,27]. On écrit

= : s _ N m al : ™
%sm (nf) = — (N;sm (nw)> : (%)
Le terme entre parenthése est une somme de Riemann, on a donc
T m
lim N Zsin (n%) = /0 sinxdr = 2.
Soit ¢ = 1. Il existe M € N tel que pour tout N > M, on a

<1,

N
T
— sin(ni)—Q
N 2
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N
d’ott on tire 1 < ) sin (nf). Si on remplace dans (x), pour N > M, on trouve
n=0

Il suit que
N
N
sup Zsin (n%) > —
z€(0,27] 2 T

pour tout N > M. Ainsi, si on laisse N — oo, le coté gauche tend vers +oo. Il est donc
impossible que > sin(nz) converge uniformément.

En effet, si > sin(nx) — f(z) uniformément sur [0, 27] lorsque n — oo, alors f est

continue sur [0, 27] et donc bornée. On a alors

E sin(nx) 5 sin(nz) — f(z)

n=0 n=0

+ sup |f()]
x€[0,27]

sup
x€[0,27]

< sup
x€[0,27]

ou le premier terme du coté droit est bornée car »_sin(nz) — f(x) uniformément et le

deuxiéme terme est bornée car f est bornée.}

Les théorémes déja vus pour les suites se traduisent facilement en des théorémes corres-
pondants pour les séries.

Théoréme de continuité 2. Si(uy);~ est une suite de fonctions continues sur un intervalle
I et si Z;O:O uj converge uniformément sur I, alors ZZOZO uy, est continue sur I.

Théoréme d’intégration 3. Si(uy),~ est une suite de fonctions continues sur un intervalle
Z . 00 Y, £
borné [a,b] et si )~ uy converge uniformément sur [a, b], alors

[(5)-5 )

k=0

Démonstration. On pose f, = ZZ:O ui. On a

/abfnZ/abéuk=§/abuk-

Par hypothese, f, = > ro o u uniformément sur [a, b], donc par le théoréme de la Eection 74,

on a
b b o
lim fn:/ E U,
n—oo a a k:(]

c’est-a-dire

n b b o
lim Z/ U = Zuk
n—oo

k=0"? @ k=0
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Théoréme de dérivation 4. Soit (uy);~ une suite de fonctions dérivables sur un intervalle
I avec ), continue pour chaque k. On suppose, de plus, que

oo
(i) > uy converge simplement sur I, et
k=0

o]
(i)  wj, converge uniformément sur I.
k=0

o0
Alors Y wuy, est dérivable sur I et
k=0

o o
(3] =St
k=0 k=0
Démonstration. On pose f, == > ;_oug. On sait que f, est dérivable et que

n

Fh= ()

k=0

Par I’hypothése (i), on a que
o
fn — Z Up (n — 00)
k=0

sur [ et

uniformément sur /.
Selon le théoréeme de la Eection 273, ZZO:O ug est dérivable sur [ et

o0 / o0
Su) =3
k=0 k=0

O

En principe, la théorie pour les séries est partielle a celle des suites. Cependant, en
pratique, il y a une différence importante. Il est souvent difficile, voire impossible, d’identifier
explicitement la limite f(z) d’une série, ce qui complique le calcul de sup |f(x) — fn(x)]
utilisé pour déterminer la convergence uniforme de la série. Il nous faut donc un critére
qui nous assure de la convergence uniforme d’une série de fonctions, sans avoir & identifier
explicitement la limite. Voici un tel critére.

Le critére de Weierstrass. Soit (uy);~, une suite de fonction sur X. On suppose qu’il
existe des nombres (M)~ tels que

(i) |ug(z)] < My, pour tout k >0 et z € X, et

(it) la séries Y oo, M converge.

Alors Y7y u, converge uniformément sur X.
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>, sin(kx)
Exemple 2.6.2. Z 7

k=1

On note que
sin(kx)
2

1
k2

<

et que la série Y ;7 k% converge.

sin(kx)

N LN . s o0 . 2
D’apres le critere de Weierstrass, la séries )~ =5 converge uniformément sur R.

1
Exemple 2.6.3. E W

k=0
Exactement le méme raisonnement montre que cette série converge uniformément sur R,
donc elle donne une fonction continue. (Par contre, on peut montrer que cette fonction n’est

dérivable nulle part.)

Démonstration. On remarque d’abord que la série Ziio ug converge simplement sur X.

o0
En effet, pour chaque z € X, on a |uy(z)| < My, et ) Mj, converge, donc par le test de
0

o0
comparaison pour les séries, Y |ug(x)| converge.
0

Le probléme est de montrer que la convergence est uniforme sur X. Pour le faire, on
consideére les sommes partielles
n
Jn = E Uf
k=0

et on pose aussi
o
f= Z U
k=0

On sait que f, — f simplement sur X et on veut montrer que f, — f uniformément sur X.
On prend n, m entiers avec m > n. Pour chaque x € X, on a

m

fn(@) = falw) = > wg(w),
k=n+1
donc . .
(@) = fa(@) € D k(@) < D My
k=n+1 k=n-+1
On laisse m — oo pour obtenir
@) - f@l < 3 My
k=n+1
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Comme cet estimé est valable pour chaque x € X et le membre de droite ne dépend pas
de x, il suit que

sup | f(2) — fula)| < 7 M.

zeX k=n-+1

> a3 -3 o
k=n+1
lorsque n — co. On conclut que

Jimsup [f(z) = fu(z)[ =0

Or on a

X zeX
o0
Conclusion : ) uy converge uniformément sur X.
k=0

O

Remarque. Le critére de Weierstrass n’est pas une condition nécessaire, comme le montre
cet exemple.

Exemple 2.6.4. Soit la série
o (=1)"

f(m)zzx—i—n'

n=1
Le critére de Weierstrass est difficile a appliquer dans ce cas, car la série n’est pas absolument
convergente. Pourtant, elle converge uniformément sur [0, 00).

Kokoskox

k
Soit fn(x) =D 1y (D" 14 suite des sommes partielles. On s’intéresse a calculer

z+k
sup | f(z) — fr1(z)].
z€[0,00)

On a
— (—D)*
r+n+k|

— (—DF _
Zx—i—k N

=n

i kz_% r+k

. _
kzzc—irk Zx+k

Ainsi, les deux premiers termes sont

k=0

1 1

T4+n z+n+1l
Les 2k-iéme et 2k + 1-iéme termes sont
1 1 1 1 < 1

_ = < .
r+n+2k x+n+2k+1 (z+n+2k)(z+n+2k+1) ~ (n+2k)?2 ~ (n+k)?

On obtient donc
S >
k:0x+n+k prt r+n+2k xr+n+2k+1 kzo(n+k;) k:nk
Puisque c’est une série convergente, on voit qu’elle tend vers 0 lorsque n — co. Cela montre
que fp, — f uniformément sur [0, c0).
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2.7. Convergence uniforme et intégrale impropre

Théoréme 1. Soit a < b < oo et (fy,) une suite de fonctions de [a,b) — R intégrables sur
tout intervalle [a, c] C [a,b). On suppose que
1. fn — [ uniformément sur [a,b),

2. les intégrales impropres ff | fr| convergent et

2. fab sup | fn| converge,
neN

alors ff |f| converge et f; Jn — f; [

Démonstration. Comme |f,| < sup,, |fn| pour tout n € N, il suit que |f| < sup,, | fn| et donc
f; | f| converge par le test de comparaison.

Ensuite, comme ff sup,, | fn| et ff | f| convergent, il existe M € (a,b) tel que

b b

£ S
/ sup [ fu] < 5 et / 1fl<3
M n M

De plus, comme f,, — f uniformément sur [a, M], il existe N € N tel que pour tout n > N,
on a faM | fn — f| < §. On obtient donc

Kﬁ—é%s[ﬁn—ﬂ
:le—ﬂ+AJm—ﬂ

e b b
<2+ [winl+ [ 1
M n M
P
-3 3 3
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Chapitre 3

Séries entiéres

Une série entiére est une série de fonctions de la forme
[ee]
E akxk,
k=0

ou les coefficients aj sont des nombres réels (complexes). On verra que ces séries possédes
des propriétés spéciales qui les rendent presque aussi faciles & manipuler que les polynémes.

3.1. Rayon de convergence

oo
Théoréme 1. Soit apx”® une série entiere. Alors il existe R avec 0 < R < oo tel que
0

o0 o0
o |2] < R= Y apz” et S |apx®| convergent;
0 0

o0 o0
o |2| > R= Y apa? et 3 |apa®| divergent.
0 0

Remarques. 1. Le nombre R s’appelle le rayon de convergence.

2. Le théoréme ne dit rien sur ce qui se passe lorsque |z| = R. Cela dépend de la série en
question.

3. Le rayon de convergence est unique, puisque si R < R; était un autre rayon de conver-
gence, pour les z tels que R < |z| < Ry, la série entiére devrait a la fois converger et

diverger, ce qui est impossible.
* oAk Kk

Démonstration. On pose

e, 9]

C= {a: > agat Converge} :
0

Cet ensemble est non vide, car 0 € C'. On pose ensuite

R = sup |z
xeC

o0
(R = 0o si C est non borné). Par la définition de R, si |#| > R, alors & C, donc Y aza”
0
o0
diverge et ainsi 3 |apz*| diverge aussi.
0
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o0 o0
Il reste & montrer que si |#| < R, alors > |azz*| converge et donc 3~ azz* converge aussi.
0 0

On prend z avec |z| < R. Par la définition de R, il existe y € C tel que |z| < |y|. Comme
[e.9]

y € C, la série " apy® converge. Il suit que
0

lim akyk =0
k—o0

et donc que la suite (azy*) est bornée, disons |azy*| < M pour tout k& > 0. Alors on a

k k
x x
Jaga™| = Jary*| |=| <M |=
Yy Y
et
00 2 k
> M\
k=0 y
converge puisque c¢’est une progression géométrique de rapport % < 1.

o0
Par le test de comparaison, il suit que » ]akxk\ converge, comme voulu.
0

0. 9]
Exemple 3.1.1. } 2%
k=0

Elle converge si |z| < 1 et elle diverge si |z| > 1 (puisque ¥ 4 0 lorsque & — oo). Donc
R=1.

o0
Exemple 3.1.2. Y ka*.
k=0

On applique le test de d’Alembert :
(k+ )" k41
kab] ‘ k
Donc, la série converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.
Conclusion : R = 1.

‘ lz| = |z| (kK — o0).

Xk
Exemple 3.1.3. 1; I
=0

On applique d’Alembert :

l’k+1

(k+1)! x
zk k
K

lorsque k — co. Donc la série converge pour tout x, c’est-a-dire que R = oo.
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o0
Exemple 3.1.4. > k!l zF.
k=0

La série diverge si |z| # 0 et elle converge si = 0, donc R = 0.

3.2. Séries entiéres et convergence uniforme

k
Théoréme 1. Soit > apz* une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors, pour
0
k
chaque S < R, la série ) | aipx® converge uniformément sur [—S,5].
0

Remarque. En général, la convergence n’est pas uniforme sur (—R, R). Par exemple, on a
o0
1 .
Zxk =— stz <1
l1—=z
k=0

et on a vu que R = 1. Par contre, on voit que

n

xr" —
k=0

sup
z€(—1,1)

pour tout n.

skokokok
Démonstration. On fixe S < R. Pour tout x € [-5,5], on a
|apz®) < |ag|S*
oo
et 3 |ag|S* converge (puisque S < R).
0
o0
Par le critére de Weierstrass, appliqué avec My, = |ay|S¥, on conclut que 3~ agz* converge
0
uniformément sur = € [-5,5].
U
o0
Corollaire 2. La fonction f(z) := 3. apz¥ est continue sur (—R, R).
k=0
o0
Démonstration. Pour tout S < R, la séries Y aza® converge uniformément sur [—S, 5],
k=0

donc f est continue sur [—S5, S]. Comme c’est vrai pour chaque S < R, il s’ensuit que f est
continue sur (—R, R).
O
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[0.9]
Corollaire 3. Soit 5" ajz" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour tout a,b

0
tel que —R < a<b< R, on a

b 0 b
[ aat =Y [t
@ k=0 k=01

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Ehéaréme 263

Exemple 3.2.1. On pose L(z) = f %. On montre que L se développe en série entiére

autour de x = 1. Si|z| < 1, on a

Iz g4 Tqt
L(1+ :/ = =
to)= | 7= 15

_ /Ox SO (-1t (car |t] < |a] < 1)

= Z(—l)n/ t"dt (P‘nrnllmrp 312 '4)
0

Ainsi, on a pour [z — 1| < 1

n=0

De plus, on voit que pour x = 0, la série diverge, donc le rayon de convergence est exacte-
ment 1.

3.3. Dérivation terme a terme des séries entiéres

o0

Théoréme 1. Soit f(z) := 3. apa® une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors
k=0

f est dérivable sur (—R, R) et

o
f'(z) = Z kapa® 1 pour z € (—R, R).
k=1
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o0
Lemme 2. Y kapz*~! converge pour tout x avec |z| < R (R = le rayon de convergence
k=1
o0

de S apzh).
k=0

Démonstration. On fixe x avec |z| < R. On choisit 6 > 0 tel que |z| + 0 < R. Alors
o0
S |ag|(Jz| + 0)* converge. On aussi
k=0
(o + )" = |2* + klz[* 16 + - + 0
> klz|Fte (VK > 0).

Donc, par le test de comparaison, la série

[e.e]
> laxlkla*1o
k=0

o0
converge. On voit que Y klag||z|*~! converge et ainsi 3 po, kagz® 1 converge.

k=1

Démonstration du théoréeme. On pose

up(x) = aga®, f(x) = Zuk(x) et g(z)= Zu%(x) = Z kajxt~1,
k=0 k=0 k=1

Par le lemme, le rayon de convergence de la série de g est au moins R. Donc, par le théoréeme
de la Eection=3, pour chaque S < R,

o0
> ug converge uniformément vers f sur [—S, 5] et
0

o0
> uj, converge uniformément vers g sur [—S,S)].
0

Il suit que f est dérivable sur [—S, S] et que f = g sur [—S, S].

Comme c’est vrai pour chaque S < R, en fait f dérivable sur (—R,R) et f' = g sur
(—R, R).

o0
Exemple 3.3.1. > 2% = {1 (|z] < 1).
0

D’apres le théoréme, on a

O
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[0.9]
On peut réappliquer le théoréme a la série entiere f/(z) = 3 kapz® 1.
k=1

o0
Corollaire 3. Une série entiére f(z) = 3" apz” de rayon de convergence R > 0 est infiniment
0

dérivable et pour chaque n > 0, on a

FW(z) = Z k(k—1)(k—2)---(k—n+1)agz""™ pourz € (—R, R). (%)
k=n

Corollaire 4. Sous les mémes hypothéses,

Démonstration. En posant z = 0 dans (x), on obtient f(™(0) = n!a,.
U

o0 o0
Corollaire 5. Si Y az* = S bpa¥ pour x € (=6,0), o § > 0, alors aj, = by, pour tout
0 0
k> 0.
o0 o0
Démonstration. On pose f(x) = apz” et g(z) = > bpa®. Selon I'hypothése, f(z) = g(z)
0 0

pour tout x € (—6,9).
Il s’ensuit que £ (z) = ¢ (z) pour tout = € (—4,4) et pour tout n > 0. En particulier,
on a f™(0) = ¢ (0). Par le Eorallaire 334, on déduit que a,, = b, pour tout n > 0.

O

3.4. Fonctions analytiques

Définition 1. Soit I un intervalle ouvert et f: I — R une fonction. On dit que f est (réelle)
analytique si pour tout a € I, il existe R > 0 et (a,) tels que

o) = 3 an(z — )"
n=0

converge absolument pour tout |a — x| < R et de plus si |a — x| < R, alors f(x) = g(x).
KAk

Exemple 3.4.1. Montrer que la fonction f(x) = ﬁ est analytique sur (1, 00).
Soit a € (1,00). On a
1 1 1

l-a—(x—a) 1-a 1-7=2
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Ensuite, on a
r—a

<l << |jr—a|<a-—-1

l1—-a
On pose R =a — 1. Pour |x — a| < R, (c’est-a-dire pour = € (1,2a — 1)), on a

1
11—z

1 1
l—a 1-1=

a
B 1 i r—a\"
C1-—ua 1—a
n=0
0

x—a
_Z 1_an+1

fx) =

Les fonctions analytiques généralisent 1'idée d’une série entiére.

Théoréme 2. Une série entiére de rayon de convergence R > 0 est analytique sur (—R, R).

Démonstration. Soit f(x) = ) apa™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. Soit
€ (—R,R)et 0 <r < R—lal. Soit x € (=R, R) tel que |z —a| < r — |a|. 1l suit que
|z] < |z —a|l+|a] <7 < R, donc Y ayx™ converge absolument.

On a .
"=(r—a+a)" = ; (Z) (z —a)ka™*.

Si on pouvait échanger I'ordre des sommations, on trouverait

St =330 () -0~ =35 (1) (- e
o “
=3 > a (") e
k=0 m=0

ol on a posé m :=n — k. Pour alléger un peu, on pose uy () := @ik <m2k> (z —a)ka™.
Soit J € N x N un sous-ensemble fini. Soit N € N tel que J C B((O, 0), N). On a

Z |uk,m(x>| < Z |uk,m(x)‘

(k,m)eJ 0<m+k<N

N
:Z Z |uk,m(m)

n=0m-+k=n
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N

=2 2

m+k
Am+k ( k ) (:L’ - a)kam

n=0 m+k=n
N
m+k
=Sl 3 |(" ) -t
n=0 m+k=n

N
= lan| |z — al + |a])"
n=0
N
<D lanl”
n=0
00
<D lanl”
n=0

< OQ.

Ainsi, > ugm(x) converge absolument, donc par le théoréme de Fubuni pour les séries
(k,m)eNxN
(Ecor-Fubini seriel), on peut échanger 'ordre des séries pour obtenir

Z Upm () = Z Z Upm () = Z Zukm(x)

(k,m)eNxN k=0 m=0 m=0 k=0

L’équation (x) est donc vérifiée, ce qui permet de conclure que pour tout z tel que |xr —a| <
r—a,ona

flz) = E E Ay ra™ (z —a)k. (xx)
k=0 \m=0 o ( k )

Comme r < R — |a| était arbitraire, on conclut que le rayon de convergence de (k) est
exactement R — |al.
O

Les fonctions analytiques possédent plusieurs propriétés importantes. On ne les montrera pas dans
\/\N' le cours d’analyse 2, car elles seront vues en analyse complexe de toute fagon (et les démonstrations
seront beaucoup simples et élégantes). En voici tout de méme une liste non exhaustive :
1. la somme fini de fonctions analytiques est analytique;
2. le produit fini de fonctions analytiques est analytique;
3. le quotient d’une fonction analytique par une fonction analytique non nulle est analytique;
4. la composée de deux fonctions analytiques est analytique 14 o la composition est possible.
Ainsi, la plupart des fonctions qu’on est habitué de voir sont analytiques.
Par exemple, la fonction f(z) = 1/ est analytique sur (0, 00), puisqu’on a f(z) = /z = €298 qui est
la composition de deux fonctions analytiques sur (0, co).
Par contre, il ne faut pas croire que toutes les fonctions qui ont « une jolie expression » sont nécessai-
rement analytiques.
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\/\Nﬂ Exemple 3. La fonction f(z) = e six # 0 et f(x) =0 si z =0 n’est pas analytique. En effet,
on a f(M(0) = 0 pour tout n € NU {0} (exercice). Si f était analytique, cela impliquerait que
f(x) =0 pour tout x, ce qui est évidemment faux.

\/VW Une fonction analytique est infiniment dérivable, mais comment dire si une fonction infiniment
dérivable est analytique?

En fait, elles sont caratérisées par le théoréme suivant.
Théoréme 4. Soit f une fonction infiniment dérivable sur un intervalle I C R. Elle est analytique sur I
si et seulement si pour tout a € I, il existe J C I et C, R > 0 tels que a € J et pour tout z € J et tout
n € NU{0}, on a

n!

PRIGIEYekS
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Chapitre 4

Fonctions transcendantes

4.1. exp

z+k

o0
Définition 1. exp(z) := Z
k=0

(Série entiére, R = o0)

Kokoksk

Propriétés de exp.
0. exp(0) =1

1. exp est dérivable et exp’(z) = exp(x)
[ Dériver terme & terme en utilisant le théoréme Ehéoréme 33 II.]

2. exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour tout a,b € R
Dem. On pose f(z) = exp(x)exp(a+b—z). On a alors

f'(x) = exp(z)(—=1)exp’(a + b — x) + exp’(z) exp(a + b — )
= —exp(z)exp(a+b—x) + exp(z)exp(a + b — x)
—0,

donc f est constante. En particulier

f(0) = f(a)
exp(0) exp(a + b) = exp(a) exp(b). O]
=1
3. exp(—x) = @ pour tout z € R

[On prend a = x et b= —x au 2.}

4. exp(x) > 0 pour tout z € R
[Si x > 0, cela découle de la définition. Si z < 0, alors on utilise la propriété 3.}

5. exp est strictement croissante.
[exp/(z) = exp(z) > 0 |

6. Pour chaque k£ > 0,
exp(z)
zk

— 0 lorsque x — oc.
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[En effet, si x > 0, alors

xk—i—l

exp(x) > m,

donce %ﬁ‘” > ﬁ — oo lorsque =z — oo.]

7. exp(z) — oolorsque z — oo [cas particulier de 6]

exp(z) — Olorsque z — —oco [exp(z) = exp(l_m)]

Définition 2. e :=exp(1)

o0 1 e
- Z ! 1
k=0 —
=1+ ! + ! + i ]
N 12! Graphe de exp
r~ 2,7128
kksksk

8. exp(x) = e* pour tout x € R
[Dém. La démonstration se fait en deux étapes.

1%¢ étape : montrer que f:R — (0,00); z — €* est continue. On montre d’abord que f est
strictement croissante. Si p < ¢ sont rationnels, on sait déja que f(p) < f(q). Soit x < y.
Par la densité des rationnels, il existe p,q € Q tels que = < p < ¢ < y. Par définition de e,
on a e” < eP. Par définition de e¥, on a e? < e¥. Il suit que f(x) < f(p) < f(q) < f(y), d’ou
f est strictement croissante.

On montre maintenant que f est surjective. Soit y € (0,00). On pose By, = {z € R |
e <y}. Pour n € N, on a

1 1
il
e" 14+ (e—1)n

—-n

e = — 0

lorsque n — co. Ainsi, il existe N € N tel que eV < y, d’ou Ey est non vide. Ensuite,
onae”>1+(e—1)n — oo lorsque n — oo, donc il existe M € N tel que eM > y. Si
2z € E,, alors e* < y < eM_ donc z < M. Ainsi, Ey est majoré. Par 'axiome de complétude,
x 1= sup Ey existe. On montre que f(z) =y.

Soit p € Q tel que p < x. Puisque z est le supremum de E,, il existe ¢ € Fy tel que
p<qg<z Onadoncel <e? <y, doupe E, Ainsi, y est un majorant de I'ensemble
{eP | p € Q et p < x}. Puique e” est le supremum de cet ensemble, on a e < y.

Enfin, on suppose par I'absurde que e* < y. On pose € = e% > 1. Puisque {/e — 1
lorsque n — oo, il existe K € N tel que /e < . Par densité des rationnels dans les réels, il
existere(@telquer<x<r+%. On a

1 1
e < et <R =e"ek < efe=y.

Ainsi, r+ % € Ly, mais cela est une contradiction, car x est un mojorant de Ey, et r+ % > .
On conclut que e* =y, d’ou f est surjective.
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Une fonction strictement croissante et surjective est nécessairement continue (analyse 1),
d’ou f est continue.

2¢ étape : montrer que exp(q) = e? pour tout ¢ € Q.
Si n € NU {0}, alors

exp(n) = exp(1l)-...-exp(l)
n %;)is
=e-...-e=¢".
L’énoncé est vrai pour —n également, puisque exp(—n) = expl(n).

Si q est rationnel, disons ¢ = 7, ot p,q € Z, ¢ > 0, alors

(exp (%))b =exp(a/b) -...-exp(a/b) (b fois)
=exp(a/b+---+a/b) (b fois)
= exp(a)

= e,

Ceci donne bien exp(a/b) = eb.
Enfin, puisque exp et f sont continues sur R et que exp(z) = f(z) pour tout = € Q, on
conclut que exp(z) = f(z) pour tout € R, comme voulue. O]

9. Si f est une fonction dérivable et f'(x) = f(z), alors f(x) = Cexp(z), ou C est une
constante.
[Dém. On pose g(z) := f(z)exp(—z). Alors g est dérivable et

§9z) = f(x)(=1)exp(—x) + f'(x) exp(—z)
= —[f(z) exp(=x) + () exp(—z)
—0,

donc g est constante, disons g(z) = C. Il suit que C' = f(z)exp(—x), c’est-a-dire f(z) =
Cexp().]

4.2. log

xT
1
Définition 1. logz ::/ ;dt (x> 0)
! ok Kk
Propriétés de log.
0. log(1) =0

1. log est dérivable et log’(x) = % pour tout z > 0.
[Conséquence immédiate du théoréme fondamental du calcul 1.}
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2. log(ab) ga+logbpour tout a,b > 0.

log (ab) /
ab
1
/ —dt 5=

ds =4t
/ / —ds

oga + logb. D]

c~o~|>—t

wl»—l

3. exp(log x) = x pour tout x > 0

log(exp(z)) = z pour tout x € R

Donc exp: R — (0, 00) et log: (0, 00) — R sont mutuellement inverses.
[Dém. On pose f(z) = m On a

x(%) exp(log z) — exp(log x)
2
x

(@) =

donc f est une constante. Ensuite, f(1) =1 = exp(logz) = =.
Maintenant, on pose g(z) = log(exp(x)) — z, alors

=0,

! = explT —1 — 1=

Ainsi, g est constante, donc ¢(0) =1 — 1 =0 = log(exp(z)) = x.]
Corollaire 2. log(e) = 1.
4. Pour a > 0 et x réel, on a
log(a®) = zlog(a).
[Si n est un entier positif, alors on a
log(a™) =log(a---a) =loga+---+loga =nloga.
n fois
De la méme fagon, on égalité si n est négatif, avec a” = a%n Siz= § un rationnel, alors

P
q

qlog(ad) = log(a’) = plog(a),

Y4
donc log(a?) = 2loga.
Puisque I'équation log(a®) = xloga est vraie pour tous les = rationnels et que log(a®)
et xloga sont continues, il suit que ’équation est vraie pour tout x € R.}

5. log est strictement croissante.
[log/(z) = 1 > 0]
log est concave.

[log” (z) = —% < 0]
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6. lim logx = o0

T—r00

lim logx = —o0

z—07F
[En effet, log(2¥) = klog 2 lorsque k — oo, donc logz — oo lorsque 2 — oo puisque log est
croissante. De méme, log(2_k) = —klog2 — —oo lorsque £k — oo et donc, ecnore comme

log est croissante, il suit que logx — oo lorsque © — oo.}

7. Pour € > 0, lim l(;% =0et lim 2°logx = 0.
T—r00

z—0t
[La premiére limite est une forme indéterminée co/oo. Par I’'Hopital, on a

. logzx
lim =

r—oo  xf z—00 exf—1  zy00 eaf

Pour la deuxiéme, on pose y = % et on obtient

1

lim z°logx = hm Y Elog( ): lim — %8y :O.]

z—0t Y—>00 y€
8. log(1+x):x—%2+%3—%+--«si lz| < 1.
[On pose f(z) =z — %2 + ?3 % + --- une série entiére de rayon de convergence 1. Donc
f est dérivable sur ( 1,1) et

1
() =1— 234 = — =log'(1 .
f(x) r+at—a”+ T2 og' (1 + x)

I suit que (f(z) —log(1 + x))/ = 0, c’est-a~dire que f(x) —log(l + z) = C,une constante.
Comme f(0) —log(1) =0, on a que C' = 0. D'ou f(z) = log(1 + z).]

4.3. cos et sin

© k 2k IQ I4 JI6
Définition 1. cos(z Z —54_5_54_...
= ! ! !
o~ k 2k+1 3 5
x°
sin(x) = z%) 2k:—|— o BT + = 5l

ok Kk
Ces deux séries entiéres ont un rayon de convergence R = oo.

Propriétés de cos et sin.

0. cos(0) =1 et sin(0) =0

1. cos est une fonction paire (cos(—x) = cosx) et sin est une fonction impaire (sin(—z) =
—sinx).
[Seulement des puissances paires dans cos et des puissances impaires dans sin.}
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2. cos et sin sont dérivables et
cos' (z) = — sin(z)

sin’(z) = cos(z).

[Dériver les séries entiéres termes a termes.}

3. Si f:R — R est deux fois dérivable et si f” + f = 0, alors f est la forme f(x) =
Acosx + Bsinz, ou A, B sont des constantes.

[On pose A := f(0) et B = f/(0). On définit g(z) = f(z) — (Acosx—i—Bsinx) On voit alors
que ¢ + g =0, g(0) = 0 et ¢’(0) = 0. On considére ensuite h = g% + (¢')%. On a

! 1

N =299 +2¢'¢" =24'(g+¢") =0.

Ainsi h est constante. Comme h(0) = ¢(0)2 + ¢'(0)> = 0, il suit que h = 0, c’est-a-dire
g(x)? 4 ¢'(x) = 0. On conclut que g(x) = 0 pour tout 2’ donc que f(z) = Acosz + Bsinz.]

4. cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
sin(a + b) = sina cos b + cos a sin b.
[On pose f(z) = cos(a+ ), alors f” 4+ f = 0. D’aprés la propriété 3, il existe A, B tels que

f(z) = Acosz + Bsinz,

c’est-a-dire

(%) cos(a+x) = Acosxz + Bsinx V.

Si on pose x = 0, on obtient A = cosa. En dérivant (%) et en posant x = 0, obtient
B = —sina. En remplagant dans (x), on obtient

(xx) cos(a + x) = cosacosx — sinasinx

et en prenant z = b, on obtient la formule pour cos(a + b).
La formule pour sin(a + b) se démontre de fagon semblable (ou bien on peut dériver

5. cos’x +sin?z=1 (prendre a = x et b= —x)

cos? z — sin? x = cos(2z) (prendre a = x et b = )

6. |cosz| <1
. pour tout x
|sinz| <1
[Conséquence immédiate de cos? z + sin® z = 1.}
Pour étudier la question de la périodicité, on a besoin d’'un lemme technique.

Lemme 2. Dans [0, 2], la fonction cos a une unique racine w.
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Démonstration. Au plus une racine : On remarque que cos’ z = —sinz. Or, pour z € (0, 2],
on a

B w3 25 T
sin x x_g—i_ﬁ_ﬁ—i_”
B 3 > a2’
T3 \m )"
>0 >0

> 0.

Il suit que cos’z < 0 pour z € (0,2] et donc cosx est strictement décroissante dans [0, 2].
Ainsi, cos a au plus une racine dans [0, 2].
Au moins une racine : D’abord, on note que cos(0) = 1. Ensuite, on a

22 24 26 28 210 212
cos(2)—1—§+§—a+§_1_ol+ﬁ_...

22 24 26 28 21() 212
=1—- — — = [ — R —
21 "o (6! 8!) (10| 12!)

' g

>0 >0
2 24
I — —+—
- 2 4
16
=1-2+ - <0.
* 24
Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une racine de cos dans (0, 2).
U
Définition 3. On pose 7 := 2w, ol w est 'unique racine de cos dans [0, 2].
koK

Remarque : 0 < 7 < 4.

7. cos(g) =0et sm( ) = 1.
[cos (%) = 0 par définition de 7. Aussi, par 5, cos ( ) + sin

2 (3) =1, donc sin () = £1.
On a vu dans la démonstration du lemme que sin(z) > 0 sur (0

,2), donc sin (§) = +1.]

8. cos (a: + %) = —sinx et sin (:z: + %) = cosx
[Suit de 4 et 7]

cos(x +m) = —cosx et sin(zx+7)=—sinz

[Appliquer deux fois I'identité précédente]

cos(z +2m) =cosx et sin(z+ 27w) =sinz

[Appliquer deux fois I'identité précédente]
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9. smz=0&z=n1r (n€EZ)

csr=0&ax=(n+3)r (n€Z)
[Dém. <) D’abord, on asin(nt) = —sin ((n — 1)7) = (—=1)"sin(0) = 0. Ensuite, on a
cos ((n + %)7‘(‘) = —cos ((n — %)7?) = (=1)"cos (5) = 0. Pour n > 0, on remarque que,
puisque que sin est impaire, on a sin(nm) = sin(—n).
=) On remarque d’abord que cos n’a pas de racine dans [O, %) Comme cos est paire, elle
n’a pas de racine dans ( -5 0} non plus, donc cosz # 0 pour tout x € ( -5 %)

On suppose que cos g = 0 pour un zg € R. Puisque cos(x + 7) = — cosx pour tout x,
il suit que

cos(xg +nm) =0 pour tout n € N.

On pose n tel que zg +nw € (— Z %} Comme cosx # 0 pour tou = € (— 2 g), il suit que
ro +nm = §, donc xg = —nm + 5 pour un n € Z.

On suppose que sin(z1) = 0. Comme cos (x + %) = —sinz, il suit que cos (1‘1 + %) =0,
donc x1 + § = —nm + 5 pour un n € Z, d’'ott 1 = —mr.]

1T/\ 1]\
0 . 27 . . 0 . .

//‘\ | | | | ~
27 —\/ng z 7\/ —27 -7 ng N/ 2m
y =

y =Sinx

10. Quelques valeurs importantes

m m s m
v |0 § § 5 3 07
cosz | 1 \/Tg \/75 3 0o -1
sme | 0 4 2 8 1
[Dém. de cos (%) On a cos’x 4 sin®z = 1 et cos’x — sin®z = cos(2z), donc 2cos’z =

1+ cos(2z). En particulier, on a
T T
2cos? (=) =1 =1
COS (4) +cos(2) ,
car cos (%) = 0, par définition de m. Il suit que cos (%) = j:\/ii. De plus, on a déja montré

No)
2

que cosz > 0 pour x € (0, %), donc on conclut que cos (%) =

Sl

Dém. de cos (%) = % Encore, on utilise 2 cos? z = 1+cos(2z), d’ott 2 cos? (%) = l4-cos (27)

De plus, on a

cos (%ﬂ) = cos (7 — %) = COS T COS (%) + sin 7 sin (%)

= — cos (%)
Si on substitue ceci dans la formule précédente, on obtient

2 _
2 cos (%) =1—cos (%),
c’est-a-dire que cos (%) est une racine de I’équation
2w =1—1z
2"+ —-1=0.
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Les racines de cette équation sont

~1+VI+8

]

D[ =

Comme cosz > 0 pour z € (0, %), il suit que cos (§) =

11. Aire et circonférence d’un disque de rayon 7.
L’aire d’un disque de rayon r = 772
La circonférence d’un disque de rayon r = 27r.

[Soit y = f(x) = Vr? — 22, I'équation d'un demi-cercle. On a

T
laire =2 [ f(z)dx
—r
,
:2/ V2 — 22 de
—-Tr
Vr2 —r2sin?u cosudu

vy

=2

SE

ol

2/ rcosu rcosudu

pi
2

S

/ 72 (14 cos(2u))du

pi
2

[r2(u + % sin(2u)] 5

[CE

=Tr-.

(

car cos"u =

r=rsinu

dx = rcosudu

2 1+cos(2u) )

2

Formule pour la longueur d’arc du graphe de y = f(x) entre = a et = b : on définit

la longueur ¢ par

b
(= / A/ 1+ f/(x)? de.
la circonférence = 2/ /14 f(z)? dz

T .CEZ
=2 1 d
/_r \/ +T2—ZE2 o

,
.
—2 [

o2 = 22

" r
:2/

—r /12 — r2sin?u
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Ainsi on a

(

rcosudu

T =rsinu

dx = r cosudu

)



3
:2/ rdu

= 27r.

ol

D’ou Daire est bien 772 et la circonférence, 2rr. Ceci réconsille m avec sa définition usuelle.}

12. Trigonométrie. Pour faire de la trigonométrie, il faut définir la notion d’angle. Soit
0O, A, B trois points distincts. On pose

p=0A, ¢q=AB e r=O0B.

Il est suffisant de considérer le cas ot p, g, r vérifie p? + ¢® = r?, quitte &
remplacer A par A’ colinéaire & A de sorte a vérifier I'identité. L’angle
ABC est défini comme la longueur de I'arc d’un cercle de rayon 1 centré
en B allant B jusqu’a la droite OA, comme sur la figure. Suivant la
figure, on voit que 'angle AOB, noté 6 vérifie

l

0=-.

r

Par la formule de longueur d’arc, on a
T
i :/ 1+ f(2)2de
p
T =7Ccosu r=r+u=>0

dr =rsinudu z=p<+ u=a«a
ourcosa=p

[/
= ——dx
b V2 — 12

—rsinwu)du

a V12 —r?cos?u

0
:/ —rdu = ra.
«Q

Donc finalement, 6 = é = «, c’est-a-dire que # est la solution de cosf =

38

4.4. arcsin et arccos

Définition 1. arccosx = = angle entre 'axe des z et

/1 dt
. V1—t2

le point (z,v1 — 22)

: Toodt )
arcsinx = ———— = angle entre 'axe des y et
0

V-2

le point (z,v1 — 2)
pour z € [—1,1].
ok

Propriétés.
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0. arcsin0 =20
arccos1l =0

1. arccos et arcsin sont bien définies.
[OnﬁerSxSl. Pour z <t<1,ona

0< < !
V1I—t2 7 J1—tJ1+1¢

< 1 .

V1t

Pour € > 0, on voit que

1—e
dt 1
=—2/1—¢
/:c V31—t x

= 2/1—z+2/1—-1+¢,

donc cette intégrale impropre converge. Par le test de comparaison, l'intégrale fxl T

converge aussi. Un argument semblable fonctionne si —1 < z < O.}

2. arccosz + arcsinz = §

[Longueur d’un quart de cercle.}

3. arccos et arcsin sont dérivables sur (—1,1) et
arccos’ T = 1 et arcsin’ z = !

V1—zx2 \/1—m2'
1
4. arccosxza:\/l—x2+2/ V1 —t2dt
X
T
arcsinsz/ V1—t2dt — 21 — 22
0

et elles correspondent aux aires suivantes :

arccos x

arcsin x

v
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[Pour arccos, on a
1 1
V1—1t2
/ V1 —tzdt—/ V1—t2——dt
x x V 1-— t2

1 1—t2
:/ 1ty
r V1—12

= —— | ———=dt u=t dv= dt
/x V1—t? /m V1—t2 1—¢2
du=dt v=—-v1-—1t

1 1
= arccosx + t\/1 —t2| — / V1 —t2de,
r x

donc 2 f; V1 —t2dt = arccosx — V1 — x2.

Pour arcsin, on peut utiliser la propriété 2 ou refaire la méme démarche.}

5. Pour tout z € [-1,1], on a

cos(arccosx) = x et sin(arcsinz) = x
et
arccos(cosy) =y  pour y € [0, 7]
arcsin(siny) =y pour y € [ -3 %]
[D’abord, on voit que cos’z = —sinz < 0 pour z € (0,7), donc cos est injective sur [0, 7).

Ensuite, on a

/1 dt .
arccosxr = _— = COSUuU
V1=t

dt = —sinudu
_ 0 —sinu du x = cos(a)
a V1—cos?u ou « est I'unique
=a. a € [0,7] tel que
x = cos(a)

Ainsi, on a cos(arccos z) = z.
Ensuite, on a sin(arcsinz) = sin (§ — arccosz) = cos(arccos z) = x.
Enfin, pour y € (0,7), on a

(cosy) L sy =1
— al'CCoOSs Cosy = | — Slny =1,
dy 1 — cos?(y)

donc arccos(cosy) =y + C. En y =0, on a arccos(1) = 0 = C, d’ou arccos(cosy) = y]
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4.5. tan et arctan

sinx

Définition 1. tanz = (définie pour x # 0(n + 3)m,n € Z)

COS T

Propriétés.
0. tan(0) =0
1. tan est une fonction impaire

cos T cos T — sinz(—sinx)
2

2. tan'(z) =

COS= T

1
~ cos?x’
On note que tan'(z) > 0 pour tout z # (n + ).

3. tan(a + b) = fanattand
[On a

sin(a + b)
cos(a + b)
sina cosb + cosasin b

tan(a + b) =

cosacosb — sinasinb
On divise partout par cosacosb
tana + tan b

 1—tanatanb’

4. tan(z + 7) = tanz pour tout x # (n+ %), nezs

Xokokk

™ s ™
5. x |01 % |73 =3
1
tanx‘O‘\/g‘l‘\/g
llmx_%_ tanx = oo
l1mx_>%+ tanz = —o©

OF
SN—

e i

Kokoksk



—_ _1
1422

[Sur (— z, %), tan est strictement croissante, surjective et dérivable, donc arctan est dérivable
sur R (théoréme d’analyse 1).
On dérive ’équation tan(arctanz) = z :

6. arctan’(z)

, 1
arctan’ () = ————
tan’(arctan z)
B 1
~ sec?(arctan )
B 1
1+ tan?(arctan z)
_ 1 ]
1422
B AT L L
7. arctany = — %5 + % — % + 5 — -+ pour tout |z| < 1.
3 5
[On pose f(z) =2 — % + % — - -, une série de rayon de convergence 1. Si on dérive terme
a terme, on obtient
fla)y=1—a* 42 —2®+... (lz| < 1)
1
= — rogression géométrique
522 (prog g que)
= arctan’ (7).

Il suit que f(z) = arctan(xz)+C, ot C est une constante. Comme f(0) = arctan(0)+C = 0,
on a C =0, d'ou arctan(z) = f(z) pour tout |z| < 1.]

En prenant x = %, on déduit que
(%) 3 ()
V3 5\V3

6 (L 1 .
m = — J— J— oo .
V3 3-3 3%2.5 3.7

Avec quelques approximations, on trouve m & 3,1415926. ..

W =
ol

arctan (\/Lg) =

Sl

donc

\/\N' Le travail complet pour obtenir ’approximation est intéressant. D’abord, on aura besoin d’une
approximation de v/3. On part avec le fait que

<V3<

— <3< — —

64 81 8
257 T 25 5

Ul ©

et donc |v3—1I| < L. Ensuite, on utilise la méthode de Newton. On pose f(z) = 22 -3, F(z) = z— 223

2z
x 3 17 ) .—[8 9
5 + 5, et xg = 13- D’abord, on remarque pour z € I := [57 5], on a

If'(@)] = 22| >1 et |[f"(z) =2
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On pose K = maxy |[7(z)] < 1. Les itérées de la méthode de Newton sont

2ming | f/(X)]
589
xr, = F(mo) = %
693 721
72 = F(71) = 100530

Selon la méthode de Newton, on a |x,4+1 — \/§| < Klz, — \/§|2, ou K < 1. Ainsi, on peut remplacer K par 1.
Selon le choix initial de xg, on a

21— 5| < oo = 5" < oo

IN

2
|22 = Z5l < |1 = 51 < om0

A la deuxiéme itération, on a déja une approximation trés bonne de v/3. On écrit v/3 = x5 + 71, ol

1
Iril < Toom0- 6 1 1 1 6 1 1
1 AT _ — —_—— — — PRI O —_ — — )
Ensuite, la série s = 73 (1 T3+ 325 — 3557+ ) est alternée. On pose a,, = NEPTES R C’est une
suite décroissante, donc le théoréme de Leibniz nous donne

‘7" - 3n| S An+1,

ol (sy,) est la suite des sommes partielles de s. Avec n =5, on trouve

oo r1 1 2 - < 2
67 /31336 /33159 — 3159
et
6 (1, 1 L, 1
S5 = —— - - _
*T 3 3.3 32.5 33.7 3i.9 35.11
254 512
=23
\[280665
509 024
=255~ 7Am T2,
280 665
ol o = 11 300824 of vérifie |ry| < s555. Enfin, on a
0902 2 1 13 _ 1
T =
T 2080 665| = 3150 T "2 = 1500 T 5000 ~ 15000 = 1000

d’ou m =3,141... + 73, ou |r3| < 1000
Pour obtenir une meilleure précision avec cette méthode, il faudrait itérer davantage le méthode de
Newton et garder plus de terme de la série s.

Remarque. Formule de Machin (1708)

s
1= 4 arctan (%) — arctan (2_:%,9>

Xokokk

73



4.6. cosh et sinh

T - 0 2k
Définition 1. coshxz = % = Z (zk)'
n=0
et — =% > x2k+1
ST 2 nz% 2k + 1)!

Propriétés.
0. cosh(0) =1
sinh(0) =0

1. cosh est une fonction paire

sinh est une fonction impaire

2. cosh’(z) = sinhx

sinh’(z) = cosh x

3. cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)
sinh(a + b) = sinh(a) cosh(b) + cosh(a) sinh(b)
[On a

e+ e el 40

e — e~

cosh a cosh b + sinh asinh b = 5 5

aeb e—ae—b

~ 3 T

6a—i—b + e—a—b

2
= cosh(a + b).

La deuxiéme formule se démontre de la méme fa(;on.}

4. cosh?z — sinh?z = 1 pour tout x.
[Prendre a=xet b= —x dans 3.]

Kokokok

Ainsi, t — (cosht,sinht) est une paramétrisation de I’hyperbole, d’ou le nom fonctions

hyperboliques.

5. coshz > 0 pour tout x € R
sinh x > 0 pour tout x > 0

Donc cosh’(z), sinh’(z) > 0 pour z > 0 et cosh”(z),sinh”(x) > 0 pour z > 0. 1l s’ensuit
que cosh et sinh sont strictement croissantes et convexes pour x > 0.
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Remarque. On peut imaginer que

cosh x = cos(ix)

sinhx = Sm(,m),
?

ot 72 = —1. (Voir analyse complexe.)
H A
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