
Analyse 2
Série 3

Séries entières

Exercice 1. Montrer que le rayon de convergence d’une série entière est unique.

Exercice 2. Montrer que le rayon de convergence R d’une série entière
∑

anx
n est donnée

par
1

R
= lim sup

n→∞
n
√
|an|.

Solution. On pose
L = lim sup

n→∞
n
√
|an|.

Cette limite existe ou elle vaut ∞.

Le critère de Cauchy dit que la série
∑

|anxn| converge si

lim sup
n→∞

n
√
|anxn| < 1,

c’est-à-dire si
|x| < 1

L
.

De plus, cette série diverge si L > 1, c’est-à-dire si |x| > 1
L . On conclut que R = 1

L . Si
L = ∞, alors R = 0.

Bien que cela ne soit pas nécessaire pour la question, il en vaut peut-être la peine d’en
profiter pour rappeler le critère de Cauchy. Si L < 1, alors il existe ε > 0 tel que L+ ε < 1.
Il existe N > 0 tel que si n ≥ N , alors∣∣∣∣ sup

m≥n

n
√

|an| − L

∣∣∣∣ < ε.

Ainsi, on a
n
√

|an| < L+ ε < 1

pour tout n ≥ N . On conclut que

∞∑
n=N

|an| ≤
∞∑

n=N

(L+ ε)n < ∞,

car L+ ε < 1. On peut montrer que la série
∑

|an| diverge si L > 1 de la même façon.
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Exercice 3. Montrer que la série

f(x) =
∞∑
k=0

xk

k!

a pour rayon de convergence R = ∞, mais que la série ne converge pas uniformément sur R.

Exercice 4. Trouver une série entière centrée en 0 pour les fonctions suivantes. Déterminer
le rayon de convergence.

a) f(x) = 1
1−x2

b) f(x) = x
x−1 c) f(x) = x−1

x+1

Solution. a) On rappelle que
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn

pour x ∈ (−1, 1). Or, si x ∈ (−1, 1), il en va de même pour x2, donc la formule précédente
tient avec x2 et on trouve

1

1− x2
=

∞∑
n=0

x2n

b) On a simplement

x

x− 1
= (−x) · 1

1− x
= −x

∞∑
n=0

xn = −
∞∑
n=0

xn+1.

c) On a
x− 1

x+ 1
=

x+ 1− 2

x+ 1
= 1− 2

x+ 1
= 1− 2

∞∑
n=0

(−1)nxn.

Puisque c’est une série géométrique de rapport −x, son rayon de convergence est R = 1.

Exercice 5. Soit deux séries entières

f(x) =
∞∑
n=1

anx
n et g(x) =

∞∑
k=1

bkx
k

de rayon de convergence respectif R > 0 et Q > 0. Montrer que le produit fg est une série
entière de rayon de convergence au moins min{R,Q}.
Indice. Évoquez le théorème du produit de Cauchy vu en Analyse 1.

Solution. On pose S = min{R,Q} > 0 et, pour |x| < S, on pose h(x) = f(x)g(x). Pour
un tel x, f(x) et g(x) sont absolument convergentes, donc h(x) aussi par le théorème sur le
produit de séries. De plus, par la formule du produit de Cauchy on a

h(x) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

an−kx
n−kbkx

k =
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

an−kbk

)
xn
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qui est bien une série entière. Son rayon de convergence est au moins S, puisque h converge
absolument pour tout x ∈ (−S, S).

Exercice 6. Trouver une série entière centrée en 0 pour les fonctions suivantes.

a) f(x) =

∫ 2

1

dt

t− x

b) La solution de y′ = y, avec y(0) = 1. (Indice. Supposez qu’il existe une solution de la
forme

∑∞
n=0 anx

n, trouvez les an et montrez que la série a un rayon de converge R > 0.)

c) f(x) =

∫ x

0

dt

1 + t4

Solution. a) Si x ∈ (−1, 1), alors x
t ∈ (−1, 1) pour quelque soit t ∈ (1, 2). Ainsi, on a

∫ 2

1

dt

t− x
=

∫ 2

1

1

t
· 1

1− x
t

dt

=

∫ 2

1

1

t

( ∞∑
n=0

(x
t

)n)
dt (car

∣∣x
t

∣∣ < 1)

=
∞∑
n=0

(∫ 2

1

xn

tn+1
dt

)
(car la série converge
uniformément sur (1, 2),
quelque soit x ∈ (−1, 1))

= log t
∣∣∣2
1
+

∞∑
n=1

xn

−ntn

∣∣∣∣2
1

= log 2 +
∞∑
n=1

xn

n

(
1− 1

2n

)
.

Le rayon de convergence est exactement 1, car la série convergence absolument pour |x| <
1 (on peut comparer avec

∑ xn

n qui est la dérivée de la série géométrique de rayon de
convergence au moins 1) et elle diverge si |x| > 1, car le terme général ne tend pas vers 0,
dans ce cas.

Voici une autre façon de faire l’exercice. On peut intégrer en premier et utiliser le
développement en série de log(1− x). On a∫ 2

1

dt

t− x
= log(2− x)− log(1− x).

On a

log(2− x) = log 2− log
(
1− x

2

)
= log 2 +

∞∑
n=1

xn

n2n
.
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Ensuite, on a

log(1− x) = −
∞∑
n=1

xn

n
.

Pour |x| < 1, ces deux séries convergent absolument, donc on peut les combiner. On trouve∫ 2

1

dt

t− x
= log 2−

∞∑
n=1

xn

n2n
+

∞∑
n=1

xn

n
= log 2 +

∞∑
n=1

xn

n

(
1− 1

2n

)
.

Remarque. La première méthode se généralise mieux, par exemple pour les intégrales com-
plexes en analyse complexe. Pour le cours d’analyse 2, il n’y a pas de différence.

b) Soit f(x) =
∑

anx
n. On suppose pour le moment que c’est une série entière convergente

et que c’est une solution de y′ = y. On a donc

f ′(x) = f(x) ⇐⇒
∞∑
n=1

nanx
n−1 =

∞∑
n=0

anx
n.

Ainsi, par le principe d’identité, on a

a1 = a0

2a2 = a1
...

nan = an−1

...

Puisque y(0) = 1, on doit avoir a0 = 1. Ensuite, on a a1 = 1, a2 = 1
2 , a3 =

1
2·3 , etc. On peut

montrer par récurrence (faites-le) que an = 1
n! .

On conclut que

f(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
.

Il est montré au numéro 3 que c’est une série convergente avec un rayon de converge R = ∞.
Ainsi, il est justifié d’échanger l’ordre de la dérivée et de la série, ce qui veut dire que f est
bien une solution de l’équation différentielle.

c) Pour |x| < 1, on a ∫ x

0

dt

1 + t4
=

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)nt4ndt

=
∞∑
n=0

∫ x

0
(−1)nt4ndt

=
∞∑
n=0

(−1)n

4n+ 1
x4n+1.
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Le rayon de convergen doit être R = 1, car pour tout |x| > 1, la série diverge, vu que le
terme général ne tend pas vers 0, dans ce cas.

Exercice 7. Soit (an) la suite de Fibonacci : a0 = 0, a1 = 1 et an+1 = an + an−1 pour
n ≥ 1.

a) Montrer que an+1
an

≤ 2.

b) On pose f(x) =
∞∑
n=0

anx
n. Montrer que le rayon de convergence de f est au moins 1

2 .

c) Montrer que f(x)− xf(x)− x2f(x) = x et donc que f(x) = x
1−x−x2

.

d) En utilisant les fractions partielles, trouver une autre expression pour la série f(x).

e) Déduire que

an =

(
1+

√
5

2

)n
−
(
1−

√
5

2

)n
√
5

.

Exercice 8. (Caractérisation des fonctions analytiques)

a) Soit f(x) =
∑

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Montrer que pour

tout compact K ⊆ (−R,R),

il existe M ≥ 0 et C ≥ 0 tels que pour tout x ∈ K, |f (k)(x)| ≤ MCkk!. (∗)

b) Soit I ⊆ R un ouvert et f : I → R. Montrer que si pour tout compact K ⊆ I, (∗) est
vérifiée, alors f est analytique.

Solution. a) Comme f(x) =
∑

anx
n est une série entière, on peut dériver k fois. On a

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n!

(n− k)!
anx

n−k.

Quelque soit K compact, il existe 0 < S < R tel que K ⊆ [−S, S]. Ainsi, pour tout x ∈ K,
on a

|f (k)(x)| ≤
∞∑
n=k

n!

(n− k)!
|an|Sn−k =

k!

Sk

∞∑
n=k

(
n

k

)
|an|Sn.

La série au centre converge, vu qu’il s’agit de la série dérivée k d’une série entière, qui
converge absolument. Ainsi, la dernière série converge aussi, donc on obtient (∗) en posant
C = 1

S et M =
∑(n

k

)
|an|Sn.

b) Soit a ∈ I et r > 0 tel que B(a, r) = [a − r, a + r] est inclus dans I. Comme c’est un
compact, il existe M ≥ 0, C ≥ 0 tels pour tout x ∈ B(a, r), on a

|f (k)(x)| ≤ MCkk! ⇒ |f (k)(a)|
k!

≤ MCk.
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Par le théorème de Taylor, pour tout x ∈ B(a, r), il existe ξm ∈ B(a, r) tel que

f(x) =
m∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

fm+1(ξm)

(m+ 1)!
(x− a)m+1.

On a donc∣∣∣∣∣f(x)−
m∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣fm+1(ξm)

(m+ 1)!
(x− a)m+1

∣∣∣∣ ≤ MCm+1|x− a|m+1.

Ainsi, si |x − a| < C, alors Cm+1|x − a|m+1 < 1, et si on laisse m → ∞, le côté droit tend

vers 0. On conclut que f(x) =
∑ f (k)(a)

k! (x− a)k pour tout |x− a| < C.

Comme B(a, r) est quelconque, on conclut que f est analytique.

Exercice 9. Montrer que si f, g: I → R sont analytiques, alors fg est analytique.

Indice. Utiliser la formule de Leibniz (fg)(n) =
n∑

k=0

(n
k

)
f (k)g(n−k) (et la montrer, si cela n’a

pas déjà été fait) et utiliser l’exercice 8.

Exercice 10. Suite récurrente linéaire. Soit (an) une suite récurrente linéaire de la forme
an+k = c1an+k−1 + · · · + ckan pour tout n ≥ 0. On appelle la fonction génératrice de (an)
la série formelle

f(x) =
∑
n≥0

anx
n.

On pose pn(x) =
∑

0≤ℓ≤n

aℓx
ℓ, la somme partielle, et p−1(x) = 0 pour tout x.

a) Montrer que pour tout ℓ, q ∈ N ∪ {0}, on a∑
n≥0

an+ℓx
n+q = xq−ℓ

(
f(x)− pℓ−1(x)

)
.

b) Montrer que

f(x)− c1xf(x)− · · · − ckx
kf(x) = pk−1(x)− c1xpk−2(x)− · · · − ck−1x

k−1p0(x).

c) Déduire qu’il existe des polynômes P,Q tels que f(x) = P (x)
Q(x) .
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