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hypotheses générales




X1, Xz, X3, Xa, X5, X,

hypotheses generales

s de |’échantillon iables aléatoi
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statistique :

Fonction des données

I’échantillon.

de

[ > aussiunevaria

S = f(Xl,Xz,X3,
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, Xn)
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exemples de statistiques :

n
— 1
X:_in 52
n.
1=1

moyenne empirique
(ou échantillonnale)

X(l) = min{Xl- 1 <i < Tl},
Xk+1) = min{X; : X; =2 X}

statistiques d’ordre :
X(k) est le kieme plus petit
élément de I'échantillon.

n

2.

1=1
variance empirigue

(ou échantillonnale)

f
Xmy + X
G) T

M = < 2

X )
RE

la médiane empirique

_ ;7)2

, N est pair

n est impair

S =452

Ecart-type empirique
(ou échantillonnale)

Xm) —X)

I’étendue échantillonnale



exemple

Rendez-vous sur la feuille de calcul suivante :
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1E-
MWqucdmXNOk5HaxF1Qr5v3QltpkNVV-
AvQBPYpWUS8/edit?usp=sharing

et inscrivez votre taille en centimetres, au centimetre pres (valeurs
entieres SVP)

On va calculer toutes les statistiques précédentes.



n
/ . —— 1
la moyenne echantillonnale X = szi
1=1

distribution de la population

n
] u= E[x] N B = -
— = — | = =M —_—
parametres de la loi aléatoire des données de U n [ l] n K U
I’échantillon =1

n
— [ [ X ] _ 9 — 1 1 , O 2
U 1 o = Var[X] =— ) Var[X;|] =— no*=—
2 2
2 n= 4 n n
o = Var[X,] i=1
_ O
remarque : les variables aléatoires X; (données de I'échantillon) peuvent a o = ——
priori suivre n'importe quelle loi aléatoire. A/Nn
4 I

Par la loi des grands nombres, lorsque n tend

vers l'infini, X — ll




, . — 1
la moyenne echantillonnale X = ‘in

/

Par la loi des grands nombres, lorsque n tend
vers l'infini, X

.
e

Par le Théoreme de la limite centrale, pour n —
grand, on a que X est de loi a peu prés X — ‘L[ ~ N —

, — , — )
normale, avec espérance u et écart-type o /n

X est un estimateur de u

estimateur : statistique qui fournit un estimé d’un parametre de la distribution de la population.



Intervalle de confiance

-~

On connait :

Les données
Les statistiques

~

o

On cherche :

Les parametres
de la distribution
de la population

)

— Du point de vue empirique, on
X — oo connait ces valeurs parce qu’on
les a recueillies et mesurées...

—> |ntervalle de confiance

... et on veut trouver les #

parameétres de la population a niveau de confiance
partir des données de
I’échantillon.



Intervalle de confiance

On cherche € t.q. P{Y—e<,u<)_(+e}=a:

j‘> Pl-e<X—-u<el=a ljl> 2@( \/_)_1 ~ o

o)
e~ —- -1 (
jl> P{—E-?<N(O,1)<e-?}za \/ﬁ

y .



exemple

La moyenne de |la population u est inconnue

'écart-type de |la population est o = 3

La taille échantillonnale est n = 36

La moyenne échantillonnale est X =45

Trouver les intervalles de confiance a &« = 0,5 (50%) et « = 0,95 (95%).
Interpréter.



n

. , . 1 2

la variance échantillonnale $2 = EE(X" — X)
=1

4 N

Ona SZ :1
n

Preuve rapide :
Si on choisit uniformément l'une des valeurs de I'échantillon au hasard, X est I'espérance de ce

1 . , : , :
nombre, - m X7 est 'espérance de ce nombre au caré, et S? en est la variance. Le résultat suit.

Preuve longue :
Au tableau



n

L o1 _
la variance échantillonnale  §2 = —E(Xi — X)
n
=1
4 I
1
Ona [E[Sz] :<1——)0-2
n
\ %
E[S?] :%Z E[X?] — ]Ely ] — =%(n02 + nu?) ——Z—uz
:%Z(az+,u2) —o - =02—%2=<1—%>02
{ Donc, quand n tend vers 'infini [E[SZ] — g2 }

2



‘ / . n
la variance echantillonnale , 1 —\2
. §2 = (X; — X)
non biaisée n—1. .

1=

4 )

Ona [E[S'Z] — 0'2

S? est un estimateur biaisé de g2 -- ce n’est qu’a la limite que les estimations sont bonnes.

S? est un estimateur non-biaisé de g car son espérance est constante.



la variance échantillonnale

52 =12(Xi _%)

-

o

n ]
1=1
R 2 A
Si les données de I'échantillon sont normales 2 o) 2
avec espérance u et écart-type o, alors S ~ — Xn_ 1
n
o . g’

X~u+ N 0,— 1
3 N

Preuve :
difficile.

Les estimateurs SZ et $2 suivent
dans ce cas des lois khi-carré, et
ont des écarts-types de l'ordre

20
de \/_ﬁ




a loi khi-carré (y%) e

X2+ X5+ -+ X2 = y2
R/ v

X; : variables aléatoires normales standard indépendantes variable aléatoire de loi khi-carré

@ avec n degrés de liberté.
[yl =n Var[yz] =2n




n

. : . 1 —\2
la variance échantillonnale  §2 = EE(X" — X)

Eléments de preuve : 1=1

n

1 1 —\2

2 2
. (X — ) —;El(xi—x) = 2(u-X)X 42X
=

S

(=Y

o~

-2 -2 —
=2X —X —2uX+ u?

= (X -u)

R —2
(X2 —2Xip+p? - X2 +2XX -X)

I
S|

DM IV

Il
=

(—ZXiu + u? —2X,X — Yz)

Sk

l

n

—. 1 —2

= —z(u—x)E in +u?-X
=1




. , . , 1 —\2
la variance échantillonnale  §2 = —E(Xi — X)
n
Eléments de preuve : =1
= N'(0,1) = 52
n 2 n 9 n n
T W
i=1 o) =1 =1 ,
An ~ N(0,1)
L_/_\/\//
4 I 2
2 N 2 &
‘> XTL 2 S ~ Xl Et on compléte avec de
O- petites manipulations

\ J algébrigues.




a loi khi-carré (y%) F(x) =7

n | a=0975|a=0095|a=005|a=0025
_ , 5 083 115 | 11.07 | 1283
— — 6 | 1.4 164 | 1250 | 14.45
fn (Zn’“) P{Xn > Z"'“} @ 7| 169 217 | 1407 | 16.01
8 | 218 273 | 1551 | 17.54
@ o | 270 333 | 1692 | 19.02
1 10| 325 304 | 1831 | 2048
E (a)= Zn a jl> 11| 382 458 | 1068 | 21.02
12| 4.40 523 | 21.03 | 23.34
13 5.01 580 | 2236 | 24.74
14| 5.63 6.57 | 2360 | 26.12

Cette table donne les inverses des fonctions de répartition
complémentaires pour les lois du khi-carré.



la loi du khi-carré

Les variables khi-carré sont des sommes de
variables aléatoires i.i.d.

X{+ X5+ -+ X5 =xa

> XA =N(nV2n)

lorsque n est grand, par le théoreme
de la limite centrale




exemple

Trouver la probabilité
P{x{s = 24,96}

En utilisant I'approximation normale standard.



exemple

On recoit une grosse cargaison dampoules et on nous informe que la
durée de vie des ampoules a une distribution normale.

La durée de vie moyenne des ampoules est inconnue, mais on nous dit
que I'écart type de la durée de vie est 0 = 100 heures.

Supposons que nous testons la durée de vie de 16 ampoules Quelle est

la probabilité que I'écart-type échantillonnal non-biaisé § = /52
excede 129 heures ?

En supposant que S = 129, croiriez-vous que ¢ = 100 heures ?

Supposons maintenant qu’ ‘'on ne teste que 6 ampoules. Pour quelle
valeur de s obtient-on IP{S < S} = 0,057



X — I sl o estinconnu

Loi T de Student

-

Si les données de I’échantillon sont normales
avec espérance W, alors

~

u

tn—l

X —
S
v /

Lorsqu’on ne connait pas |I'écart-type de la distribution de Ia
population, mais seulement I'écart-type de I'échantillon, on a
gue la différence entre la moyenne de la population et |la

moyenne échantillonnale suit une loi T de Student.



la loi T de Student

— T Variable aléatoire de loi T de
2 n Student a n degrés de liberté.
\/X n / n

variable khi-2 a n degrés de
libertés

2[T,] =0 Var|T,| =

variable normale standard




Intervalle de confiance

On cherche € t.q. P{Y—e<,u<)_(+e}=a:

R R e

S 2

j‘> vn X —p Vn
P)—e- < <e-—\=«a . "
S S On trouve dans plusieurs ouvrages de référence

des tables qui donnent des tables pour les
valeurs t ,, telles que

P{tn = ta,n} =«

> P{—E : ﬂ <t, ,<Ee€- ﬂ} ~ Ici, en particulier, on a

/ S
T e




exemple

Trouver un intervalle de confiance pour la moyenne de la population a
partir des données de notre échantillon pour les tailles dans la classe.



des données pour deux variables

mmmmmm
X1, X2, X3, X4, X5, Xe ...
Yl, Y, Y3, ¥, ¥s, Yo, .. Y

Chaque donnée de I'échantillon ur (X;, Y;).




le coefficient de corrélation empirique

(X —X)(Yi =)

R sy

1 .Z?=1(Xi - X)(Y; —Y)
_n SX.SY

Ry y mesure la tendance de X et Y a varier « ensemble ».



linéarité de la relation entre X et Y

1.0

-0.5

-1.0
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oo,
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RX,Y = —1

Si Ry y est proche de -1, les
valeurs sont corrélées
positivement et les données

sont tres pres d’étre linéaires.

RX,Y = 0

Si RX,Y = 0, les
données n‘ont pas de
tendance linéaire.

RX,Y = 1

Si Ry y est proche de +1, les valeurs
sont corrélées positivement et les

données sont tres pres d’étre
linéaires.



relation linéaire et corrélation : analyse

Y — aX_I_ b _I_ Z On voit que, si on

suppose a positif, la

— _ corrélation varie
négativement avec la
Y est presque une mais avec une variance du terme de
fonction linéaire de X  perturbation aléatoire Z bruit. Lorsque celui-ci est
indépendante nul, p[X,Y] = 1.
Cov|[X,Y] aoc? sgn a

Ox "0y  gyJa?oZ + c%0} o2
1+ >

2
a‘oy



