Topologie
Série 4

Classification des surfaces

1. Variétés topologiques
Exercice 1. a) Montrer qu'un ouvert U C R" est une variété topologique.

b) Trouver un exemple d'un fermé F' C R” tel que F est une variété topologique et un
exemple ou F' n’est pas une variété topologique.

Solution. a) L’identité est un homéomorphisme de U avec un ouvert de R"™, donc pour tout
x € U, U est un voisinage ouvert homéomorphe & un ouvert de R™. D’ott U est une variété
de dimension n.

b) F' = R™ est un fermé qui est une variété. En effet, il suffit d’appliquer le a), puisque R"
est un ouvert de R".

F = Stv St est fermé dans R?, mais n'est pas une variété. En effet, si zg est le point
de tangence des cercles, alors tout voisinage B(xq, ) N Stv St pour r < 1, ne peut pas étre
homéomorphe a un ouvert de R, car sinon, en retirant xp, on aurait un homéomorphisme
entre quatre composantes connexes et deux composantes connexes, ce qui est impossible.
Enfin, pour conclure, remarquons que tout voisinage U de x(y contient un voisinage de la
forme B(zg,7) N S' Vv St et si f:U — (a,b) est un homéomorphisme, alors f induit un
homéomorphisme entre B(zg,7) N S v S et un sous-intervalle (¢,d) C (a,b), ce qui est
impossible.

Cela montre que F' n’est pas une variété de dimension 1. Pour montrer que F' n’est
pas une variété de dimension n, commencons par montrer que R n’est pas homéomorphe
a R"™ quelque soit n > 1. Si f:R — R™ est un homéomorphisme, alors cela induit un
homéomorphisme entre R\ {0} et U\ {f(0)}, mais cela est impossible puisque R\ {0} n’est
pas connexe, mais U \ {f(0)} est connexe.

Soit maintenant y € S'V S avec y # zg. On suppose par I'absurde qu’il existe un
voisinage ouvert U de y et un homéomorphisme f:U — V,ou V C R" n > 1. Il existe
r > 0 tel que B(y,r) ne contient pas xq; on pose U = B(y,r) NSt v S1. Comme U’ est
ouvert et que f~1 est continue, il suit que U’ est ouvert dans V. Or, U’ est homéomorphe &
R (il suffit d’utiliser la projection stéréographe sur le cercle S\ {zo} qui contient y). Cela
est une contradiction.

Remarquons que S' Vv S! se plonge dans R™ pour n > 2 et il est toujours fermé, donc
cet exemple fonctionne pour tout n > 2.

Pour R!, il suffit de prendre F = [0, 1]. Je vous laisse écrire les détails.

Exercice 2. Montrer que S” est une variété topologique compacte pour tout n € N*.
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Solution. Il est clair que S™ est compact, puisque c’est un fermé borné de R".

On pose N = {(0,...,0,1)}, le pole nord de S™. Pour tout y € S™\ {N}, on considére
U = S™\ {N}, un voisinage ouvert de y dans S™. En effet, U est ouvert puisque S™ est
ouvert et {N} est fermé (et U \ F est ouvert lorsque U est ouvert et F' est fermé).

On considére Dy (t) = N(1 —t) +yt, la droite passant par N et y. On cherche I'intersec-
tiond de Dy, avec le plan II = {(z1,...,2,) | , = —1}. On a donc D,(t) € II ssi

0 n 1
NAl—=t)+yt=1|:|(1—-t)+ : = :
1 Yn —1
Cela donne (1 —t) + y,t = —1, donc t = y;—zl On définit la projection stéréographique par

—2 2
P(y) = N(l - ynfl) 1Y

C’est une fonction de S™\ {N} — II. On voit qu’elle est continue par son expression. Pour
montrer que c¢’est un homéomorphisme, on peut calculer son inverse (c’est la fonction Q(z)
qui est le point d’intersection entre la droite entre N et x € II et S™, je vous laisse faire les
calculs).

Pour N, on fait la méme chose, mais on prend S = {(0,...,—1)} pour jouer le role de
Net ' ={(z1,...,2,) | ¥, = 1} pour jouer le role de II.

Exercice 3. Montrer que X = {22 +¢? < 1} N {y > 0} C R? n'est pas une variété
topologique.

Exercice 4. Une lemniscate de Bernoulli est un ensemble {(z,y) | (z2+%?)? = 2d*(2? —y?)}
pour un d > 0 fixé. Montrer qu'une lemniscate de Bernoulli, muni de la topologie relative,
n’est pas une variété.

Indice. Le paramétrage v dc‘os€ V2 cos(20) vous sera peut-étre utile, bien qu’il ne soit
y = dsin /2 cos(26)

pas nécessaire.

Exercice 5. Une courbe paramétrique dans R™ est une fonction continue p: I — R"™ ou [
est un intervalle. Montrer que I'image d’une courbe paramétrique (/), muni de la topologie
relative, n’est pas nécessairement une variété topologique.

Solution. La lemniscate de I'exemple précédent et son paramétrage est un exemple. (Je
vous laisse faire les détails; il faut définir ¢ sur un intervalle.)

Exercice 6. On considére H; (i =1,2,3,4) on

Hy = Hy = {(z,y) e R? |y >0},  Hy= Hy={(x,y) € R? |y <0},



chacun muni de la topologie relative de R%2. On pose X = Hy Ll --- LI Hy/~, oil ~ est
I'identification sur la figure 1.

a) Montrer que X est une surface.

b) Trouver un ouvert U C R? tel que X est homéomorphe a U.
Indice. 11 y a une fonction de I'analyse complexe qui donne un homéomorphisme explicite.
Cependant, il est suffisant d’illutrer un homéomorphisme avec des dessins sans formules.

© C 4 !'L
ic -a

b

Figure 1. Identification des H; (i = 1,2,3,4).

Solution. Idée seulement :

L
f!c g — QD —~ R
x,t?.\;ﬁ

reur faire Valfaire

Exercice 7. Un espace topologie (X, 7) est a base dénombrable sl existe A C P(X) dé-
nombrable tel que 7 = 7(A). La définition habituelle d’une variété demande qu’elle soit a
base dénombrable.

a) Montrer que R” est & base dénombrable.

b) Montrer qu'un espace métrique compact (X, d) est a base dénombrable.
Indice. Considérer {B(z,1/n) | x € X,n € N*}.

¢) Montrer qu'une variété compacte est a base dénombrable.

d)T Soit ~ la relation sur R qui identifie tous les n € Z en un seul point. On pose X = R/~
muni de la topologie quotient. Montrer que X n’est pas & base dénombrable. (Cet
exemple montre que la topologie quotient ne préserve pas nécessairement cette propriété.)

Solution. a) On peut prendre
A={B(q,r) |¢€Q",r >0etreQ}.

Cet ensemble est en bijection avec Q™ x (Q N [0, 00)), donc il est dénombrable.
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Soit B := B(z,r), ot x € R™ et r > 0. Soit y € B. On pose s := 1 — ||y — z||. Puisque
que Q" est dense dans R™, il existe ¢ € Q" tel que ||¢ — y|| < s/2. De plus, puisque Q est
dense dans R, il existe p € Q tel que 0 < p < s/2. On a donc y € B(q,p) C B(x,r). Ceci
montre que B(z,r) € 7(A). On conclut que 7(A) engendre la méme topologie sur R” que
toutes les boules ouvertes.

b) Soit U, := {B(x,1/n) | x € X}. C’est un recouvrement ouvert de X et comme X est
compact, il existe un sous-recouvrement ouvert, disons

un,kn - {B(lﬁml, T’I‘L,l)) s ,B(l’n’kn, rn,kn)}a

ot k, € N. On pose U := |J,,Up k. C’est un ensemble dénombrable, puisque chaque U,, 1,
est fini et on fait un union dénombrable.

Soit B(z,r) une boule arbitraire de X. Soit z € B(z,r). On pose s :=r —d(z,y). 1l
existe n € N tel que % < s/2. Comme Uy, i, est un recouvrement de X, il existe z,, ; tel que

z € B(xw', %) Soit ¢ € B(xmj, %) On a
d(¢,y) < d(C, wnj) + d(wnj, 2) + d(z,y)

1 1
<=+ —=—+r-—=:s
n o n

<2424
—+-+r—s
2 2

=7

Ceci montre que B(zyj, =) C B(x,r). 1l suit que B(z,r) € 7(U) et donc 7(U) engendre la
méme topologie que les boules ouvertes.

¢) Soit X une variété compacte. Pour chaque x € X il existe une paire (U, ¢z), out Uy est
un voisinage ouvert de x dans X et ¢;: U, — B(0,1) € R"™ est un homéomorphisme. On
appelle la paire (U, ¢;) une carte de x (elle n’est habituellement pas unique).

Soit {(Uy, pz)}eex des cartes. La famille {U,},ex est un recouvrement ouvert de X.
Comme X est compact, il existe un sous-recouvrement fini, disons {Uy,, ..., Uy, }. Comme
B(0,1) est ouvert de R™, il est & base dénombrable, donc Uy, est a base dénombrable. Notons
cette base U;.

Soit V' un ouvert quelconque de X. On pose V; :=V NU,,. Chaque Vj est ouvert dans
Uy;, donc il existe des ouverts V. (k; € N) tels que

Vi= U Vig,-
ijN

On a donc

Ainsi, V e 7(U), ou U := Uj Uj, qui est dénombrable.
4



Exercice 8. Soit M une variété topologique de dimension n. On dit que N C M est une sous-
variété de dimension m si N muni de la topologie relative est une variété de dimension m.
Montrer que pour tout n,m € N, m < n, il existe une sous-variété de dimension m dans S™
homéomorphe a S™.

Solution. Soit K := (0,...,0,1) € S™, le pdle nord. La projection stéréographique P:S™ \
{K} — R™ est un homéomorphisme. On considére S"~! C R". Alors P(S"" 1) est une
sous-variété de S™ homéomorphe & S~ 1. (On utilise le prochain numéro.)

On peut procéder d’une autre fagon qui n’utilise pas le prochain numéro. Soit II :=

Remarquons que la topologie de N relative a S™ et cella relative & R™ sont les mémes.

Onvoit quexz € Nssiz € et z € S*, donc x,, =0 et ||z =1, dou 22 +---+22_ ;| = 1.
On peut donc définir la projection p: N — S™~ ! par p(z1,...,2,-1,0) = (z1,...,25_1). 1l
est clair que p est un homéomorphisme. Puisque S™~! est une variété, pour chaque point
y € S il existe un ouvert U de S™! et un homéomorphisme ¢:U — B(0,1) € R*~ 1.
Ainsi, pour (y,0) € U x {0} C N, ¢ op‘UX{O} est un homéomorphisme. Donc N est une
variété.

Exercice 9. Un plongement d’un espace topologique (X, 7) dans un autre espace topologique
(Y,7') est une application f: X — Y telle que f est un homéomorphisme de X dans f(X),
ou f(X) est munie de la topologie relative a Y. Soit M, N deux variétés. Montrer que si
f:M — N est un plongement, alors f(M) est une sous-variété de V.

Remarque. 11 est alors commun d’identifier M a f(M) et d’écrire, par abus de notation,
M C N.

Exercice 10. On pose H := {(z,y) € R? | 4 > 0}. Une variété @ bord de dimension 2 est un
espace topologique (X, 7) Hausdorff tel que pour chaque z € X, il existe un voisinage ouvert
U de z dans X tel que U est homéomorphe & un ouvert de R? ou de H. Le bord de X, noté
0X, est ensemble des z qui n’ont aucun voisinage homéomorphe a un ouvert de R2.

a) Montrer que si z = (x,0) € H, alors il n’y a aucun voisinage ouvert de z homéomorphe
a un ouvert de R2.

b) Montrer que z € 0X si et seulement s’il existe un voisinage ouvert U de z dans X, un
ouvert V dans H et un homéomorphisme h: U — V tels que h(z) € OH".

Solution. a) Supposons le contraire. Soit U un voisinage ouvert de z dans H et un homéo-
morphisme ¢: U — B(0,1). Si on retire z de U et ¢(z) de B(0,1), on obtient un homéo-
morphisme ¢: U\ {z} — B(0,1) \ {¢(z)}. Or, cela est impossible, car w1 (U \ {z},*) =0 et
m1(B(0,1)\ {¢(2)},*) 2 Z. D’on, il n’y a aucun tel homéomorphisme.

Exercice 11. Une surface & bord est une variété a bord connexe de dimension 2.

a) Montrer que si X est une surface a bord, alors chaque composante de 90X est une variété
de dimension 1 (sans bord).



b)T Montrer que si X est de plus compact, alors chaque composante est homéomorphe a S.

c¢) Soit Y une surface (sans bord). Soit U un ouvert de Y homéomorphe au disque unité D
dans R? et soit h: U — I un homéomorphisme. Soit Dy /2= B(((), 0), %) Montrer que
X =Y\ h_l(D%) est une variété a bord.

d) Montrer que si Y est compact au b), alors X est compact.

Solution. a) Soit z € 9X. Il existe un voisinage ouvert U de z dans X, un ouvert V =
B(0,1) N H et un homéomorphisme p: U — V avec ¢(z) = (0,0). Par le 10b), pour chaque
y=(2,0)€V, p(y) € 0X.

On pose U’ := UNJX et V' := VN (R x {0}). Alors ¢|,,:U" — V' est un homéo-
morphisme et V'’ est homéomorphe & un intervalle. Ceci montre que X est une variété de
dimension 1.

Par 'argument ci-haut, on peut aussi conclure que 90X = (). En effet, tout point de
z € 0X se trouve dans un ouvert de 0X homéomorphe & un intervalle.

b) Comme X est compact, X est compact. Soit Y I'une des composante de 0.X. On peut
recouvrir Y par un nombre fini d’ouverts, disons {Uy,...,U,}, chacun homéomorphe & un
intervalle. On peut également supposer que ce recouvrement est minimal, c’est-a-dire que si
on enléve I'un des Uj, ce n’est plus un recouvrement de Y.

On doit avoir que U; intersecte exactement deux des autres ouverts. En effet,

e si U; n’intersecte aucun des autres ouverts, cela contredit le fait que Y est connexe
(puisque chaque Uj est connexe, étant homéomorphe a un intervalle);

e si U intersecte un seul des autres ouverts, alors une extrémité ouverte de U; se trouve
dans Y et cela contredit le fait que Y est fermé;

e si U intersecte plus de deux des autres, alors cela contredit le fait que le recouvrement
est minimal (je vous laisse le démontrer).

Sans perte de généralité, on peut supposer que les U; sont ordonnées de sorte que Uj
intersecte U, et Us, que Uy intersecte U; et Us et ainsi de suite.

Le dessin explique 1'idée pour définir I’homéomorphisme.

On choisit zg € U, NUy, x1 € UyNU; ete., jusqu’a x,,—1 € U,—1NU,. On pose également
Ty, := xg. Soit ¢;: U; — (a,b) un homéomorphisme. Pour 1 < k < n, quitte & post-composer
. par une fonction affine, on peut supposer que le codomaine de ¢ est intervalle ouvert

qui contient [%, %] et que pp(rp_1) = % et or(zp) = %
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On peut maintenant définir ¢: Y — St = R/Z par ¢(z) = ¢;(z) si x € U; et entre x,;_1
et z; (inclusivement). Comme 9(z9) = 0 = 1 (mod 1), elle est bien définie a valeur dans
R/Z. Elle est surjective sur [0,1] (mod 1), donc sur St. Elle est continue par le lemme du
recollement. Elle est injective, puisque chaque ¢; est injective. Comme Y est compact et
que ¥ est une bijection continue sur Y, il suit que ¥ est un homéomorphisme.

2. Théoréme de classification des surfaces compactes
Exercice 12. a) Montrer que K = RP?#RP?.
b) Montrer que RP2#T = RP?#RP?#RP2.

Exercice 13. Pour chacun des symboles suivants, dessiner le polygone correspond en y
indiquant les lettres et les fleches sur les arétes. Trouver un symbole standard associé et
identifier la surface. Décomposer la démarche de la solution en petites étapes simples de
découpage-recollement en indiquant le découpage et les arétes recollées.

a) abca b~ 1c! b) abab c) aabb~?
d) acd=tba"tdc1p7! e) abba"edde™!

Exercice 14. Trouver une triangulation du tore avec
a) 4 triangles;
b) 6 triangles.

Solution. Il y a plusieurs réponses possibles.

a) Exemple : 1

=

7
n

b) Exemples :

| T, (Cet exemple est un piége, ce n’est pas une triangulation. Voyez-vous

pourquoi ?)




Exercice 15. Pour chacune des surfaces, déterminer le nombre de points distincts auxquels
les sommets sont idenfiés. Si ce nombre est plus que 1, trouver un polygone équivalent pour
lequel tous les sommets sont identifiés a un seul point.

a) abcabc b) abcdabed

Solution. a) Il y a trois sommets, comme on peut le voir sur la fingure

On peut faire les découpages-recollements suivant

v = J 2
¢ d
C Cowplr C

c
e/ "\e € pe —s
~ =~ ok
fermer Conper &, ¢
« & * Coller d @

On arrive a RP2,

Exercice 16. Identifier les surfaces suivantes.

‘a

SIX

a N N
)'b cl
a

N
7




£Ce

b)

a)

h o .
5 3 s aekl L-‘ﬁh-la L
(W 0V q A_i n % ‘.‘Iaw'\;sl-l. Shewdlond
— i Cust THT.

Exercice 17. Soit T}, T5, T3 trois triangles pleins dans R?. Soit e; un coté de T; pour
1=1,2,3. On pose
X:T1|_|T2|_|T3/N,

ou ~ identifie ey, e9, e3 sur une méme aréte. (Voir le dessin.) Montrer que X n’est pas une

variété de dimension 2.

Solution. Supposons le contraire. Soit p un point sur 'aréte ey, e, e3. 1l existe un voisinage
ouvert U de p dans X et un homéomorphisme ¢:U — B(0,1). On peut supposer que

99(])> = (0 0)



~ Sionenleve p de U et (0,0) de B(0,1), ¢ induit un homéomorphisme entre U \ {p} et
B(0,1), que l'on note aussi ¢. Or, il est clair que B(0,1) ~ S, donc 71(B(0,1), %) = Z,
mais U \ {p} ~ S' Vv S1. En effet, on peut le voir la figure.

DV‘ ob:;vma < m\M"’
le bowol V‘o 2
an cﬂ-fc)e \oUAA'S i~
s
on e-hrg —

le 'l‘rou- ou- S%W\M\‘\'
a.-I-m‘r P M mww_
oles fflm‘ﬁ/gg PW+

Sams oS [aces S'VS‘

Cela est une contradiction, puisque les deux domaines sont homéomorphes, ils auraient
di avoir le méme groupe fondamental. Ainsi, il n’y a pas de tel homéomorphisme, d’ou X
n’est pas une variété de dimension 2.

Exercice 18f. Soit G un groupe abélien. Soit G; C G des sous-groupes, pour i € I. On
dit que G est une somme directe des G; si pour tout g € G, il existe des uniques g; € G;
pour ¢ € I tels que g; = 0, ’élément neutre, pour tout ¢ € I sauf un nombre fini de 7 et
g = icr 9i- Sila famille {G;};er n’est pas une famille de sous-groupes d’un méme groupe
G, alors on pose G := [[;c; G; et on fait la construction précédente avec ;(G;) € G, ou
;. G; — G est le plongement canonique.

a) Soit G =7 x Z, G1 = Z x {0} et G = {0} x Z. Montrer que G = G| @ Ga.

b) Montrer que si N ={1,...,n}, alors @ Z = 7Z".
JEN

Exercice 19'. Soit G un groupe abélien. On dit que G est un groupe libre abélien de base
B C G sipourtout g € G, ilexiste b; € Betn; € Z,pouri =1,...,n, tels que g = bj* - - - by"
et cette expression est unique.

a) Montrer que G = @ Z, ou Z est muni de I’addition.

beB
b) Soit G = (ay,...,ay) (un groupe libre) et B = {a1,...,an}. Montrer que G/|G,G] =
Dz=7m
beB

Solution. a) Soit ZP := {f: B — Z | #(B\ Z(f)) < oo}, ot Z(f) = {b € B | f(b) = 0}.

Autrment dit, ce sont les fonctions qui valent zéros partout, sauf en un nombre fini de zéros.

Pour chaque b € B, on définit f;, € ZP par

1, sib=c

»(c) =0(b,c) := o
folc) = 6(b, ¢) {0, si b # c.
(Remarque : si #B = m < oo, alors 7B est isomorphe & Z™ et f; est simplement le vecteur

10



ou la i-iéme position vaut 1 et toutes les autres, 0.) On définit ¢: G — Z™ par

o(g) = @Iy = fi + -+ D fons

ot la derniére somme est bien un élément de Z2 puisque que ¢’est une somme finie. De plus,
¢ est bien définie, puisque la décomposition de g en b - - - b* est unique.

Vérifions que ¢ est un homomorphisme. Pour b7 et ¢”, avec b # ¢, on a

p(b7c”) = nfp + vfe = p(b7) + (")

Pour 12 on a

(O 2) = (n1 +m2) fo = mfo + m2fp = @(B™) + (™).

C’est deux cas permettent de conclure que ¢ est un homomorphisme.

On va maintenant définir ¢!, Soit f € ZZ. On a

f= > f ()

beB\Z(f)

On a bien une égalité, car sic € Z(f), les deux cotés valent zéro. Sic € B, alors f, fait partie
de la somme tous les autres fj, valent 0 en ¢, donc on trouve f(c)fe(c) = f(c)- 1= f(c). De
plus, la décomposition de f en {f,}pcp est unique, car si

J= Z Nafa;
acA

alors pour tout b € B, on a f(b) = nyf3(b), donc n, = f(b).
On définit ¢: ZP — G par

On a

beB\Z(f)

:Zf

beB\Z(f)

On peut vérifier que ¥ o ¢ = id aussi. On conclut que ¢ est un isomorphisme.

Enfin, on pose Zj, := (f), c’est-a-dire le plus petit sous-groupe de ZZ qui contient f;. Il
est clair que Z, = {mfy, | m € Z}, donc Z, = Z. De plus, puisque (*) est une décomposition
unique d’un élément de ZZ, on a

-Pan=Pz.
beB beB
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b) (Solution sans trop de détails.) On pose N = [G,G]. Un mot w € G devient wN dans le
quotient. Puisque [a;, aj] € N, cela signifie que a; et aj commutent dans le quotient. Ainsi,
on peut rassembler tous les a; ensemble dans wiN, ce qui veut dire que wN s’écrit de fagon

unique en wN = a* - - a* N. Par le a), on conclut que G/N = P Z.
beB

Exercice 20'. Soit G un groupe et N un sous-groupe normal. On considére le diagramme,
dans lequel toutes les fleches sont des applications quotients,

G/N ——(G/N)/|G/N,G/N]

e

G

N

G/|G, G] = (G/1G, G))/p(N)

a) Montrer qu’il existe un homomorphisme u: G/N — (G/[|G,G])/N que 'on peut ajouter
au diagramme pour qu’il commute, c¢’est-a-dire tel que wo g =1rop.

b) Montrer qu’il existe un homomorphisme v: G/|G,G| — (G/N)/|G/N,G/N] que 'on
peut ajouter au diagramme pour qu’il commute, c¢’est-a-dire tel que vop =soq.

¢) Montrer que » induit un homomorphisme ¢: (G/N)/|G/N,G/N] — (G/|G,G])/p(N) et
v induit un homomorphisme ¢: (G/|G,G])/P(N) — (G/N)/[G/N,G/N] de sorte que le

diagramme commute

G/N —— (G/N)/|G/N,G/N]
G< “
G/|G, Gl ——— (G/[G,G])/p(N)

d) Montrer que ¢ et ¢ sont inverses I'un de l'autre. Conclure que (G/N)/|G/N,G/N] =
(G/1G, G])/p(N).

e) Montrer que ab(mi(#"T, %)) = Z*".
Suggestion. Utiliser le d) avec G = (a1, ..., an,b1,...,by) et N = ([a1,b1] - - [an, by]).

f) Montrer que ab(mi(#"RP?, %)) 2 Z/2Z & Z" 1.
Suggestion. Montrer d’abord que ab(mi (#"RP?, %)) = Z"/((2,...,2)).
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