Topologie
Série 1

Espaces topologiques

1. Espaces métriques

Exercice 1. Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que toute boule pointé B(a,r), pour
a € X et r >0, est ouverte dans X.

Exercice 2. Vrai ou faux. Soit (X, d) un espace métrique et U; (i € I) des ouverts de X.
Alors ();c; Ui n'est pas ouvert dans X.

Solution. Faux. Il faut faire attention au raisonnement logique. En classe, on a montré que
si 'intersection est fini, alors 'intersection est un ouvert de X. Mais cela n’implique pas
qu’une intersection infini n’est nécessairement pas un ouvert de X.

U= X, et X est

el

Par exemple, si on prend [ = N et U; = X pour tout ¢ € [, on a ()
bien ouvert dans X.

el

Exercice 3. Ouvert relatif. Soit (X, d) un espace métrique et £ CY C X. Montrer que,
lorsque (Y, d) est un sous-espace métrique, on a

E est ouvert dans Y < il existe U ouvert dans X tel que E=UNY.

Solution. D’abord, on pose By (a,r) := {z € Y | d(a,x) < r}, la boule ouverte dans Y,
et Bx(a,r) :={x € X | d(a,z) < r}, la boule ouverte dans X. Il est clair que By (a,r) =
Y N Bx(a,r). (Si ce n’est pas clair, montrez-le.)

=) Puisque E est ouvert dans Y, pour chaque y € E, il existe , > 0 tel que By (y,r,) C E.
On pose

U:= U Bx(y,ry).
yek

C’est un ouvert de X, puisque c’est une union d’ouverts de X. De plus, on a

vny = {JBx(.ry) |nY=J (Bx(:u,'f'y) N Y) = Bv(ly,ry) = E.
yek yeE yer

<) On suppose qu’il existe un ouvert U de X tel que F = U NY. Puisque U est ouvert
dans X, pour chaque =z € U, il existe r, > 0 tel que Bx(z,r;) C U. Siz € E, on a alors

1



que By (z,rz) C U et By(z,7;) CY, donc on a également By (x,r;) CUNY = E. Il suit
que x est un point intérieur & £. Comme z était quelconque, on conclut que E est ouvert
dans Y.

Exercice 4. a) Dans [0, 00), caluler [0,1)°.
b) Montrer qu'il existe U ouvert dans [0, 00) tel que [0,1) = [0,00) N U.
c) [0,1) est-il ouvert dans [0, 00) ?

Solution. a) Il suffit de constater que [0,00) N (—1,1) = [0,—1). Puisque (—1, 1) est ouvert
dans R et que [0,00) est un sous-espace métrique de R, il suit que [0,1) est ouvert dans
[0,00) (mais pas dans R!). Comme [0, 1) est ouvert dans [0, c0), il suit que [0,1)° = [0, 1).

Cela dit, faisons l'exercice a partir de la définition de 'intérieur. Si z € (0, 1), alors avec
r =min{z,1 —a},onar > 0et B(x,r) C (0,1) C [0,1), donc = € [0,1)°. Si = 0, alors
on a B(0,1) C[0,1). En effet, par définition,

B0,1)={yc0,1)|]ly=0l <1} ={y€[0,1) [y <1} =[0,1).
Il suit que 0 € [0, 1)°.
b) Déja fait au a).

c) Oui. Le a) le montre directement, le b) le montre avec la propriété des ouverts relatifs.

Exercice 5. Soit S! = {(7,y) € R? | 22 + % = 1}.

a) S! est-il ouvert dans R??

b) S! est-il ouvert dans B((0,0),1) 7

c) S! est-il ouvert dans B((0,0),1) \ B((0,0),1)?

Solution. a) Non. Par exemple, quelque soit 7 > 0, on a (1,7/2) € B((1,0),r), donc

B((1,0),r) ¢ S'. Comme r est quelconque, on conclut que (1,0) ¢ (S')°, d'ott S n'est pas
ouvert.

b) Non. Méme démarche, mais on peut prendre (1, —r/2), qui est dans B((0,0),1), mais
pas dans S

¢) Oui, car B((0,0),1) \ B((0,0),1) = S*.

Exercice 6. Soit U, = (0,1 + 1/n) pour n € N*. Montrer que U, est ouvert dans R pour

tout n, mais que () U, n’est pas ouvert dans R.
neN*

Solution. On a vu en classe qu'un intervalle ouvert est ouvert dans R, donc chaque U, est
ouvert dans R.

Montrons que (), cn+ Un = (0,1]. D’une part, on voit que (0, 1] C U, pour tout n € N*,
donc on a bien (0,1] € (,,cn+ Un-



D’autre part, si x € (), cn+ Un, alors 0 < & < 141/n pour tout n. Il suit que 0 < 2 < 1,
c’est-a-dire que = € (0,1], d’ott (,,en+ Un € (0, 1].

On a vu en classe que (0, 1] n’est pas ouvert dans R. En effet, son intérieur est (0,1).
D’oit (e Un n'est pas ouvert dans R*.

Les exercices 7 et 8 sont optionnels. Ils sont sensés étre des rappels de mathématique
discréte. Vous étes tout de méme encouragé-e a les faire.

Exercice 7. Soit X, Y des ensembles, soit I un ensemble d’indices et pour chaque ¢ € I, soit
A; € X et B; CY des sous-ensembles. Soit f: X — Y une fonction. Montrer les inclusions
d’ensembles suivants.

a) [ (UierBi) = Uier f~H(By)

b) f N (MierBi) = Nierf(Bs)

¢) fUB1\ B) = fYB1)\ f1(Ba) pour tout By, Bo CY

d) Y4B = f~YB)¢ pour tout B CY

e) f(Uierdi) = Uier f(Ai)

f) f(NierAi) C Nierf(A;)

g) f(A1\ A2) D f(A1)\ f(A2) pour tout Ay, A C X

h) si f est injective, alors il y a égalité au f)

i) si pour tout A1, A2 C X, on a f(A;1 NAy) = f(A1) N f(A2), alors f est injective
j) si f est injective, alors il y a égalité au g)

k) si pour tout Ay, Ay C X, on a f(A;\ A2) = f(A1) \ f(A2), alors f est injective.
Solution. a) Soit # € f~1(U;e;B;). Par définition, on af(x) € U;erB;. Ainsi, il existe g
tel que f(z) € By,. Il suit que z € f~1(B;,) et donc que z € Uje; f~1(B;). On conclut que
F N UicrBi) C Uier f~H(By).

Pour I'inclusion dans l'autre sens, soit x € U;cr f~1(B;). 1l existe ig tel que z € ffl(Bio).
Ainsi, on a f(z) € By, C UjerB;. On a donc que =z € f~YUserB;). Conclusion :
F N UierBi) 2 Uier f~H(By).

f) Soit y € f(N;erA;). Il existe x € NierA; tel que y = f(z). Puisque x € A; pour tout i, on
a que y € f(A;) pour tout 7, d’'ott y € Nierf(A;). On a bien l'inclusion.

Pour voir que I'inclusion peut étre stricte, il faut une fonction qui ne soit pas injective.
On prend f(z) = 22. Avec Ay = [~1,0] et Ay = [0, 1], on obtient A; N Ay = {0} et donc
f({0}) = {0}. Par contre, on a f(A;) = [0,1] et f(A2) = [0, 1] et donc f(A;)Nf(A2) = [0, 1].

h) Soit y € Nierf(A;). Alors y € f(A;) pour chaque i. Il existe x; € A; tel que f(x;) = v.
Puisque f est injective, on a x; = xj; = x pour tout 4, j € I. Ainsi, comme x € M;crA;, on a

y = f(z) € f(Micr4i).

i) On suppose le contraire, alors il existe z1 et xo distincts tels que f(z1) = f(x2). On

pose Ay = {z1} et Ay = {z2}. On a donc A; N Ay =0 et f(A1) = f(A2), ce qui est une
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contradiction.

Exercice 8. Soit X,Y des ensembles et f: X — Y une fonction.
a) Est-ce que f(f_l(B)) C B pour tout BeY?

) Estcequef( )DBpourtoutBEY?

c) Est-ce que f~ ( )CApourtoutAEX?

) Est-ce que f~!(f(A)) 2 A pour tout A € X ?

)

Pour les énoncés dont la réponse est non, quelle condition sur f est nécessaire et suffisante
afin que la réponse devienne oui?

Solution. (Solutions partielles, & vous de remplir les détails)
a) Oui b) Non c) Non d) Oui

e) Aub), f surjective fait 'affaire. Au c), f injective est fait I'affaire.

Exercice 9. Soit f:R — R une fonction. Montrer que si f~! ((a, b)) est ouvert dans R pour
tout —oo < a < b < 00, alors f est continue.

Solution. Soit U ouvert dans R. Alors, on sait qu’il existe (a;,b;) avec ¢ € I tels que
U = Nies(as, b;). Par 'exercice 4a), on a alors

f_l(U) - f_l (U > U f a’La bz

el el

Par hypothése, f_l((ai,bi)) est ouvert pour chaque ¢ € I. Comme 'union d’ouverts est
ouvert, il suit que f~1(U) est ouvert dans R, d’oti f est continue.

Exercice 10. Montrer que f:R — R définie par f(z) = 22 est continue en utilisant la
définition équivalente avec les ouverts.
Indice. Utiliser I'exercice précédent.

Solution. Soit —co < a < b < co. Si b <0, alors ffl((a,b)) = (), puisque f(z) > 0.

Sia >0, alors on a

a < f(T) <b & a < .’L‘2 <b <uu V- et -2 sont )

croissantes sur [0, 00)
& Va< |z < Vb
& \/&<a¢<ﬁ ou +a< —x<Vb,

donc f~1((a,b)) = (—vb, —va) U (v/a, V), qui est ouvert dans R.
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Si a < 0, alors on trouve

a< f(zr)<b 0< f(z) <b
0§x2<b
VO < Jz] < Vb
& —\/5§m<\/5,

donc f~1((a,b)) = (=v/b,/b), qui est ouvert dans R.

T 0

Ainsi, par le numéro précédent, comme f~1 ((a b)) est ouvert dans R pour tout intervalle
(a,b), on conclut que f est continue.

Exercice 11. Trouver un exemple d'une fonction f:R — R continue et d’un ouvert U tels
que f(U) n’est pas ouvert.

Solution. Les exemples sont nombreux. Un exemple simple est de prendre f(z) = 0 pour
tout x. Alors f(R) = {0}, R est ouvert dans R, mais {0} n’est pas ouvert dans R.

Exercice 12. Soit X,Y, Z des ensembles et f: X — Y, g:Y — Z des fonctions. a) Montrer
que pour tout A C Z, ona (go f)"1(A) = f~1(g7H(A)).

b) Supposons maintenant que (X, d), (Y,d’) et (Z,d") sont espaces métriques. Montrer que
si f et g sont continues, alors g o f est continue.

Solution. a) Par définition de la préimage, pour une fonction h et un ensemble S, on a
reh1(S) & hx)eSs.

Onaze(gof) ' (A) & gof(r)ed & g(f(r)ed & flz)eg(A) <
z€ [T g7 H(A).

b) Soit U un ouvert de Z. On a (go f)~'(U) = f~'(¢7*(U)). Puisque g est continue, on
sait que g~ 1(U) est ouvert dans Y. Puisque f est continue et que g~ !(U) est ouvert dans
Y, il suit que f~1 (g7 (U)) est ouvert dans X, d'ou (go f)~!(U) est ouvert dans X.

2. Espaces topologiques

Exercice 13. Pour chaque 7 C P(R) suivant, déterminer si c¢’est une topologie ou non

sur R.
a) 7= {(a,0) | a e R} U{R, 0} b) 7={A CR| A borné*} U {R}
c)T={ACR|Aest fini} U {0} d) 7 ={(-a,a) | a € R} U{R, 0}

*Rappel : borné veut dire qu’il existe r > 0 tel que A C B(0,r).
Solution. a) Oui b) Non ¢) Oui d) Oui

Je vous laisse remplir les détails.



Exercice 14. Soit X un ensemble et 7 et 7/ deux topologies sur X. Montrer que 7 N7’ =
{ACP(X)|AeTet Ae 7'} est une topologie sur X.

Exercice 15. Soit X un ensemble non vide et B C P(X) qui vérifie les propriétés d'une
base : 1. pour tout = € X, il existe B € B tel que x € B et 2. pour tout By, By € B et pour
tout x € B1 N Bo, il existe B € B tel que x € B C B; N Bo.

a) On définit 7 C P(X) par U € 7 si et seulement si pour tout = € U, il existe B € B tel
que z € B C U. Montrer que 7 est une topologie sur X.

b) Montrer que 7 = 7(B).
c) Déduire que U est ouvert dans X si et seulement si U est une union d’éléments de B.
Solution. a) 1. Pour tout x € X, il existe B, € B tel que z € B,. On a donc
X =] B,
reX
d’ou X € 7. De plus, () € 7 par vacuiteé.

2. Soit U; € 7 (i € I). On pose U := |J;c; Ui. Soit x € U. 1l existe ig € I tel que
x € U;,. Comme U;, € 7, il existe B € B tel que x € B C U;,. De plus, il est clair que
Ui, €U, donc on a bien € B C U;;, € U. Comme z est arbitraire, on a U € 7.

3. Soit Uy,...,U, € 7. On pose U := Uy N---NU,. SiU est vide, alors U € 7.
Sinon, soit « € U. Alors x € U; pour 1 < ¢ < n. Pour chaque 7, il existe B; € B tel que
r € B; CU;. On pose B:= B1N---NB,. On a alors B C U; pour tout 1 < ¢ < n, donc
reBCUN...NnU,=U. DouU €.

Concluson : 7 est une topologie sur X.

b) Puisque B € 7 pour tout B € 3, on doit avoir 7(B) C 7, car 7(B) est la topologie la plus
grossiére qui contient B.

On veut maintenant montrer que 7 C 7(B). Soit U € 7. Par définition de 7, pour tout
r € U, il existe B, € B tel que x € B, C U. On a donc

U= UBw.

zelU

Or, chaque B, € 7(B) et comme 7(B) est une topologie, I'union des B, est aussi dans 7(5),
d’ou U € 7(B) et donc 7 C 7(B).

Conclusion : 7 = 7(B).

¢) On a déja démontré ce fait au b). Pour chaque = € U, il existe B, € Btelque x € B, C U,

donc on a
U= U B,.

zeU

Exercice 16. Soit X un ensemble non vide et A = {{z} | z € X}.
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a) Décrire les ouverts de 7(A). (C’est-a-dire faire la liste de tous les ouverts.)
b) A est-il une base de 7(.A)?

Exercice 17. Soit (X, 7) un espace topologique et B C P(X) un ensemble de sous-ensembles
qui vérifie
i) T=T(B);
i1) pour tout z € X, il existe B € B tel que x € B;
iii) si By,...,B, € B,alors BinN---N By, € B.
a) Montrer que B est une base de 7.

b) Soit A C P(X) qui vérifie i et ii. Montrer qu’il existe B tel que A C B et B est une
base de 7(A).

c) Déduire que U € 7(A) si et seulement s’il existe A;1, A;2,..., A5, € A, avec i € I et
ki € N tel que

U=JAnAian-- A,
el

c’est-a-dire que U est une union quelconque d’intersections finis d’éléments de A.

Solution. a) Il faut de montrer que pour tout By, By € B et pour tout = € By N Bo, il existe
B € B tel que x € B C By N By. 1l suffit de prendre B := By N By. En effet, v € By et
x € By, donc x € Bet BC BN Bs.

b) On définit B par B € B si et seulement si il existe Aj,..., A, € A tels que B =
AinN---NA,. Ona alors ACB.

Ensuite, on veut montrer que 7(A) = 7(B). Il est clair que 7(.A) C 7(B), puisque A C B.

Soit U € 7(B). Par le numéro 15c¢), il existe B; € B tels que U = | J;o; B;. Pour chaque
i, il existe A;1,..., Ajx, € A (k; € N) tels que B; = A; 1 N---NA;p,. Comme A;; € 7(A)
et que 7(A) est une topologie, il suit que B; € 7(A). Comme U est une union des B;, on

conclut que U € 7(A). D’ou 7(A) = 7(B).

¢) On l'a déja démontré au paragraphe précédent.

Exercice 18. Soit A = {[a,b) | a,b € R, a < b}.
a) Décrire la topologie 7(A) sur R. (On lappelle la topologie de la limite inférieur.)
b) Cette topologie est-elle plus fine ou moins fine que la topologie standard ?

Solution. a) Vérifions d’abord que A est une base. Il est clair que A engendre la topologie.
Ensuite, si z € R, on a z € [x,a+ 1) € A. Enfin, pour [a,b), [c,d) € A, ils s’intersectent si
et seulement si ¢ € [a,b) ou b € [¢,d). Dans chaque cas, on obtient un intervalle de la forme
[,y), qui est dans A.



Ainsi, un ouvert de 7(.A) s’écrit de la form

U= U[Chbl)

el

b) La topologie 7(.A) est plus fine que la topologie standard de R. En effet, il suffit de
montrer que (a,b) C 7(A), car {(a,b) | a,b € R} génére la topologie standard de R. On a

(a,b) = U l[a+1/n,b).

neN*

En effet, posons U := |J, ey« [a—1/n,b). Siz € (a,b), alors il existe N € N tel que x —a > %
(on peut prendre, par exemple, N := Lﬁj +1) et donc x > a-+ %, d'onz € [a—1/N,b) CU
et (a,b) C U. D’autre part, chaque [a — 1/n,b) C (a,b), donc U C (a,b).

Comme (a,b) s’écrit comme une union d’ouverts de 7(.A), il suit que (a,b) € 7(A).

Exercice 19. Soit f: (X, 7) — (Y, 7’) une fonction entre deux espaces topologiques. Montrer
que f est continue si et seulement si f~!(F) est fermé dans X pour tout F fermé dans Y.

Exercice 20. Soit X et Y des ensembles.

a) (Topologie finale) Soit 7x une topologie sur X et f:(X,7x) — Y. Montrer que 7" :=
{UCY | f~YU) est ouvert dans X} est une topologie sur Y.

b) (Topologie initiale) Soit 7y une topologie sur Y. Soit f: X — (Y,7y). Montrer que
7:={f"YU) C X | U est ouvert dans Y} est une topologie sur X.

Exercice 21. Soit X = [0, 1] un intervalle muni de la topologie standard. On considére la
relation ~ sur X définieparz ~y < [r =youxz=0,y=1ouz =1,y =0]. (Ici, ce sont
des « ou » exclusifs.)

a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
b) Décrire la topologie sur X/~. (Par exemple, donner une base de sa topologie.)

c) Soit f: X/~ — R définie par f([z]) = sin(27z), ou [z] est la classe d’équivalence de z.
Montrer que f est bien définie et que f est continue.
Rappel. Pour que f soit bien définie, il faut que pour tout [z],[y] € X/~, si [z] = [y],
alors f([z]) = f([y]). Remarquez que [z] = [y] ssi z ~ y.

Solution. ¢) Commengons avec des dessins.



RA

X

>

0 1
Figure. Graphe de g(z) = sin(7z), on x € X.

On peut se représenter le graphe de f comme sur I'image. Attention! L’espace X/~
n’est pas un sous-ensemble de R?, donc cette image est 1a pour aider a la compréhension,
mais elle ne représente pas réellement la situation. (Note plus avancée : en faisant ce dessin,
on a choisi une facon de plonger X/~ dans R? mais en choisissant un autre plongement, on
obtiendrait un dessin différent.)

#([«]) = sin(rz)

V%

Figure. Représentation du graphe de f.
1 suffit de montrer que f~!(F) est fermé dans le cas ot F' est un intervalle fermé dans R.
D’abord, si F N [0,1] =0, alors f~1(F) = (), car 0 < sin(rx) < 1 pour z € [0, 1].
Ensuite, si F' = [a, b] C (0, 1], alors arcs;n(a) et arcs;irn(b) se trouvent dans (0,1) et f~H(F) =
{arcsm(a) amsm(b)} U [l _ aresin®) 1 _ %n(a)} C (0,1) est fermé dans X/~.

T ’ s

Enfin, si 0 € F' = [a, ], alors

f—l(F) _ {[.1'] L < arcsin(b) ouz > % B M}

m m
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Soit p: X — X/~;x +— [z]. 1l suffit de voir que

T H(fHE) = (o,

est fermé dans X, donc f~1(F) est fermé dans X/~.

M]U[l Ml}

T 2 T

Tout fermé de R peut s’écrire comme une union finie d’intervalles fermés, ot chacun de
)
ces intervalles tombe dans 1'un des cas précédents. On conclut que f est continue.

3. Connexité

Exercice 22. Soit R muni de la topologie de la limite inférieure. Soit —0o < a < b < oc.
a) Montrer que [a,b) n’est pas connexe.

b) Est-ce que (a,b) est connexe ?

Solution. a) On va montrer un peu plus : [a,b) est ouvert et fermé quelque soit —oco <
a < b. En effet, [a,b) est ouvert, par définition de la topologie de la limite inférieure. Son
complément est R\ [a,b) = (—00,a) U [b,00). Il est clair que [b, 00) est ouvert, puisque

[b,00) = [ J[b,b+n).
neN
Ensuite, (—o00,a) est ouvert puisque
(—o0,a) = U [a—n,a—1).
neN
Il suit que R\ [a, b) est ouvert, donc [a, b) est fermé.
Pour répondre a la question, [a,b) n’est pas connexe, puisque [¢,d), avec a < ¢ < d < b

est un sous-ensemble ouvert et fermé dans [a, b).

b) De la méme fagon, (a,b) n’est pas connexe, car [c,d), avec a < ¢ < d < b, est ouvert et
fermé dans (a, b).

Exercice 23. Vrai ou faux. Soit (X, 7) un espace topologique. Si Y C X n’est pas connexe,
alors X n’est pas connexe.
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Solution. Faux. R est connexe, mais (0,1) U (2,3) C R n’est pas connexe.

Exercice 24. Soit (Y, 7) muni de la topologie discréte et tel que card(Y) > 2. Montrer que
X est connexe <= chaque f: X — Y continue est constante.

Remarque. Cette caractérisation de la connexité est surtout utile avec Y = {0, 1}.

Solution. La nécessité a été démontrée en classe.

Pour la suffisance, on montre la contraposée, c¢’est-a-dire qu’on suppose que X n’est pas
connexe et on montre qu’il existe f: X — Y continue et non constante.

Comme card(Y) > 2, il existe a,b € Y avec a # 0. Soit U,V une séparation de X. On

définit
a, sixeU,
f(l'){b, sixeV.

D’abord, on constate que f est bien définie sur X, puisque UUV = X, donc chaque x a une
image, et U NV = (), donc chaque z a au plus une image.

Ensuite, vérifions que f est continue. Soit £ C Y. Si a € E, mais b ¢ FE, alors
fFUE)=U.Sibe Eeta¢ E,alors f1(E)=V. Sia,b¢ E, alors f1(E) = () et, enfin,
si a,b € F, alors f~1(F) = X. Dans tous les cas, f~!(F) est ouvert quelque soit E, donc
en particulier si £ est ouvert. On conclut que f est continue.

En dernier lieu, f est non constante puisque U et V' sont non vides, donc f(X) = {a, b}.

Exercice 25. En utilisant le fait que I'image d’un connexe est connexe, montrer le théoréme
des valeurs intermédiaires. Autrement dit, montrer que si I est un intervalle et f: I — R est
continue, alors quelque soit z,y € I avec = < y et f(x) # f(y), pour tout z entre f(x) et
fly), il existe z < a < y tel que f(a) = 2.

Exercice 26. Soit (V.|| - ||) un espace vectoriel normé. On dit que C' C V est convexe si
pour tout z,y € C, on a que [z,y] C C, ou [z,y] = {tz+ (1 —t)y | t € [0, 1]} est le segment
de droite joignant z a y. Montrer que tout ensemble convexe est connexe.

Remarque. Un espace vectoriel normé est un espace métrique et donc topologique comme
suit : on définit une métrique par d(z,y) := ||z — y||.

Exercice 27. Montrer que () # E C Q est connexe si et seulement si E est un singleton.

Remarque. Un espace topologique (X, 7) qui est tel que les seuls sous-espaces connexes sont
les singletons (et 'ensemble vide) est dit totalement disconnexe. Ainsi, Q avec la topologie
standard est un exemple d’espace totalement disconnexe.

Solution. =) Procédons par contraposée. Supposons que F est n’est pas un singleton et
montrons que F n’est pas connexe. Soit x,y € E avec, sans perte de généralité, © < y. (Ils
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existent puisque E est non vide.) Par densité des irrationnels dans les rationnels, il existe
reR\Q tel que z < r < gq. Alors (—oo,r) NQ et (r,00) NQ est une séparation de E par
des ouverts de @, d’ou £ n’est pas connexe.

<) Ce cas est trivial. Supposons que E' = {z} est un singleton. Par ’absurde, supposons
que U,V est une séparation de F par des ouverts de E. Puisique FE =UUV,onax € U ou
x € V. SPDG, supposons que x € U. Comme UNV =), il suit que z ¢ V. Comme V C F
et que x ¢ V, il suit que V = (), ce qui est une contradiction. D’ou F est connexe.

Exercice 28. Soit (X, 7) et (Y,7') deux espaces topologiques et f: X — Y une fonction
continue.

a) Montrer que si X est connexe par arcs, alors f(X) est connexe par arcs.
b) Déduire que la connexité par arcs est une propriété topologique.

Solution. a) Soit u,v € f(X). Il existe z,y € X tels que u = f(z) et y = f(v). Comme X
est connexe par arcs, il existe 7:[0,1] — X continue telle que v(0) = x et v(1) = y. Alors
fo~v:10,1] = Y est continue et vérifie foy(0) = f(x) =uet foy(l) = f(y) = v, c’est donc
un arc dans f(X) entre u et v, d’ott X est connexe par arcs.

b) Soit f est un homéomorphisme, alors f est surjective, donc f(X) =Y et par le a), f(X)
est connexe par arcs, donc Y est connexe par arcs.

Exercice 29. a) Déterminer si A := 8B((0, 0,0), 1) U 8B((0, 0,0), 2) est connexe ou non.
b) Déterminer si B := 0B((0,0,0),1) UdB((0,0,0),2) U{(0,0,t) | t € R} est connexe ou
non.

Solution. a) Non. En effet, on peut prendre la séparation U = B((0,0, O),3/2) et V =
B((0, 0,0),3/2)c = {v € R3: ||v|| > 3/2}. (Je vous laisse vérifier que c’est une séparation
de A.)

b) Oui. On voit que B est formé de trois « morceaux » qui s’intersectent. On pose donc
By :=09B((0,0,0),1), By :== 9B((0,0,0),2) et By :={(0,0,t) | t € R}.

D’abord, montrons que les B; sont connexes par arcs. L’ensemble By est la sphére unité,

elle donc I'image des coordonnées sphériques F: [0, 27| X [—%, %} — R? données par
cos f cos
F(0,p)= | sinfcosgp
sin ¢

Comme le rectangle est connexe par arcs (il est convexe, donc on peut faire appel a un
numéro précédent) et que F est surjective, il suit que B; est connexe par arcs. Le méme
argument fonctionne pour Bs. Pour 'ensemble Bs, il suffit de voir que c’est 'image de la
fonction continue G:R — R3; t +— (0,0, ).

Montrons maintenant que B est connexe par arcs. Soit v # w € B. Si v,w € B;, on
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sait déja qu'il y a un arc entre v, w. Il reste trois cas a considérer ; 1) v € By et w € Ba, 2)
UEBlethBget?))UEBQethBg.

1) I y a un arc 7 entre v et (0,0,1) dans By, un arc 2 entre (0,0, 1) et (0,0,2) dans
Bs et un arc 3 entre (0,0,2) et w dans Bz. On définit

71 (3t), site0,1),
V() = w@Bt—1), site[3,3),
v3(3t —2), site[3,1].

(C’est la concaténation de 71, 72 et v3.) C’est un arc dans B entre v et w.

Les cas 2) et 3) se font de la méme fagon.

Exercice 30. (Composantes connexes par arcs). Soit (X, 7) un espace topologige non vide.

a) Soit x,y,z € X. Supposons que v1:[0,1] — X est un arc continu entre x et y et que
v2:[0,1] — X est un arc continu entre y et z. On définit la concaténation de v, et o
par

71(2t), si0<t< 3,

(2t —1), sis<t<L

Montrer que 7y1#72 est bien un arc [0,1] — X continu de x & z.
Suggestion. Commencer par faire le travail avec I'arc

N (t), site]0,
7“”‘{%@; ﬁteh,

M#Y2(t) = {

1),

2].
ol Ya(t) = 72(t — 1).

b) On définit la relation ~ sur X par x ~ y ssi il existe un arc entre x et y. Montrer que
~ est une relatin d’équivalence.
On appelle les classe d’équivalence de X/~ les composantes connexes par arcs

¢) Montrer que X est connexe par arcs si et seulement si X n’a qu’une seule composante
connexe par arcs, c¢’est-a-dire ssi X/~ n’a qu'une seule classe d’équivalence.

Solution. a) Soit A1 := 71([0,1]) et As := F2([1, 2]), 'image de 1 et 2 respectivement. On
sait que v1(1) = %2(1) =y € A; N Az. On peut montrer que si F' C X, alors
FTHE) = (F) Uz (F).

Si F' est fermé, alors chaque partie de 'union a droite de 1’égalité est fermée, donc 'union
est fermée. Il suit que 7 est continue. Ensuite, il suffit d’écrire y1#72(t) = 5(2t), qui est
encore continue.

b) Reéflexif : v(t) = = pour tout t € [0, 1] est un arc de z a x.

Symétrique : z ~ y = 7:[0,1] — X avec 7(0) = x et y(1) = y. Il suffit de prendre
a(t) = y(—t).

Transitif : © ~ y et y ~ z implique qu'il existe v, v2 avec y1(0) = z, 71(1) =y, 12(0) =y
et 72(1) = z. Il suffit de prendre ~;#72 comme arc entre = et z.
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c) X n’a qu'une seule classe d’équivalence ssi z,y sont dans la méme classe d’équivalence
quelque que soit x,y ssi il y a un arc entre x et y quelque soit x,y ssi X est connexe par
arcs.

Exercice 31. Soit (X, 7) un espace topologique et A, B C X des sous-espaces non vides.

a) Montrer que si A et B sont connexes par arcs et si AN B # (), alors AU B est connexe
par arcs.

b) Montrer que si A et B sont connexes et si AN B # (), alors AU B est connexe.

c) Généraliser le a) et le b) comme suit : A; C X (i € I) connexes (resp. connexes par
arcs), si (;ey Ai # 0, alors | J;c; Ai est connexe (resp. connexe par arcs).

Solution. b) Par I’absurde, supposons que U, V' est une séparation de AUB avec des ouverts
de AUB.

Puisque U N B = () et que A est connexe, on a soit A C U ou A C V. Sans perte de
généralité, supposons que A C U. (Dans ce cas, on a ANV = ().) De la méme fagon, on
asoit BCUouBCV. SiBCU,alors V =, ce qui est une contradiction. On a donc
B C V. Or, on a également ANBCACUet ANB C B CV, ce qui est impossible,
puisque U NV = (). D’ou aucune séparation de A U B n’existe et AU B est connexe.

Exercice 32. (Composantes connexes). Soit (X, 7) un espace topologiqe non vide.

a) Soit ~ la relation sur X définie par x ~ y si et seulement s’il existe C' C X connexe tel
que x,y € C'. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
On appelle les classes d’équivalence de X/~ les composantes connexes de X.

b) Montrer que pour tout = € X, la classe d’équivalence [x] est connexe. (Remarque :
[z] € X et est muni de la topologie relative.)

¢) Montrer que pour = € X, [z] est le plus grand connexe de X qui contient x. Autrement
dit, montrer que si C' C X est connexe et x € C, alors C' C [z].

d) Montrer que X est connexe si et seulement si X n’a qu'une seule composante connexe.
e) Montrer que le nombre de composantes connexes est une propriété topologique.

Solution. a) Réflexif : = € {2} et x est connexe, donc = ~ x. Symétrique : évident.
Transitif : Soit x,y,z € X tels que © ~ y et y ~ 2. Il existe donc C; et Cy connexes tels

que x,y € C1 et y,z € Cy. Alors comme y € C7 N Co, il suit que C7 U Cy est connexe par un
numéro précédent. On a de plus z,z € C7 U Cy, donc = ~ 2.

b) Supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe une séparation U, V' de [z] par des ouverts
de [z]. Soit y € U et z € V. Puisque y, z € [z], on a que y ~ z, donc il existe C' connexe tel
que y,z € C. Or, UNC et VN C sont non vides et forment une séparation de C, ce qui est
une contradiction. D’otu [z] est connexe.

¢) Soit C'C X un connexe tel que z € C. Tout y € C' est tel que z ~ y, donc y € [z]. Ceci
montre que C' C [z].
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d) =) Supposons que X est connexe. Quelque soit z € X, comme X est connexe, par le
c), on a que X C [z], donc [z] = X. Il suit que X/~ = {X}, c’est-a-dire qu’il n’y a qu’'une
seule classe d’équivalence.

<) Comme les classes d’équivalence forme une partition de X et que X/~ n’a qu'une
seule classe d’équilance, il suit que cette classe d’équilance est X. Comme la classe d’équi-
valence est connexe, on déduit que X est connexe.

e) Soit (X, 7) et (Y, 7) des espaces topologiques et f: X — Y un homéomorphisme. Il suffit
de montrer que f induit une bijection de X/~ — Y/~ par f([z]) = [f(z)].

Montrons d’abord = ~ y ssi f(x) ~ f(y). On a que x,y € C ssi f(z), f(y) € f(C),
puisque f est bijective. Puisque f est un homéomorphisme, C' est connexe ssi f(C') est
connexe. Il suit que x ~ y ssi f(z) ~ f(y). On en déduit que f([z]) = [f(2)].

Exercice 33. Soit (X, 7) et (Y, 7') des espaces topologiques connexes. Montrer que X x Y
est connexe (sous la topologie produit).

Solution. Soit (z,y) € X x Y. La droite X x {y} est connexe, puisqu’elle est homéomorphe
a X. De méme, {x} X Y est connexe. Puisque ces deux droites s’intersectent en (x,y) leur
union est connexe. Soit (a,b) € X x Y un point fixé. On peut écrire

XxY=[J(Xx{ppufz} xY).
zeX

Chaque membre de 'union est connexe et ils ont (a,b) comme point d’intersection commun,
donc 'union est connexe par un exercice précédent.

Voici une preuve différente et, en quelque sorte, moins élégante.

Supposons le contraire. Alors il existe une séparation U,V de X x Y par des ouverts de
X x Y. La topologie produit a pour base B = {U; x V; | U; € 7,V; € 7'}, donc il suit que

U:UAiXBi et VZUCJ‘XD]',
el jed
ou A;, C; sont des ouverts de X et B;, D; sont des ouverts de Y.

On considére px: X XY — X et py: X x Y — Y les projections, donc (x,y) — x et
(x,y) — y respectivement. On pose

Ux == px(U) = px (U Aj % Bi) = Jpx(4i x Bi) = [ J 4,
el el el
qui est une union d’ouverts de X. On pose aussi Vy := px(V), Uy := py (U) et Vy := py(V),
qui sont des ouverts par le méme raisonnement.
Supposons maintenant qu’il existe x € Ux N Vx et y € Uy N Vy. Dans cas, il existe

ip € I et jo € J tels que x € Ay, et y € By, donc (z,y) € Ay x Bj, C U. De facon similaire,
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il existe i1 € I et j1 € J tels que x € Cj, et y € Dy, donc (z,y) € C;; x Dj; € V. Il suit
que (z,y) € UNV, ce qui est une contradiction.

On peut donc supposer, sans perte de généralité, que Ux NVyx = (). Dans ce cas, puisque
Ux UVx = X et que Uy, Vx sont des ouverts non vides de X, on a une séparation de X, ce
qui contredit la connexité de X.

Conclusion : X X Y est connexe.

4. Compacité

Exercice 34. Soit (X, 7) un espace topologique compact et discret. Montrer que X est fini.

Exercice 35. Soit D le disque unité fermé de R? et soit D = D\ {(0,0)}. Par le théoréme
de Heine-Borel, D est compact. Si {U;};c; est un recouvrement ouvert de D, alors on peut

en extraire un sous-recouvrement fini. Puisque D C D, ce sous-recouvrement recouvre D.
Donc D est compact.
Ou est l'erreur dans ce raisonnement, ?

Solution. L’erreur est qu’il y a des recouvrements ouverts de D qui ne sont pas pris en
compte, car tous les recouvrements ouverts de D ne sont pas nécessairement des recouvre-
ments ouverts de D. En effet, on a

be b \B(0.0.h)
n=1

donc c’est un recouvrement ouvert de D, mais ce n’est pas un recouvrement ouvert de D.
De plus, on voit que ce recouvrement ne posséde pas de sous-recouvrement fini.

Exercice 36. Soit (X,7) un espace topologique compact. Soit F; 2O Fp D F3 D --- des

fermés de X. Montrer que si (),,cy Fn = 0, alors il existe N € N tel que F,, = () pour tout
n > N.

Solution. Comme (), oy Fn = 0, il suit que X = (J, oy F), donc c’est un recouvrement
ouvert de X. Puisque que X est compact, il existe F ... Fy tels que X = Ff U---UF} .
Il suit que O = F;; N---N F;,,. Comme F,, O F,41, on doit avoir que F;,, = (). L’énoncé est
donc vérifié avec N := i,,.

m

Exercice 37. Soit X un ensemble et 7,7’ deux topologies sur X. Montrer que si (X, 7) est
compact et si 7" est plus grossiére que 7, alors (X, 7’) est compact.

Solution. Soit {U;};c; un recouvrement ouvert de X par des ouverts de 7/. Comme 7/ C 7,
c’est également un recouvrement ouvert par des ouverts de 7, donc il existe un SRF.

Exercice 38. Soit (X, 7) un espace topologique séparé. Soit K, C X des compacts.
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N
a) Montrer que U K, est compact si N < 0.

n=1

o
b) Est-ce que U K, est compact en général ?
n=1
N
c) Montrer que m K,, est compact si N < oo.

n=1

o0
d) Est-ce que ﬂ K, est compact en général ?

n=1
N
Solution. a) Si {U;},c; est un recouvrement ouvert de U K, alors c’est un recouvre-
n=1
ment ouvert de K pour chaque k. Ainsi, pour chaque k, il y a un sous-recouvrement

N

'Ui-jkvk’ . II suit que {Uj,, } est un sous-recouvrement ouvert fini de U K.

U;

1,k?> "
n=1

b) Non, par exemple U [—n,n] = R qui n’est pas compact.
neN

oo
¢) et d) Oui. On a que ﬂ K, est contenu dans K et est fermé, donc c¢’est un compact.

n=1

Exercice 39. Soit (X, 7) un espace topologique de Hausdorff et A; B C X des compacts
disjoints. Montrer qu’il existe des ouverts disjoints U,V de X tels que A CU et B C V.

Exercice 40. La sphére unité S = 0B (6, 1) dans R3 est-elle homéomorphe au plan R? ?

Solution. Impossible, car S est compact (fermé et borné dans R?), mais R? n’est pas compact

({B(0,7)}nen n'a pas de SRF).

Exercice 41. Soit (X, 7) un espace topologique et (Y, 7) un espace topologique compact.
Soit z9p € X. Montrer que si V' est un ouvert de X x Y tel que {zo} x Y C V, alors il existe
U voisinage ouvert de zg dans X tel que U x Y C V.

Remarque. On appelle parfois le voisinage ouvert U x Y un tube. Ce résultat est faux en
général si Y n’est pas compact.

Solution. Soit (zg,y) € {0} x Y. Puisque V est ouvert dans X x Y, il existe des ouverts
Uy de X,V de Y tels que (zg,y) € Uy x V,, C V. La famille {V, },cy est un recouvrement
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ouvert de Y, donc il existe un sous-recouvrement fini, disons {V};,}_;. On pose

n
U .= ﬂ Uy, -
i=1

C’est un ouvert de X.

{’-o} xY

ung

R=Nu,.

Montrons maintenant que U x Y C V. Soit (z,y) € U x Y. Alors z € Uy, donc
(z,y) € Uy x V; €V, ce qui montre que U x Y C V.

Exercice 42. Soit (X, 7) et (Y,7') des espaces topologiques compacts. Montrer que X x Y
est compact.

Indice. Soit {V;}ier un recouvrement ouvert de X x Y. Utiliser d’abord la compacité de Y
sur {z} X Y et l'exercice précédent. Utiliser ensuite la compacité de X.

Remarque. Si (X;,7;) sont des espaces topologiques compacts, il est vrai que le produit
cartésien [[;.; X; est compact lorsque le produit est muni de la topologie produit. C’est le
théoréme de Tychonoff, qui est bien plus difficile que le cas d’un produit fini.

Solution. On fixe € X. Par hypothése, {V;} est un recouvrement ouvert de {z} x Y.
Comme {2z} x Y est homéomorphe a Y, il est compact, donc il existe un sous-recouvrement

fini {sz Fizy
On pose V, = Vie U---UViz . C’est un ouvert de X x Y tel que {z} x Y C V. Par
I'exercice précédent, il existe U, C X ouvert dans X tel que U, x Y C V.

On obtient de cette fagon un recouvrement ouvert {U,},cx de X. Puisque X est com-

pact, il existe un sous-recouvrement fini, disons {Uy, }7* ;.
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i
X

Comme on a Uy, XY CV,, il suit que X xY CV,, U---V, . donc

m
Ny,
UtV 54
k=1 )

est un sous-recouvrement fini de X x Y.

Exercice 43. (Optionnel, pour ceux/celles qui ont fait un cours d’algébre de groupes). Soit
(G,-) un groupe. On dit que G est un groupe topologique si G est muni d’une topologie T
telle que -: G x G — G et ~1:G — G (I'inversion) sont continues.

Remarque. Certain-e-s auteur-trices demandent aussi que G soit T}, auquel cas on peut
montrer que G est alors T5. Pour b) & d), on suppose que G est T7.
a) Montrer que G est un groupe topologique si et seulement si

i) si W est un voisinage de xy, alors il existe U et V', un voisinage de = et y respecti-
vement, tels que UV C W, oa UV :={ab|a € Ube V}, et

i) quelque soit z € G et pour tout voisinage ouvert V de z~!, il existe un ouvert U tel
quezeUetUTCV,ouUt:={a"t|acU}.

b) Soit A, B des sous-espaces de G. Montrer que si A est fermé dans G et si B est compact,

alors AB est fermé dans G.
Indice. Si ¢ € (AB)¢, trouver un voisinage ouvert W de ¢ tel que WB™! et A sont

disjoints.
¢) Soit H un sous-groupe normal de G. Soit p: G — G/H 'application quotient. Montrer
que si H est compact, alors p est fermée.

d) Soit H un sous-groupe normal compact de G. Montrer que si G/H est compact, alors
G est compact.

5. Propriétés locales

Exercice 44. Soit (X, 7) un espace topologique. Montrer que si pour tout U ouvert dans
X, les composantes connexes de U sont ouvertes dans X, alors X est localement connexe.
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Solution. Soit z € X et U un voisinage ouvert de x. Soit C' C U la composante connexe de
x dans U. Par hypothése, C' est ouvert dans X et x € C, donc X est localement connexe.

Exercice 45. Soit (X, 7) un espace topologique. Montrer que X est localement connexe par
arcs si et seulement si pour tout U ouvert dans X, les composantes connexes par arcs de U
sont ouvertes dans X.

Exercice 46. Soit (X, 7) un espace topologique et soit U C X un ouvert de X. Montrer
que si X est connexe et localement connexe par arcs, alors X est connexe par arcs.

Solution. Soit C; (i € I) les composantes connexes par arcs de U. Par I'exercice précédent,
elles sont ouvertes, puisque U est localement connexe par arcs. Soit 79 € I quelconque. On
peut écrire
U\Cy = G

el

74
C’est une union d’ouverts de U, donc Cj, est fermé dans U. Puisque U est connexe, on a
Ci, = 0 ou Cj, = U. Comme ig est quelconque, on conclut qu’il y a une seule composante
connexe par arcs, donc U est connexe par arcs.

Exercice 47'. Le but de Pexercice est de montrer que connexe % localement connexe.

Soit X = {(z,sinl) |z € (0,1]}.

a) Montrer que X est connexe.

b)Jr On tient pour acquis que X est connexe (ou peut faire appel & I'exercice 52b). Montrer
que X = X U ({0} x [-1,1]).

¢) On pose z := (0,0) € X. Montrer que pour tout voisinage ouvert V C B(z,1/2) de 2
dans X n’est pas connexe.

d) Déduire que X n’est pas localement connexe.

Solution. a) La fonction f:(0,1] — R? définie par f(z) = (z,sin1) est continue, puisque

chaque composante est continue®. Comme (0, 1] est connexe, son image 1’est également. De

plus, il est clair que X = f((O, 1])

En analyse, on montre qu’'une fonction de X — R" est continue si et seulement si chacune
des composantes est continue. Vous pouvez montrer la méme chose lorsque le codomaine est
muni de la topologie produit.

b) La fagon la plus simple de le démontrer est avec les suites. Si vous n’avez pas fait analyse
3, ne vous cassez pas la téte avec ce sous-numeéro.

Soit (xp,yn) une suite converge de X. S'il existe £ > 0 tel que z,, € [g,1], alors (2, Yn)
converge dans f([e,1]) € X, puisque f([e,1]) est compact et donc fermé. Sinon, il faut

que z, — 0 (car on suppose que () est convergente). Dans ce cas, (zn,yn) — (0,¥), o
—1 <y <1, ce qui montre que X € X U ({0} x [-1,1]).
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Pour montrer I'inclusion dans I’autre sens, on considére y € [—1,1] et on veut montrer
qu'il existe une suite de X qui converge vers (0,y). Soit t = arcsiny. Alors (zn,yn) =
(m, sin(t+2imn)) est une suite de X, dés que n € N est assez grand, et elle converge vers
(0,9).

¢) Soit V' un ouvert tel que décrit dans I’énoncé. Puisque V' est ouvert, il existe 7 > 0 tel que
B(z,7) CV dans X. Il existe N € N tel que 1 < 7. On a alors que (ﬁ,O) € B(z,r) CV
dans X. (En effet, on a bien (ﬁ, 0) € X, c’est important.)

On pose xg = m On considére la droite verticale
2

+
D:{<$,y) szozmetyER},
qui divise R? en deux demi-plans

DT =< (2,y) x>x0:;etyER
' 2N + %

D~ (x,y) |z < ! tyeR

= = ———e¢ .

r,Yy) | T <X 27N+ 2 Y

Voir la figure ci-bas. La droite D intersecte X en un seul point : en (mo,sin %) =
(xo,1), et c’est le seul point d’intersection, car X est le graphe d’une fonction et inter-
secte donc les droites verticales une seule fois. Ce point d’intersection n’est pas dans V', car

d2((z,1),(0,0))> 3, donc on pose U :=V ND~ et W:=V D",

\
i A1 TN *?

’ ] \m /\
/
2l )

\s

W=D'"v
R \
=D NV == 2o E

Montrons que U, W forme une séparation de V.
e U et W sont ouverts dans V, car ils sont I'intersection d’ouverts de R? (D¥) avec V.
e OnaUNW =0, car D"ND~ = 0.
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e OnaUUW =V, cat VND=0et D" UDUD™ =R? donc VC D~ UDT.
e OnaqueU # 0, car z=(0,0) € Vet ze D™, donc z € U.
1 : 1 1 1
e On aque W # (), car (va) € DY (puisque 55 > 27TNJF%) et (QTI'N’O) € B(z,r) CV

dans X comme mentionné plus haut, donc (%LN, 0) eW.

d) Si X était localement connexe, alors il existerait une voisinage ouvert connexe V' de z
dans X de B(z, %), mais on a montré au b) que ce n’est pas le cas.

Exercice 48. Le but de Iexercice est de montrer que connexe par arcs % localement
connexe par arcs.

On pose D, = {1} x [0,1] (n € N*), Dy = {0} x [0, 1] et

X::[O,l]x{O}UDOU<U Dn>.

neN*
a) Montrer que X est connexe par arcs.

b) On pose z := (0,1) € X. Montrer que tout voisinage ouvert V' C B(z,1/2) de z n’est
pas connexe par arcs.

¢) Déduire que X n’est pas localement connexe par arcs.

Solution. a) D,, est connexe par arcs et [0, 1] x {0} aussi. Comme pour chaque n € NU{0},
Dy, et [0,1] x {0} ’intersectent en (£,0) ou (0, 0) lorsque n = 0, il suit que ([0, 1] x {0})U Dy

no
est connexe par arcs (par un exercice précédent), que ([0, 1] x {0}) U Dy U D; est connexe

par arcs et ainsi de suite pour obtenir X.

b) Commencons par un résultat préliminaire. Six € Dy et y € Dy, avec n # 0, alors quelque
soit le chemin « entre z et y, il existe ty € [0, 1] tel que a(tg) € [0,1] x {0}.

On peut écrire a(t) = (x(t),y(t)), x = (0,21) et y = (y0,%1) en coordonnées. Vu que
a(0) = z et a(l) = y, il suit que 2(0) = 0 et z(1) = yo = . De plus, notons que y(t) > 0
= a(t) € Dj = |z(t) = ]l ou x(t) = 0]. Or, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe tg € [0, 1] tel que 0 < x(tp) = 2—‘? < 1. (N'importe quel nombre irrationnel entre 0 et

L fait Daffaire.). Pour ce o, on doit avoir y(tg) = 0, d’ott a(tg) € [0,1] x {0}.

Soit maintenant z := (0,1) € X et V' C B(z,1/2) un voisinage ouvert de z dans X.
Puisque V' est ouvert, il existe r > 0 tel que B(z,7) C V dans X. Il existe N € N tel que
+ <. Alors (%,1) € B(z,7) C V. Si a est un arc de 2 & (3, 1), alors il existe ¢ tel que
alty) € [0,1] x {0}. Mais il est impossible que a(ty) € V, car da(z, a(tg)) > 3. Il suit qu'il
n’y aucun arc de z a (%, 1) dans V', d’ott V' n’est pas connexe par arcs.

c) Si X était localement connexe par arcs, il existerait un voisinage V' de z dans B (z, %) qui
serait connexe par arcs. On a montré au b) que ce n’est pas le cas.

Exercice 49. Soit (X,7) un espace topologique séparé. Montrer que X est localement
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compact si et seulement si pour tout x € X, il existe un compact K C X qui contient un
voisinage ouvert U de .

Exercice 50. Identifier la compactification en un point des espaces suivants. (Il est suffisant
de décrire un espace homéomorphe au compactifié¢. P.ex. S! dans le cas R.)

a) X =[a,b), ot —00 < a <b< oo.
b) X = (a,b)
c) X =(0,1)U(1,2).

Solution. a) Le compactifié est [a, b]. En effet, [a, b] est compact et [a, b]\ X est un singleton.

, ol —00 < a<b<oo.

b) Le compactifi¢ est homéomorphe a S'. En effet, soit X est homéomorphe a S\ {(1,0)}

par 'application
cos(27r — )
- (2D
sin (27r — )

Ensuite, si on ajoute un point a X, disons oo, on peut prolonger f est une bijection }: XU
{oo} — ST par f(oo) := (1,0). La topologie initiale sur X U {oo} par f en fait un espace
compact qui contient X comme sous-espace.

8
IS]

8 o

SIS

(Peut-étre que certaine personne sentiront le besoin de justifier davantage la derniére
phrase. D’abord, il est clair que X U{oo} est compact, puisque s =xu {oo}, S est
compact et f~! est continue. Ensuite, les ouverts de X sont exactement ceux de la forme
U N X pour un ouvert U de X U {oc}. En effet, un tel ouvert est un ouvert de S*\ {(1,0)}
et comme S'\ {(1,0)} et X sont homéomorphes, leurs ouverts sont en correspondance.)

c¢) Le compactifié de X est homéomorphe a Y := 63((—1, 0), 1) U 8B((1, 0), 1), c’est-a-dire
deux cercles tangents en un point.

Montrons que X et Y\ {(0,0)} sont homéomorphes. On définit f: (0,1) — dB((—1,0),1)
et g:(1,2):0B((1,0),1) par

f2) = (cos(27rx) - 1) oz) = (cos(27r:r;) + 1) .

sin(2mx) sin(2mx)
On obtient un homéomorphisme en posant

[ f(z), sizedB((-1,0),1),
hz) = {g(a:), siz € 9B((1,0),1).

On conclut que le compactifié de X est homéomorphe a4 Y de la méme maniére qu’au b).
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6. Exercices supplémentaires

Exercice 51. Démontrer le lemme du recollement : Soit (X, 7) un espace topologique et
A, B C X des fermés de X tels que X = AU B. Soit (Y,7') un espace topologique et
fiA =Y, goB — Y des fonctions continues. Montrer que si f(x) = g(z) pour tout

xr € AN B, alors
| flx), sizeA,
hw) = {g(m), sizeB

est continue.

Exercice 52. Soit (X, 7) un espace topologique et A, B C X des sous-espaces.
a) Montrer que si A est connexe et si A C B C A, alors B est connexe.
b) Déduire que si A est connexe, alors A est connexe.

Solution. a) Supposons que U, V est une séparation de B par des ouverts de Z;Puisque A
est connexe, on a que A C U ou A C V. Disons que A CU. Il suit que A C U. Cela est
une contradiction, puisque dans ce cas, B C A C U, donc B serait disjoint de V.

b) Il suffit de prendre B := A dans I'énoncé du a).

Exercice 53. Soit (X, 7) un espace topologique et E, F, E, Fa,... C X. Montrer que
a) Ec = (E°)°
Solution. On a simplement

E= () F= () F= () UC—< U U)C—(EO)C.

F fermé F fermé U ouvert U ouvert
ECCF FC¢CE UCE UCE
b) F est ouvert & E°=FE < 0ENE =10

Solution. Si E est ouvert, alors E est un élément de Y = {U | U est ouvert et U C E},
donc
EP=|JU=E
veud
Si E = E°, alors F est ouvert puisque E° est ouvert.
Ensuite, on a OENE =0 ssi (F\ E°)NE=0ssi EC E°ssi £ = E°.
c) E°=FE\0FE
d) X est 'union disjointe des ensembles deux & deux disjoints E°, OF et (E€)°

Solution. Il y a deux chose a montrer. D’abord, on montre que X = E°UJFE U (E)°. Cela

C

est clair, puisque E° UOF = FE et que (E€)° = E.
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Ensuite, il faut montrer que l'intersection de chaque pair d’ensemble est vide. Puisque

OF = E\ E°, il est clair que 9ENE° = (). De plus, comme (E€)° = E ‘et que E = EUJE, on
obtient que F N (E°)° = (). Enfin, on sait que (E€)° C E€, donc il suit que (E€)°NE° = (.

e) E est ouvert et fermé si et seulement si OF = ()

Solution. On a que OF = () ssi E\iEo =D ssi E C E° ssi E est ouvert et fermé. (Le dernier
ssi vient des inclusions F° C F C F.)

f) OE = O(E°)
Solution. On a A(E°) = E¢\ (E°)° = (E°)¢\ (E)¢ = E\ E° = 9E, ou I'égalité * est une
propriété de la théorie des ensembles que vous pouvez vérifier. (A°\ B¢ = B\ A)
g) si EC F,alors EC F et E° C F°, mais que la réciproque est fausse
h) E C F n’implique pas que 0FE C OF
) BUF=FEUF

Solution. L’ensemble F U F est un fermé qui contient FUF', donc FU F C EUF. Ensuite,
E U F est un fermé qui contient F et F, donc E et F aussi,dout FUF C FUF.

o0 [e.9]
j) U E, C U E,, et que l'inclusion peut étre stricte
n=1 n=1

Solution. On a que Ej, C Uzozl E,, car 'ensemble de droite est un fermé qui contient Fj.
Pour voir que l'inclusion peut étre stricte, on prend E,, = {+}.
k) ENF C ENF et que l'inclusion peut étre stricte
N E=F
m) E°NF°=(ENF)°
Solution. On a que E° N F° est un ouvert de £ N F, donc on a E°NF° C (ENF)°.
Ensuite, (E'N F)° est un ouvert de E° et de F°, donc il est inclus dans chacun d’eux.

00 © 00
n) (ﬂ En> - ﬂ E; et que l'inclusion peut étre stricte
n=1

n=1

Solution. Par le j), on a

() -1(G=)

Les ensembles E,, = [—%, %} montrent que l'inclusion peut étre stricte.

- (UE) . (U E) - A\@r= )
n=1 n

n=1 n=1 =1
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E°UF° C (EUF)° et que l'inclusion peut étre stricte
(EO)O — E’O
OFE = 0FE

(0)

p

o]

)

)

)

r) O(EUF) COEUOJF et que l'inclusion peut étre stricte

s) 0(OF) C OF et que l'inclusion peut étre stricte

Solution. Puisque OF est fermé, on a 9(OF) = OF \ (OE)° = OF \ (OF)° C OF.
Ensuite, on voit que 0Q = Q \ Q° = R et 9(0Q) = IR = 0.

t) 0(O(OF)) = 0(OF).

Solution. On montre que (0(OF))° = (. D’abord, on a que 9(0F) = JF \ (OFE)° =
OE N ((0F)°)°. Ensuite, en utilisant le m), on a

o
o C)O

(D(OE))° = <6E N ((0F

)
)

)
= (0B)° n (((0F

— (9E)° N ((0E)°>C

Ainsi, on trouve que 0(0(0F)) = 0(0F) \ 8(3E))O = 0(0F).
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