Examen intra 1
Analyse 3
MAT2100

L’examen dure 1h50. Justifiez toutes vos réponses (méme les questions courtes). Il
est sur 30 points. Si les points bonus font dépasser le total au-dela de 30, alors les points
excédentaires seront ignorés.

Enseignant : Jonathan Godin
Session : H22

Questions courtes.
N’oubliez pas de justifier.

Question 1. (3pts) Peut-on trouver un ensemble E dans (R, d) tel que E' = {1 | n € N}?
Nonycar E st Jumd, mai ThineMd ne Pobpoo. (Leog £21),

Question 2. (3pts) Montrer que E° U F° C (E'U F)° et que I'inclusion peut étre stricte.
E° UF® st ov ouvsd de EUF, dowme A st doro 'L tiviain  pusigue (EUFY° wt b plue
MA, EUF. Staide: E=toud tF=r1,2).

Question 3. (3pts) Soit (X, d) un espace métrique discret™ non vide. Quels sont les sous-

ensembles

a) ouverts de X7 b) denses dans X7 c) nulle part denses dans X7
TouX E€ YO, con Sevltrmant X, o (B)° =07) Seulowsdt F; can
E=~‘\‘)Ei1-] ..,1"1':"}_““1. E:E P/‘ ) (E).=E. =E por a) .

Questions longues.

Question 4. (10pts) Soit X = {f:[0,1] — [a,b] | f est continue} muni de la métrique doo. g4,

Montrer que Soit L) dowf 1y {5 & X
vgé L --L] ) V» ,31-\, -Fh(t_\=3.

E ={f:]0,1] — [a,b] | f est continue et surjective} (x) porstde wue - SUiks
x..‘-» . Q.=

6 =Sz nl = 1 n ) = Hta ]

Sdh (;\-IIL\ -0, J\";
Question bonus. (3pts) Montrer que H = {f:[0,1] — [a,b] | f est continue et injective} giwy=9 .

n’est pas ouvert dans (X, d). =D b owb .
Suggestion. C’est probablement plus simple de prendre [a, b] = [0, 1], mais ce n’est pas essentiel.
\autre
A g o
Suite au verso J“s”“ de Joaiee Qo

P N }\Jnui

est fermé dans (X, doo).

* Rappel : un espace métrique est discret si pour tout z € X, il existe r > 0 tel que B(z,r) = {z}. - L ,‘:n .
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Question 5. (11pts) Soit d: R? x R? — [0, 00) définie par

21 —y1| + 22| + |y2|, stz #F

d((z1,22), (y1,92)) = {

|z — 12|, sixy =y,
Choisir et faire la question 5.1 ou 5.2.

5.1 a) Montrer que d est une métrique sur R2.
b) La suite (1+ 1,1+ %)neN converge-t-elle dans (R?, d)?
ou

5.2 On tient pour acquis que d est une métrique.
a) La suite (1 + %, 1+ %)neN converge-t-elle dans (R?, d)?

b) Décrire et dessiner la boule ouverte B(a, 1), ou a = (0, %)

c) Cette métrique est-elle induite par une norme? Vous pouvez utiliser les résultats des
exercices sur les métriques induites.
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M.a. alXYd e d(x,2)* d(z,Y).

M ya$S com.
ore 4

X = = 320 D _X‘#B,;,'L,:%l ®

F : @
—~— -y_,:{| @ ¢ ')
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™S 4, =3, ©)

LodX,Y) = [ %a=y,) & lzalely,] & lxad 41y, + (220 + Iz, - yl+2/21)

= dx,z) +d(T,Y)

L. diX,Y)= lr-yy] 2)x,~22) /20 -9,

€ dix32) * Rulelyae [0y,

= d(x.2) + 4(z.))

3- A\X.Y\ = ]1"‘5;} tlxy) +1Y,)

12,y * 190 #laal - (2a))t 12,

-~
-—

4( Z,Y) + le)‘,lz’

LAY 2)+ lxa-2ud= d¥2) + d¥,2)

1 dixr = [3-y) Xl t g, ] % 1x~2,) + 1 2~y,) +i2,) + Iyl +2)%.

= dx e +d(EY)

S.dly,p = [4,=y, | + %)+ 1y,

Y]

'7|‘1:’ +ix,y + ("11.’— ‘%“-))4-'5"’

= d(x,_%) + IB:.} “I%-a.,

¢ Jx,2) Yy, -2 =d(x,z2) + Y 2).
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