Examen intra 2
Analyse 3
MAT2100
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Question 1. (5pts) Montrer que , dans (R?, ds), le disque unité E((O, 0), 1) et le cercle unité
9B((0,0),1) ne sont pas homéomorphes.

Question 2. (5pts) Soit (X, d) un espace métrique compact.

a) Montrer que si {F;};c; est une collection de fermés de X telle que (,c; F5 = 0, alors il
existe i1,...,i, tels que Fj; N---NF;, = 0.

b) Montrer que si I = N et F,, | 0,N*! alors il existe N € N tel que Fiy = 0.

Question 3. (10pts) Soit 'espace métrique (R”X”, dg), ot R™™ est I’ensemble des matrices
n x n a coefficients réels et d2 est donnée, pour A = <aij)ij et B = (bij>ij dans R™*" par

2

da(A, B) = ZZ(aij — bz’j)2

i=1 j=1

a) Montrer par récurrence sur n € N que det,: R"*" — R, la fonction déterminant, est
continue.
Indice. Pour une matrice A de taille n x n, considérez I’application P;;: R™*" — R(=Dx(=1) définie
par P(A) = A;;, ou A;; est la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en retirant la i-iéme ligne et le j-iéme
colonne de A.

b) Montrer que G = {4 € R™*™ | A est inversible} n’est pas connexe.
Remarque. On tient pour acquis que A est inversible si et seulement si det A £ 0.

¢) Pour n > 2, montrer que E := {A € R™" : |det A| < 1} est fermé dans R™*™ et qu’il
n’est pas compact.

Note 1 Rappel : F, | () signifie que F; D F» D F3 D --- et ﬂ F, =10.
neN

(Suite au verso)



Question 4. (10pts) Soit (X, d) un espace métrique. Soit (fy) une suite de fonctions de
X — Ret f: X — R une autre fonction. On fait les hypothéses suivantes :

1) X est compact;

)
it) fn (pour tout n) et f sont continues sur X;
) fn — f simplement sur X;

iv) (fn) est croissante, c’est-a-dire que pour tout x € X, on a fp(x) < fry1(x).

Le but est de montrer qu’alors, f, — f uniformément™°*? sur X.

a) Soit € > 0. On pose
Fy={zeX:|fu(zx) - f(z) > e}

Montrer que F), est fermé dans X.
b) Montrer que F, | 0 (voir note 1). Déduire qu’il existe N € N tel que Fy = ().

¢) Déduire que f,, — f uniformément sur X.

Note2 Rappel : f, — f uniformément sur X signifie que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout
n > N et pour tout © € X, on a |f,(z) — f(x)] < e.



