Examen intra 2
Analyse 3
MAT2100

L’examen dure 1h50. Justifiez toutes vos réponses. Aucun matériel permis.

Enseignant : Jonathan Godin
Session : H23 /30

Question 1. (5pts) Montrer que , dans (R?,ds), le disque unité E((O, 0), 1) et le cercle unité
8?((0, 0), 1) ne sont pas homéomorphes.

Solution. Supposons le contraire. Soit f: E((O, 0), 1) — BE((O, 0), 1) un homéomorphisme.
Soit a,b € 0?((0, 0), 1) deux points distincts et x = f~1(a), y = f~1(b).

:B((0,0),1) \ {z,y} — 9B((0,0),1) \ {a,b} définie par flz) =
0,0).1)\{z,y}
f(2) est un homéomorphisme. Or, 9B((0,0),1) \ {a,b} a deux composantes connexes et
E(((L 0), 1) \ {z,y} est connexe, ce qui est impossible.

Alors f‘B((

On déduit que f ne peut pas étre un homéomorphisme.

Question 2. (5pts) Soit (X, d) un espace métrique compact.

a) Montrer que si {F;};c; est une collection de fermés de X telle que (,c; F3 = 0, alors il
existe i1,...,i, tels que Fj; N---NF;, = 0.

b) Montrer que si [ = N et F,, | 0,N*! alors il existe N € N tel que Fiy = (.

Solution. a) En prenant le complément, on a

<ﬂFi>C—@“ = |JFr=x

el el

Ainsi, la collection {Ff}ics est un recouvrement ouvert de X. Puisque X est compact, il
existe i1,..., in tels que X = [ U---U 7. En prenant encore le complément, on obtient

) ?

Q]:Film...mF,

in*

b) Parle a), il existe i1 < ... <y tels que F; N---NEF;, = (). Puisque Fyy D Fiy 2 2 Fiy,
on a également que I}, N---N F;,, = F;,. Ainsi, 7, est le naturel recherché.

Question 3. (10pts) Soit espace métrique (]R”X”, dg), ot R™™ egt I’ensemble des matrices

Note 1 Rappel : F, | 0 signifie que F; D F, D F3 D --- et ﬂ F, =10.
neN



n x n a coefficients réels et da est donnée, pour A = (ajj);; et B = (bj;);; dans R"*", par

2

da(A, B) = Z Z(aij - bij)2

i=1 j=1

a) Montrer par récurrence sur n € N que det,: R"*" — R, la fonction déterminant, est
continue.
Indice. Pour une matrice A de taille n x n, considérez 'application P;;: R"*" — R(=Dx("=1) definie
par P(A) = A;;, ou A;; est la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en retirant la i-iéme ligne et le j-iéme
colonne de A.

b) Montrer que G = {A € R"*" | A est inversible} n’est pas connexe.
Remarque. On tient pour acquis que A est inversible si et seulement si det A # 0.

¢) Pour n > 2, montrer que E := {A € R : |det A| < 1} est fermé dans R™™" et qu’il
n’est pas compact.

Solution. a) Soit P;; comme dans 'indice. Commengons par montrer que F;; est continue.
Soit A, B € R™™, On a

Dl —=

do(Pij(A), Pyj(B)) = dao(Aij, Bij) = | 3> (aum — bem)*
lF#i m#]

S

*

< (Z Z(aém - b£m>2> = dQ(Av B)'

(=1 m=1

—
(N

Il suit que P;; est 1-Lipschitz. [L’inégalité (*) se montre simplement en constatant que

\/x%+~~-+x%71 < \/x%+---+x%71 +x%, quelque soit x1,...,x, € R.}

Pour n =1, on a det; = ud, qui est continue. On suppose que det,_1 est continue et on
montre que det,, I'est. Soit A € R™*™. On a

detn(A) = aq1 dety,—1 (Pll(A)) — (*1)”&171, det,,_1 (Pln(A)).
C’est une somme de fonctions continues, donc det,, est continue.

b) On voit que G = det (R \ {0}). Si G était connexe, alors det(G) = R\ {0} serait
connexe, mais il est clair que R\ {0} n’est pas connexe. D’ott G n’est pas connexe.

¢) On a que F = detfl([—L 1]), donc E est I'image réciproque d’un fermé par une fonction
(m)

continue. De plus, avec la matrice A" = (a27

) définie par

(m) {m sii=j=1,
a = .
0, sinon,

on voit que det(A(m)) = 0, car A est triangulaire supérieure et il y a au moins un zéro sur
la diagonale de A, donc Am) € E. Par contre, pour tout R > 0, la matrice A™ n’est pas
dans B(0, R) si m > R. 1l suit que G n’est pas borné, donc n’est pas compact.
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Question 4. (10pts) Soit (X, d) un espace métrique. Soit (fy) une suite de fonctions de
X — Ret f: X — R une autre fonction. On fait les hypothéses suivantes :

i) X est compact;
i1) fn (pour tout n) et f sont continues sur X;
iii) fn — f simplement sur X;

iv) (fn) est croissante, c’est-a-dire que pour tout x € X, on a fp(x) < fri1(x).

Le but est de montrer qu’alors, f, — f uniformément™°*2 sur X.

a) Soit € > 0. On pose
Fp={z e X :|falz) - f(zx)| > e}
Montrer que F;, est fermé dans X.
b) Montrer que F, | 0 (voir note 1). Déduire qu’il existe N € N tel que Fy = ().
c¢) Déduire que f,, — f uniformément sur X.

Solution. a) On pose g(x) := |fn(z) — f(z)]. C’est une fonction continue, puisque fy,, f et
la valeur absolue sont continues. De plus, on voit que

Fy =g \(leo0)) = fr € X | gla) > <},
Puisque [e, 00) est fermé dans R, il suit que F), est fermé dans X.
b) Par iv), on a fi(z) < fa(x) < --- < f(x). Ainsi, pour tout n € N, on a
F(@) = i) = f(2) = fol) = - = f(2) = ful@) = - 2 0.
Il suit que pour € > 0 et x € Fj,11, on a
F(@) = fal@) = F(2) = fari() 2 e,

donc z € F,. On conclut que £}, O F41.

Ensuite, si x € (),,cry Fn, alors
|fn(z) — f(x)] > € pour tout n € N.

Or, puisque fp(z) — f(x) lorsque n — 0o, cela est impossible. 11 suit que l'intersection doit
étre vide.

Par le numéro 2b) de 'examen, il existe N € N tel que Fy = 0.

Note2 Rappel : f, — f uniformément sur X signifie que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout
n > N et pour tout z € X, on a |f,(z) — f(z)] <e.



¢) Pour n > N, on a F,, = . En prenant le complément, on obtient
X=F,={xe X :|folx)— f(x)] <e}, pourtout n > N,
ce qui signifie que pour tout x € X, on a
|fn(z) — f(z)] <e, pourtout n > N,

d’ou f, — f uniformément sur X.



