Calcul 2

Surfaces

1. Surfaces paramétrées

Exercice 1. Identifier a quelle surface chacune des fonctions suivantes correspond.

u-—+v u?
a) X(u,v) = 3—v b) ¥ (u,v) = | wcoswv
14 4u+5v usinv
scost 3cost
c) f(s,t) = [ ssint d) g(s,t) = s , se[-1,1]
S sint

Solution. a) Un plan b) Un paraboloide autour de 'axe des x  ¢) Un cone autour de
I'axe des z  d) Un cylindre en forme d’ellipse autour de I'axe des y

Exercice 2. Paramétrer les surfaces suivantes.

1 0 0
a) Le plan passant par | 0 |, [ 1 | et [ O
0 0 1
1
2
b) Le plan tangent a la sphére de rayon 1 centré a 'origine au point %
V2
2
2 1 1
c) La sphére de rayon 1 passant par | —1 |, | =1 | et [ O
0 1 0

d) Le graphe de f(z,y) = 22 +y.
e) Le paraboloide d’équation z = 22 4 3.
Solution. c¢) On a l'équation (z—a)?+(y—b)*+(2—c)? = 1, ot a, b, ¢ € R sont & déterminer.
On développe les carrés
2 L2 2 ) 2, .2 ; 2
x°—2ar+a”"+y —2by+b"+ 27 —2cz+c" =1.
On obtient les trois équations suivantes a partir des trois points donnés dans 1’énoncé :
4—dat+a’+1+20+02+ 2 =1
1—2a+a?+14+2b+b?+1—-2c+c?=1

1—2a+a*>+b>+c2=1.
En soustrayant 1’équation 2 de I’équation 1 et ’équation 2 de I’équation 3, on obtient

{3—2(1,—1—4—2(:—0 {(L—C_l
=
—1—-20—14+2¢c=0 —b+e=1



Ainsi,onac=a—1et b=c—1=a— 2. On remplace dans la troisieme équation :

1-2a+a*4+(a—2%+(a—-1P2=1 & 1-2a+ad*+d®>—4da+4+d®>—2a+1=1
& 3a°—8a+5=0
& (Ba—5)(a—1)=0

Il y a deux possibilités : a; = g et ap =1

Exercice 3. Associer chaque paramétrage a la bonne surface.

1. f(u,v) = | usinw a)

2. f(u,v) = u?v b)

3. flu,v) = v? c)

(1 —u)(3 + cosv) cos(4mu)
4. f(u,v) = | (1 —u)(3+ cosv)sin(4mu) d)
3u+ (1 —u)sinv

cos> usin® v

5. f(u,v) = | sin®ucos®v e)

sin® v




sin

6. f(u,v) = [ cosusinv f)
sinv
v Cos U
7. f(u,v) = [ vsinu g)
v

Solution. 1. ¢) 2.d) 3.e¢) 4.b) 5. f) 6.g) 7. a)

Exercice 4. Paramétrer les surfaces déterminées par les équations algébriques suivantes.

2 2
a)r+3y+z2=1 by r=2 42
4 9
c) 822 —4y? =2 d) 3 +y>+2=0
Solution. a) On peut utiliser un paramétrage de graphe. On isole 'une des variables; on a
x
le choix, prenons z. On a I'(z,y) = y , avec (r,y) € R2.
1l—2—-3y
b) On utilise les coordonnées polaires en zy :
2r cos 6
X(r,0) = 3rsinf |, (r,0)€[0,00) x [0,27).
2
r

On peut aussi paramétrer la surface comme un graphe
T

2

[(x,y) = y . (z,y) €]0,00)".

2 | v

1 9
¢) On peut paramétrer comme un graphe de fonction :

x
I'(z,y) = y
822 — 44?
On peut aussi utiliser les coordonnées hyperboliques :
v coshu
Y(u,v) = | 2usinhwu |, (u,v) € R
8v?



Exercice 5. Paramétrer les parties de surfaces suivantes. Bien identiquer le domaine des
parameétres.
a) La partie de I'hyperboloide d’équation 422 —4y? — 2% = 4 situé devant le plan yz (z > 0).
b) La partie de l'ellipsoide 22 + 2y? = 1 dans les octants* I, II, III et IV.
c¢) La partie de la sphére 22 4 y? + 22 = 4 située au-dessus du cone z = /22 + y2.
d) La partie du plan z = 2 4 3 située a l'intérieur du cylindre 22 + y? = 1.
Solution. a) Puisque 2 > 0, on peut isoler cette variable par z = %\/4 + 4y? + 22, ce qui
donne le paramétrage de graphe
5V/4+ dy? 4 22
I'(y,2) = y . (y,2) eR%
4

c¢) On utilise les coordonnées sphériques

cos 6 cos p
Y(0,p) = | sinfcosy |, (0,¢)€]0,2n] x [_ T %]
sin

Pour étre au-dessus du cylindre, il faut z > /22 + y2. Si on porte notre paramétrage dans
I'inéquation, on trouve singp > y/cos?p = |[cosy| = cosep. (On peut enlever les valeurs

absolues puisque pour ¢ € [— %, %], onacose > 0.) Pour p € [— %, %], on asing > cosp

lorsque ¢ € E, g] (il suffit de regarder le cercle trigonométrique pour le voir). Ainsi, la

partie de sphére est paramétrée par X, avec (6, p) € [0, 27| x [%, %]

Exercice 6. Surface de révolution. Soit une courbe 7: [a, b] — R3 contenue dans le plan zy,
c’est-a-dire qu’elle est de la forme

Soit la matrice de rotation Ry d’une rotation autour de I'axe des y d’un angle 6 tournant
dans le sens positif (régle de la main droite)

cos@ 0 sinf
Ry = 0 1 0

—sinf 0 cos@

* Rappel : les octants sont les huits régions de ’espace suivants
I[: 2>20,y>0,2>0 Mr:x<0,y<0,2z>0 V:ix>0,y>0,2<0 VII: 2<0,y<0,2<0

H:x2<0,y>0,2>0 IV:iz>0,y<0,2>0 Vi:z<0,y>0,2<0 VIII : 2 >0,y <0,2<0
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La surface de révolution obtenue par la rotation de v autour de l'axe des y est paramétrée
par
71 (t) cos

3(0,t) = Ry (~(t) = Ya(t)
—v1(t) sin 0

Paramétrer les surfaces de révolution obtenues des courbes suivantes par la rotation autour
de I'axe des y. Faire une esquisse de la surface.

a)y =z, z €0,1] b)y=a%—2?+1

2
c¢) Le cercle de rayon 1 centré en (0> .

Solution. b) On paramétrise la courbe par

V() = <I3_i2+1>~

La surface est paramétrée par

xcosf
N@,z)= | 2% 22 +1
—xsinf

=04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Courbe dans le plan xy

Surface de révolution

2. Vecteur normal et plan tangent

Exercice 7. Calculer le vecteur normal et le vecteur normal unitaire des surfaces suivantes.

s+t tcoss
a) M(s, t) =] s—t b) X(s,t) = | tsins
st t
s2et 52 + st 4 2
c) X(s,t) = 1 d) X(s,t) = t? — 52
e’ 82 . t2
. 1 1
Solution. a) N(s,t) = } et (s, t) = % 1



. tcos s COS S
b) N(s,t) = | tsins | et ri(s,t) =

1 .
—= | sins
2
—t V2 —1
c) On a
2set  s2et
d¥(s,t) = 0 0
e’ 0
Le vecteur normal est
0
N(s,t) =Ty x T, = | s2estt
0
Le vector normal unitaire est
> 0
Nis,t
n(s,t) = q(s’ ) =1
[N (s, )|l 0

Exercice 8. Pour chaque surface suivante, trouver I’'équation du plan tangent a la surface
au point indiqué.

u—+v
a) Y(u,v) = | 3u? |, au point (2,3,0)7.
U—v
u?+1
b) S(u,v) = [ v®*+1 |, au point (5,2,3)T.
U+ v
UCOosSV
¢) X(u,v) = | usinv |, au point X(1, ).

v

Solution. a) Pour obtenir I’équation cartésienne, on doit calculer le vecteur normal. On
omet les caluls; on trouve
B —6u
N(u,v) = 2
—6u

On doit trouver les paramétres (u,v) pour lesquels ¥(u,v) = (2,3,0)7. On a

U+ v 2
3u? | =13
U—0 0



La troisieme composante donne u = v et la premiére, u = 1. On a donc u = v = 1. Ainsi, le
vecteur normal est
. —6
N1 = [ 2
—6

Enfin, le point (z,y, z)T est sur le plan tangent si et seulement si

r— 2 —6
y—3 |e| 2 =0.
z —6

L’équation du plan est donc —6(x —2) +2(y — 3) — 6z = 0.

Exercice 9. Ruban de Md&bius. Un ruban de Mobius est une surface qui décrit un ruban
qui a été tordu une fois et recollé pour former une boucle, de sorte qu’il n’y ait qu’une seule
face. On peut obtenir une telle surface en prenant un segment de droite et le faisant tourner
le long d’un cercle dans le plan zy tout en lui faisant faire un demi-tour sur lui-méme. Ceci
s’obtient symboliquement par

e}

X(0,t) =Rg,o0Te0R

9
27

o

segment de droite

oit Ty est la translation par ¥ et es = (0,1,0)7. Voir la figure 1. Ainsi, un paramétrage
possible est donnée par

0s(0) +cos(0) |, (6,t) € [0,27] x [—3, 3].

Voir la figure 2.

o

Figure 1 Figure 2

a) Vérifier que $(0,t) = X(27,¢) pour tout t € [—3, 3].
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b) Aprés de fastidieux calculs (ou a 'aide d'un logiciel comme Sage ou Mathematica), on
trouve le vecteur normal

— 3t cos (g)2 cos () — %[t cos (A) sin (§) + 2t cos (§) sin () + 2sin (9)] sin (

|

)
)

|

— 3t cos (g)2 sin (0) + 3 [Zt cos (§) cos (0) — tsin (§) sin (0) + 2 cos (8)] sin (

=
I

— % [215 cOS (g) cos (0) — tsin (
—1 [t cos () sin (§

%) sin (6) + 2 cos (9)] cos (&) cos (0)
) + 2t cos (%) sin (9) + 2sin (0)] cos (§) sin (6)

Vérifier que N (0,0) # N (2m,0). Qu’est-ce que cela représente géométriquement ?
Truc. Commencez par écrire le vecteur N(6,0), qui est beaucoup plus simple.

3. Aire d’une surface
Exercice 10. Calculer 'aire des surfaces suivantes.
a) La partie du plan 3z + 2y + z = 6 située dans le premier octant

U+ v
b) flu,v)=1| 2-3u |, (u,v) €]0,2] x [-1,1]
I+u—v

c¢) La partie du cone z = /2 + 2 située a I'intérieur du cylindre 2 + 22 =1

Remarque. On peut utiliser [ H_S—C?SQG = \/Li arctan (ta\%‘g)), que I'on obtient en multi-

pliant I'intégrande au numérateur et au dénumarateur par sec’ 6, etc.

d) La partie de la surface z = 4 — 222 + y située au-dessus du triangle de somets (0, 0, O)T,
(1,0,0)T et (1,1,0)” dans le plan xy.

e) La partie du paraboloide y = 22 + 2?2 située a l'intérieur du cylindre 22 + 2% = 16.
f) La surface paramétrée

2

Y(u,v) = 1qu . (u,v) €]0,1] x [0, 2].
57)

g) La partie de la sphére 2 + y2 4 22 = 4 située a l'intérieur du cylindre 22 + y? = 1.
Solution. a) Le plan est dans le premier octant si x > 0, y > 0 et z > 0. On peut
paramétrer le plan par
x
S(z,y) = y
6 —3r —2y

Pour étre dans le premier octan, il faut x > 0, y > 0 et 6 —3x —2y > 0. La derniére inégalité
devient 6 > 3x + 2y. Ainsi, le domaine de X est la région = € [0,2] et 0 < 2y < 6 — 3.
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10 ) 3
dX(z,y)=1 0 1 et N(z,y) =1 2
-3 =2 1

11 suit que | N(z,y)| = v14.

Enfin, I'aire est donnée par

2 p—3243
Aire(S) :/dSZ/ / Vi1ddydz
S 0 JO

:M/: (—;w+3)dx

3, 2
—\/ﬁ|:—zl‘ +3$:|0
= V14 (-3 +6) = 3V14.

¢) On utilise les coordonnées polaires pour paramétrer le cone, car il sera plus simple de
déterminer le domaine des paramétres. On a

r cosf
¥(r,0) = | rsiné
r

Pour paramétrer seulement la partie dans le cylindre, on a la restriction r? cos? 6 +r? < 1,

donc r < —L_.
v/ cos? 0+1

Ensuite, on a

cosf —rsinf - —rcosf
d¥(r,0) = [ sinf rcosf et N(r,0) = | —rsind
1 0 r

11 suit que |N|| = v/2r.

Pour l'aire, on trouve

Aire(S) = / ds
S
o 1
_ / / Ve 041 /o drdd
0 0

271'7,,2
:\/5/ ”
0o 2

1
Vcos? 0+1
0




_\@/%de
2 Jy cos?O+1
@4¢§/5 do

2 Jy cos?h+1

1 tanf\ |2
= 2\/5— arctan

0
T
=2—=m.
2
On justifie la ligne (*) comme suit :
/QW do /” do e )
= - 0= 0 —
0 cos2f+1 _Lcos20+1 e "
=2 /0 (3082 0 1 (car lintégrande est pair)
=2 avec 0 — 0 — T
/ z sin sin26 + 1 ( 2)
| 3
= car l'intégrande est pair
/0 sin (9—}—1 (car Vintégran pair)
0
=4 —— avec > 0 — T
/72T o2 9 1 (avec 0 +— )
| 3
= . 0— —0
/o CObQ 0 1 (avec 0 — —0)

Exercice 11. Déduire une formule pour les surfaces de révolution obtenue par la rotation
d’une courbe dans le plan zy autour de I'axe des x et par la rotation d’une courbe dans le
plan zz (ou yz) autour de I'axe des z.

Solution. On fait le cas d’'une courbe dans le plan xy autour de ’axe des x. Une telle courbe
a la forme

La matrice de rotation autour de ’axe des x a la forme

1 0 0
Ry=10 cosf —sinf
0 sinf cosl
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Le paramétrage de la surface est alors

(t)
X(t,0) = | y(t)cosb

y(t)sind
La matrice jacobienne de X et le vecteur normal sont
' (t) 0 B y()y'(t)
dX(t,0) = | v/(t)cos —y(t)sinb et N(t,0) = —2'(t)y(t) cos b
y'(t)sinf  y(t)cosb —2/(t)y(t) sin 6

On a |[N(t,0)|? = y(t)%/ (t)% + 2/ (t)2y(t)2 = y(t)*(2'(t)*> + ¢/(t)?). Finalement, on obtient

2m
Aire(S /dS / / IN(t,0)||dtds = 277/ ly(t) ()2 dt.

On peut réécrire cette intégrale en 27 fﬂY ly|ds.

On remarque que dans le cas ou v est le graphe d’une fonction y = f(x), on retombe sur
la méme formule qui est vue en calcul intégral, car dans cas, /() = 1.

Dans le cas ou la rotation est faite autour de 'axe des y, on obtient 27 fv |z|ds.

Exercice 12. Calculer 'aire des surfaces suivantes.
a) Le graphe de z = xy défini sur le domaine {(x,y)|2? + 32 < 1}.

b) La surface de révolution obtenue par la rotation du graphe de y = w2,z € [0, 1], autour
de I'axe des y.

3
c¢) La surface de révolution obtenue par la rotation de I'astroide <Z?§3§), t e [ -7 %}

autour de 'axe des y.

Solution. b) En utilisant la formule du numéro 11 avec le paramétrage de graphe v(x) =

(52), x € [0, 1], on trouve
1

|z|ds = 27r/ V1 + 422dz = %(5\/5 —1).
0

(On peut enlever la valeur absolue puisque 0 < z < 1.)

Aire(S) = 27 /

5

c) Pour t € [ oz 2] on sait que 0 < cost < 1, donc la courbe de l'astroide se trouve dans
les cadrants I et [V. Ainsi, il faut faire une rotation de 27 autour de ’axe des y pour obtenir
la surface au complet. (On le précise, car si t € [0, 2x], alors il suffit d’une rotation de 7
pour obtenir la surface au complet.)

On a

1o —3cos?tsint / 2 4, - 2 4 2
7Y (t) = ( 3 sin? t cos et IV (®)||° = 9cos™tsin“t + 9sin® t cos” ¢

— 9cos? tsin’t.
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Il suit que [|/(¢)|| = 3| sint cost|.

En utilisant la formule du numéro 11, on trouve

Aire(S) = 27T/ |z|ds
g

™

3
:27T/ | cos® t|3| sint cos t|dt

s
2

%
= 127‘(’/ | costt sin ¢|d¢ (car 'intégrande est pair)
0
2 4
= 127T/ cos” tsintdt (car sint > 0 et cost > 0)
0
1
= 127T/ utdu (avec u = cost)
0
511
— 127
5 0
127
5

Exercice 13. Tore. La surface du 6¢) s’appelle un tore. Montrer que ce tore est une surface
réguliére. Utiliser la formule du numéro 11 pour montrer que I'aire du tore est 872.

Solution. Le cercle de rayon 1 centré en (2,0)7 est paramétré par
_ [ cost+2
V() = ( sint ) '

Y(t) = (‘Smt) et Y @) =1

On a donc

cost

Par la formule du numéro 11, on a
Aire(tore) = 27r/ |z|ds
v

12



2m
:27r/ |cost + 2|dt
J0O

27

=27 / (cost + 2)dt (car cost +2 > 0)
0

= 2m(0 + 47)

— 872

4. Surfaces équivalentes

2 2
Exercice 14. Paramétrer I'ellipsoide d’équation - + % + 22 = 1 de deux facons différentes.
Solution. La fagon en terme de méridiens et de paralléles est
2 cos 8 cos o
I'(0,¢) = | 3sinfcosp |, (6,¢)€0,2n] x [— 3 5}
sin
Une autre fagon assez classique est

2cosfsinn
Y(0,n) = | 3sinfsinn |, (0,n) € 0,2n] x [0,7].
cosn

L’équivalence est simplement donnée par (6,7) = (9, Y+ %)

Exercice 15. Montrer que le paramétrage du tore suivant

0
2(0,9) = Ry, Ccos . (0,9) €10,27] x [0, 27],
sin ¢ + 2

est équivalent au paramétrage donné au 6¢).

Exercice 16. Montrer que les deux surfaces suivantes ne sont pas C'l-équivalentes

cos cos
%1(0,9) = | sinfcose |, (0,¢)€[0,2n] x (=5,3)
sin

cosf cos p
et $o(, ) = | sinfcosp |, (6,¢)€0,2n] x [-F,5].
sin @
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Solution. On peut montrer que ¥ et Y3 n’ont pas la méme trace. Le point (0,0,1)7 est sur
¥, puisque ¥2(0, %) = (0,0, DT, Or, ce point n'est pas sur 1, puisqu’il faudrait sinp = 1,
ce qui est impossible pour ¢ € ( — 3 %)

Ainsi, il est impossible que ¥ et Y5 soient équivalentes, car autrement elles auraient la
meéme trace.
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