Calcul 2

Série b

Exercice 1. Dire si les opérations suivantes sont permises (c’est-a-dire si elles sont bien
définies). Soit 7, @, 7R3 — R3, @,b:R? — R% et :R? — R,

=,

a)de(Veb) b) t-(V x 7) c) VXU Xw
d) (Txw)eZ e) (WeZ)xu fyVxdeb
g)dex h) d x divb i) Ve (V x)
Solution.
a) Non b) Oui c¢) Oui
d) Oui e) Non f) Non
g) Non (a et x n’ont h) Non i) Oui
pas le méme domaine)
Exercice 2. Calculer les opérations suivantes.
Ty —y e?
a) rot | yz b) rot | = c) Ve —eY ,
Tz 0 sin <emy )
xzeY 2
d) rot | 22 e) Vx | zcos®z
yz> Y sin? 2
Solution. a) On a
xy gk 0—vy —y
rot | yz2 | =0 0y O.|=| —2+0] =1 —2
Tz Ty Yz T2 0—=x —x
c) On a
xeY
: 0 0 , 0 , , ,
Ve eyQ :f(l(l/)—F*(—(iy)—‘rf(Sill((ily2)> =e—e’+0
sin <()/:1:y ) 0x 8;(/ 0z

Exercice 3. Trouver un paramétrage des trajectoires suivantes et faire un dessin (sauf pour
le e).

a) Le cercle de rayon 4 centré en (0, 0).

b) Le cercle de rayon 1 centré en (1, —1).

¢) La droite passant par les points (1,0,0)7 et (0,1,0).
d) La droite passant par (2,1,0)7 et dont le vecteur directeur est d= (1,1,
)

3 — zyd — 2xy? )

e) L’image du cercle de rayon 1 centré en (0, 0) par la fonction f(x,y) = ( L4 2%y 1 oy

1



Solution. b) L’équation de ce cercle est (x — 1)? + (y + 1)2 = 1. Comme la courbe

v(0) = (COSQ) . 6elo,2n],

sin

paramétrise un cercle centré en (0,0) de rayon 1, il suffit de faire une translation de (1, —1).

On a donc
1 cosf +1
a(8) =6+ (—1) - <si;9—1>'

On peut vérifier que ceci est bon en remplagant © = cosf+ 1 et y = sinf — 1 dans I’équation
de ce cercle.

c¢) Un vecteur directeur pour la droite est

. 1 0 1
d=(0]—-[1]=| -1
0 0 0
Ainsi, un paramétrage sera
. 1
y(t)=dt+ | 0|, teR
0

(Il y a plusieurs réponses possibles.)

Exercice 4. Déterminer sur le domaine maximal dans R sur lequel fonction suivante peut
étre définie.

N B cost B 1;_,; . 14-th2>
) f(t) = (SM> F(t) = (k)g (t+1)> 1(t) = (tant
Solution.

a) R b) (—=1,00) \ {1} ¢) R\ {5 +mn|neN}

Exercice 5. Calculer les limites suivantes.

sint T—1 sint

_ . t

a) im | t+1 b) lim Vil c) lim | ,
t—0+ t—1+ \ logt t—00 %

NG —
Solution. c¢) On d’abord

sint 1
0 R S
- B
et comme % — 0 lorsque t — o0, il suit que
. sint
lim — =
t—oo t
On a ensuite .
?+1 . 1+ 1+0 1
lim lim = —
t5o0 22 — 1 Hooz_t% 2-0 2



Comme les deux limites convergent, on obtient

Exercice 6. Calculer les vecteurs tangents des courbes suivantes. Pour chaque courbe, dire
si elle est réguliére et tracer sa trajectoire.

) 7= simt mﬂw—fw”ﬂ)
B " ~ \ 3sin(—1)

£ t
o 50 = (") @fm=<ﬁt?>tq4w

Solution. a) On a
—sint
f'(t) = cost
1

Comme la troisiéme composante est non nulle pour tout ¢, il suit que f/(t) # 0. De plus, la
dérivée de f existe pour tout £. On peut donc conclure que f est réguliére sur R.

Le dessin de la courbe est une spirale qui tourne autour de 'axe des z.

r=( 5000

|/ ()]|? = 4sin(—t) + 9cos?(—t) = 4 + cos>(—t).

b) On a
Ensuite, on voit que

Cette quantité est non nulle, puisque 0 < cos?(—t) < 1. Si ||f'(¢)|| est non nulle, il suit que
f'(t) est également non nulle. (En effet, on a ||f/(¢)|| =0 <= f/(t) =0.) De plus, f'(t)
existe pour tout ¢, donc c’est une courbe réguliére.

2
La trajectoire de f est une ellipse d’équation %2 + % =1site|0,2n].

Exercice 7. Deltoide. Soit la courbe paramétrée par
2/ [ 2cost + cos(2t)
1) = < 2sint —sin(2t) )’
pour t € [0, 27].
T 11 S5 3

a) Tracer un cercle de rayon 3. Evaluer f en t = 5.6 etent =g, %, 5 et tracer ces
points. Tenter de tracer le reste de la courbe.

b) Montrer que c’est une courbe fermée.

¢) La courbe présente-t-elle des points de rebroussement? Des coins? Combien y en a-t-il
de chacun, s’il y en a, et ou se trouvent-ils dans le plan cartésien? La courbe est-elle
réguliere?



Solution. a)

b) Il suffit de montrer que f(0) = f(2m).
c) On a
1 [ —2sint — 2sin(2t)
Ft) = ( 2cost — 2 cos(2t) )
et

1/ (t))|? = 4sin®t + 8sintsin(2t) + 4sin?(2t) + 4 cos® t — 8 cost cos(2t) + 4 cos?(2t)
=8 — 8cos(t + 2t) (car cos(a +b) = cosacosb — sinasinb)
= 8 — 8 cos(3t).

On a 8 — 8cos(3t) = 0 si et seulement si cos(3t) = 1, donc si et seulement si 3t = 2n7, ou

n € N. Il suit que t = Q”T” Dans l'intervalle [0, 27], il y 0, %ﬂ et %77. Ainsi, la courbe n’est
pas réguliére aux points

F(0) = (3) (%) = (é) %)= (iﬁ)

Ce sont des points de rebroussement. En effet, calculons la limite a droite et & gauche de la
direction de la tangente. D’abord, on a

17/ )] = 2v24/1 — cos(3t) —2\/_}s1n(37)|

On a donc
—2sint—2sin(2t)
—2/2sin 3t
hm f'(t) = lim ()
2W+ ||f( )H yy2rt 2 cos t—2 cos(2t)
’ ~2v2sin (%)

cos t+2 cos(2t)

wo | Pes(¥)

o+ smt 251n t

P eos(¥) )

Si on calcule la limite a gauche, on trouve %= f(%). Les limites pointes dans les sens
opposées, ¢’est pourquoi on trouve un point rebroussement. La démarche est la méme pour
les deux autres points.



Exercice 8. Equation polaire. Les coordonnées polaires sont
T =rcosb,
() .
y = rsinf.

Une équation polaire polaire est une relation entre r et 6 qui détermine la courbe. Lorsque
I'on donne une équation polaire, il est implicitement dit que 'on remplace r ou € dans (x)
pour obtenir la courbe. Par exemple, r = 1 est I’équation polaire du cercle de rayon 1.

Tracer les courbes suivantes. Dire si les courbes sont fermées. Calculer leurs vecteurs tangents
et dire si elles sont régulieres.

a)r =2 b)0=7% c)r=40, pouréfe]l0,2n]
d) r =cosf, pour 0 € [0,27] e) r =1+ cosb

Solution. b) On a la courbe

Le vecteur tangent est simplement
roy =27 (1
2 \1)°
Ainsi, la courbe est réguliére. En fait, ¢’est une droite qui fait un angle de 7 avec I'axe des x

positif.

Elle n’est pas fermée, puisque r € [0, 00).

2
cos“t
ft) = (costsint) '

f/(t) _ < —2costsint > _

cos?t — sin?t

d) La courbe est
Le vecteur tangent est

Ensuite, on a
I/ (t)]|? = 4sint cos® t 4 cos® —2 cos® tsin® t 4 sin? ¢
= cos? +2cos? tsin? ¢ + sin? ¢
= (cos®t +sin?t)?
=1.
Ainsi, puisque || f'(t)|| # 0, il suit que f'(¢) # 0, donc la courbe est régulicre.

Enfin, on a
1

10 = () = feem

donc la courbe est fermée.

F(%) £(0)



Exercice 9. Centre de masse. Pour les courbes suivantes, vérifier* que || f/(¢)|| = 1 pour
tout ¢t. Ensuite, calculer le centre de masse des courbes en supposant qu’elles ont une densité
de masse uniforme de 1 en utilisant la formule

b
Centre de masse = / f(t)de
a

Tracer la courbe et dessiner le centre de masse.

3cos(§)
a) L’arc de cercle f(t) = ,oute -5, Z].
BSin(é)
st
b) Le segment de droite f(t) = ,oute[—1,2].
NP

c¢) La courbe

1 t?
2 \ tv/1 — 12 + arcsint

out € [0, 1]. (Utilisez un logiciel pour tracer la courbe au besoin.)

Exercice 10. Théoréme fondamental du calcul (version vectoriel). Démontrer les deux
parties de I’énoncé du théoréeme fondamentale du calcul, a savoir :

Soit f:]a, b] — R™ une courbe continue.
a) On pose F(t f f(x)dx. Alors F est dérivable sur [a,b] et F'(t) = f(t).
b) Si F' est une pr1m1t1ve de f (c’est-a-dire que F'(xz) = f(x) pour tout z € [a,b]), alors

[P f@)dt = F(b) — Fla) = F(x)[_

Exercice 11. Soit f:[—1,2] — R? la courbe

jo- (7).

a) Tracer f
b

)

) Calculer F(t f f(z)dx. Tracer F' dans le méme plan cartésien.
c) Tracer le segment de droite entre F'(a) et F(b).

)

d) Indiquer ce que représente || f f(t)dt|| sur le dessin.

* 11 y a une formule générale pour le centre de masse qui ne nécessite pas cette hypothése. Elle sera

peut-étre discuter plus tard.



