Calcul 2
Série 4

Exercice 1. Calculer le Wronskien des paires de fonctions suivantes. Pour chaque calcul,
expliquer si cela implique que la paire de fonctions est linéairement indépendante.

T 2x

a) e’ et we® b) cosx et sinz c)e’ et e

Solution. Dans chaque cas, le calcul du Wronskien montre que la paire est linéairement

indépendante, car une paire forme la solution homogéne d’'une EDO linéaire d’ordre 2 et le
Wronskien est non nul (voir la proposition 1.5.3 des notes de cours au besoin).

a) Cette paire de fonctions forme la solution de 'EDO 3" — 2y +y =0. On a

xer

2 2 2x 2x 2
=™ e —xe™ =e 0.

W (e ze") =

Exercice 2. Résoudre les EDO suivantes.
a)y’ —2y +y=4e"logx b) " +y =secxtanx

Solution. a) On a le polynéme p(\) = A2 — 2\ + 1, qui posséde une unique racine double
A = 1. Ainsi, on pose y; = e” et ys = ze®. La solution homogéne est

yp = Cry1 + Cayo.

Ensuite, on utilise la méthode de Lagrange. La solution particuliére est de la forme
Yp = U1Y1 + u2y2, ol u1 et ug sont des fonctions données par la méthode.

Le Wronskien de y; et y2 a été calculé au 1a) et on a W(yy,y2) = €**. On a donc

;o Yer o o — xe? (4e” log )
Uy = 7‘/‘/ Uy = — or
(y17 y2> €
& uyp=—4rlogx
S Ul = 4/$log:1:dx
& u = —22?logx + 22
Ensuite, on a
, yir , €"(4e” log )
Uy = ———— Uy = ———5—
2 W) C e

uh = 4logx

Ug = 4/10gmdx

ug = 4zrlogx — 4x.
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La solution particuliére est donc

yp = (=227 logx + 2%)e” + (4w logx — 4x)re” = 22" log v — 3r2e”,

La solution générale est

y = Cre’ + Coze” + 272" logx — 326",

Exercice 3. Calculer le champ de vecteurs unitaire des champs de vecteurs suivants. Donner
le domaine de définition du champ de vecteurs unitaires.

a) f(x,y) = (xy) b) 7z, y) = (sinxcosy)

Y sinz siny
Solution. b) On a

2 2 cos? y + sin® zsin? y = sin? 17((1082 y + sin® y) = sin® z.

|? = sin

|lv

En prenant la racine carrée, on obtient ||v|| = |sinz|. On voit que ||v|| = 0 si et seulement
si sinz = 0. Ainsi, pour z € R\ {7k | k € Z}, on a

()

w(z)

a |sinz|’

le champ de vecteurs unitaires.

Exercice 4. Trouver un champ de vecteurs tangent aux courbes solutions des EDO sui-
vantes.

o ¥ =vyz
a)y =y’ +y b){ /:i )y =z
Yy =1y Y =y
Solution. a) v(z,y) = <y2 :Er y) b) Le champ v(z,y) = (fy) est tangent aux solutions,

car la dérivée est

dy _zy
—_— = — =
dx Yy
et la pente du champ de vecteurs est
T
vy
Y
Yz
c¢) Le champ de vecteurs v(z,y,z) = | xz | est tangent aux courbes solutions.
Ty



Si f(t) = (z(t) y(t) z(t))T est une courbe solution du systéme, alors on verra que le
vecteur tangent a la courbe est

) Yz
iy = v | = [ e
2/ (t) Ty

Exercice 5. Déterminer si les champs de vecteurs suivants sont tangents aux familles de
fonctions données.

a) Le champ v = ( L ) et la famille y(z) = 2% + C.

2z

b) Le champ ¥ = ( cosY ) et la famille z cos (y(z)) = C.

—xsiny
20z
1+ 22 + g2
c¢) Le champ ¥ = Y et la famille ax? + b?y? = 1.
202y
1+ 22+ y?

Solution. c) La courbe décrite par a?z? 4+ b%*y? = 1 est une courbe de niveau de la fonction
f(z,y) = a®2? + b?y. Ainsi, le gradient de f est perpendiculaire & la courbe. Pour que
soit tangent, il faut qu’il soit orthogonal au gradient. On calcule ainsi

2a°x
1+ 22 + 2 4a*a?® — 4b*y?
veVf= Y o (2a%x Qb2y):u.
2%y L+ 22 +y?
14 a?4y?

Puisque cela est non nul, sauf en (0, 0), on conclut que le champ de vecteur n’est pas tangent
a la courbe. (Ni méme en (0,0), puisque que le ¥ est nul en ce point.)

Exercice 6. Dire si les opérations suivantes sont permises (c’est-a-dire si elles sont bien
définies). Soit @, @, 7R3 — R3, @,b:R? — R? et t:R3 — R.

a)deb b) Ge ¥ ¢) div(a e b)
d) div(t) ed e) tdiv(a) f) div(v x @)

Solution. Réponse sans justification. (Mais vous, vous devez justifier.)

a) Oui b) Non ¢) Non d) Non e) Oui f) Oui



Exercice 7. Calculer les opérations suivantes.

2
. T Y Yy 1
. (sinzcosy )
a) div ( , > b) [ zy | x| 22 c)div || cosxz | x| O
cos x siny . N 1 .2
Solution. a) On a
. [ sinzcosy o . 0 .
div . = —sinxrcosy + — cosxsiny = COST COSY + COS X COSY = 2 COS T COS Y.
cosxsiny ox oy
b) On a
x Y 17k 22y — 222
zy | X | 22 | =2 xy z|= yz — x>
z T Yy 2z x 20z — a1y
¢) On a, d’'une part,
y? 1 7 J k 22 cosx
cosz | x| 0 | =|y? cosz 1]|=/|1-y?2?
1 22 1 0 22 — COS T
Ensuite, on a
22 cosx
div | 1 —9222 | = —2%sinz — 2y22 + 0.
—cos

Exercices de révision du calcul différentiel a plusieurs variables

Cette section est optionnelle.

Exercice 8. Soit les fonctions

2y
flzy) = 22—y et glz,y,2) =z +y*+ 2%
1

Calculer d(g o f).

Solution. D’abord, on a
dg=(1 2y 3z).

Ensuite, on a

d(g © f)(x*y) = dg(gjy’l’Q D 1)df($7y)

Y T
=(1 2@®—-y) 3)| 20 -1
0 0

= (y+4a(2® —y) = -2 —y)).
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Exercice 9. Soit les fonctions

f(t)=<tctjst) et g(z,y) = | zy

Calculer d(g o f). Est-il possible de calculer d(f o g)?

Solution. On a

R

dg(z,y) =

owv O
DO
<

Ensuite, on a

d(go f) = dg(t? tcost)df(t)

) ! 2t
= | tcost t2 ( . )
0 2 cos t cost —tsint

cost —tsint
= | 2t%2cost + t?cost — t3sint
2t cos2t — 2t sint cost

I1 n’est pas possible de calculer d(f o g), car la composition ne fonctionne pas. (Le
codomaine de g n’est pas dans le domaine de f.)

Exercice 10. Soit les fonctions
2

_ Y _
fen = (i0) et aten) = loxten)
Calculer la dérivée direction de g o f dans la direction u = (1,1)7.

Solution. On se rappelle que la dérivée directionnelle est
u
Duy(go f) :d(gof)°m-

On a d’une part
dg(z,y) = (

8=
< =
SN—

Ensuite, on a

d(go f)(z,y) = dg(z®y,2° + y*)d f(z,y)
1 1 2ry

_ (2 2 1 3y
B (l g T e )
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Enfin, on a

1 2
v (2. 2 1., % vay_1 (2, 2« 1 3y
Du(go.f)(H/?y)*(erszryfa y+w2+y3>.<\}§> 2<x+x2+y3+y+x2+y3 :

Exercice 11. Soit les fonctions

et g:(z,y,2) — g(z,y,2) € R, définies de sorte que la composée g o f est bien définie.
Calculer la dérivée partielle de g o f par rapport a s.

Solution. On a

s
0gO0x  0g0 0g 0z
:797+7giy+797_ <*)
Jdrds Oyds 0z0s
Comme il n’y a pas d’expression donnée pour g, x, y et z, on laisse la dérivée comme ca.

Remarque : A la ligne (%), il faut comprendre que

% — 99 (a5,1),y(s, ), 2(5,)

et de méme pour g—g et %. On ’écrit de cette fagon simplement pour alléger la notation.



