Equations différentielles ordinaires

Travail pratique 1 (suite)

Exercice 1. Trouver la solution aux problémes de Cauchy suivants.

/ _ / 2
y'(t) = log(t), u'(v) = v u(v), .
a) () Q b) (v) (v) ol A est une constante positive.
Exercice 2. Trouver la solution satisfaisant la condition initiale donnée.
a) La solution de 3y’ = cosy passant par le point (1,0).

a) La solution de y + (z + zy)y’ = 0 passant par le point (1, 1).

Exercice 3. Dire si les EDO suivantes sont linéaires. Si oui, dire si elles sont homogénes ou
inhomogeénes.

a) zy’ + (cosz)y +2x =0 b) yy' + 2zy =0
¢) (y’)2 + 9% = 22 d) v + sin(zy) =0
e) eyl = ycosx —ysinx

x2+1

Solution. a) linéaire inhomogéne b) linéaire inhomogéne ¢) non linéaire d) non linéaire
e) linéaire homogeéne

Exercice 4. Trouver la solution homogéne des EDO linéaires suivantes.
a) (22 4+ 1)y =y b) e¥y —y =0 ¢) (cosz)y —y=0

Solution. b) On peut réécrire 'EDO en y' = e~ *y. La solution homogéne est de la forme

(&

-~ Tda _e .. .- , . .
yp = ej ¢ Y doncy, =¢ . On peut aussi simplement utiliser la séparation de variables.

o8 |secz+tanx| _

"sec xde
¢) On a v/ = seczy, donc yp, = o) seczde _ | sec z + tan z|.

Exercice 5. La solution homogéne de 3 — %y = 0 est yp(x) = Cz. Trouver une solution
particuliére aux EDO inhomogénes suivantes.

1 1 1
a)y/_;y:ﬁ—i—l b)y/—zy:xe

xT
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1 1
c) y’—;yzloglogﬂﬁ d) y'—;y:xcosx

Solution. ¢) On pose z(x) = u(x)z, ot u est & déterminer de sorte que z soit une solution
de I’équation inhomogéne. On a

Z(z) = (x)r + u(z). (%)

Si on suppose que z vérifie I’équation inhomogéne, alors on a
, 1
Z — —z=loglogx.
x
On remplace z = zu et (x) dans cette équation pour obtenir
/ 1 /
zu' +u— —(zu) =loglogx = a2u +u—u=Iloglogx
x

donc zu’ =loglog z. On divise par et on intégre

/ log log x v=logw
u= [ ———dz 1
x dv = —dx
x
= /log vdv

=vlogv—v+ D
=logzloglogx —logx + D.

On peut prendre D = 0 pour simplfier. (N’importe quelle valeur de D donnera une solution
particuliére adéquate.) On a donc z = (log x loglog x — log x)x comme solution particuliére.

d) En suivant la méme démarche que la solution précédente, on arrive a 'EDO
au' = xcosz,

donc u = sin x fait I’affaire. Une solution particuliére sera alors donnée par z = xsin .

Exercice 6. Résoudre les EDO suivantes. Assurez-vous de trouver les solutions singuliéres
s'il y en a.

d

a) £:y+x b) (zcosy)y = siny o)y =vVat+yi+y

/ Y 2 x 2\ ./
d) 243y —3= —22° = —x e) logy +2xy+ | —4+2° )y =0

z Y
d 2 402

f) y' =1 —xcos(x —y) g)logy+(§—l—1)£:0 h)a':a;l_7
i) Y =y + 2%+ 2y j) (cosz)y — (sinx)y = tanx
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2ds _ 2ty —a?
dt Ty + a2
Solution. b) C’est une EDO a variables séparables. On suppose que siny # 0, on a

k) t2 — st + 52 0) 2%y = 2® + 9 m)" g/

1
(rcosy)y =siny <« cotanyy = —

x
dx
<:> JR—

x

& log|siny| = log|z| + D
& siny = C|z|
&y = arcsin(C|x|).

/ cotany dy =

On a donc y = — arcsin(C'z) définie sur (—1,0) ou y = arcsin(C'z) définie sur (0,1) comme
solution générale. Si siny = 0, alors y = nm, pour n € Z. On voit que ces fonctions
constantes sont des solutions, donc pour chaque n € Z, y(x) = nm est une solution singuliére.

d) On réarrange les termes :
2+3y 32 222 = & o -3V =922 s 2
T T

C’est une EDO linéaire inhomogéne. Trouvons la solution homogéne. On a 3zy’ — 3y = 0,
=Ldz

donc y, = C’ef 74 = e~ loglrl — C|z|. On suppose que > 0. La démarche est similaire
si < 0. La solution homogeéne est donc y;, = .
Pour la solution particuliére, on pose z = zu, oll u est une fonction a déterminer de sorte
que z soit une solution particuliére. On a
/ / / Z 2
Z=u+zu et 32 —3—-=22"—x—-2
x

En remplagant dans la deuxiéme équation, on trouve

3u—|—3xu/—3u:2x2—x—23xul:2x2—x—2

2
3w =2r—1-=
T

2
3u—/<2x—1——)

x
3u=1?—xz—2log|z|+ D.

On prend D = 0 pour simplifier. (N’importe quelle valeur aurait fait I’affaire.) On a donc
yp =2 = z(x? — x —log z?). La solution générale est

y:Cyh+yp:Cm+x3—x2—xlogxz.

f) On tente de simplifier I'équation avec le changement de variable u = z—y. Onau’ = 1—y/
et donc
Y =1—xcos(z—y) = 1—u=1-cosu = u =cosu.
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On utilise la séparation de variables pour obtenir log |secu + tanu| = = + C. Si on revient
a la variable y, on trouve la solution implicite

log | sec(z — y) + tan(z — y)| = = + C.

g) On vérifie si PEDO est exacte. On a
2logy:l et 2 <E—|—1> :1.
Ay y 9z \y y
La condition d’intégrabilité est donc vérifié, mais les fonctions ne sont pas de classe C? sur

R?, donc on ne peut pas encore affimer que 1'équation est exacte. Essayons tout de méme
de trouver la fonction ¢. On a

0
8_;0 =logy = ¢=uxlogy+ h(y).

Si on dérive par rapport a y, on a

On veut également

En combinant, on trouve
x

§+mw—y+1 = Wy)=1 = hly =y+C

La fonction ¢(x,y) = xlogy + y fait l'affaire, donc Iéquation est exacte et la solution
implicite est p(z,y) = D.

s
k) On divise I’équation par t? et on utilise le changement de variable v = 7 :

t25' = 152 — st + 32

s §=1 =
s PR
& u+ttd = u + u?
= tu'—1—2u+u2
st = (u—1)>
u 1 .
= ng (Slu#l)

)
—
=
|| =
g
e
Il
~|&

& ——1:10g|t]+0
1
oo Cloglt| +C
s 1
< Cloglt| +C
B t
- gt +C”



. PR . _ : - /
Comme on a supposé que u # 1, on vérifie si u = 1 est une solution. On remplace v" = 0
/ . . . . .
et u = 1 dans tu' = (u — 1)%; on voit que c’est une solution. Ainsi s(t) =t est une solution
singuliére.

m) On multiplie le numérateur et le dénumeérateur par

P .
;o 2y +ay — 2? %2 , 25 +2-1
y=—"r-773 "1 T Y= ”1 :
Ty 22 zt
Maintenant on applique le changement de variable u = L
x
;P4 u—1 ;o P 4u—1
vty =—m & U =—7-"—" —1U
u—+1 u—+1
, 2l +u—1 w4
& TUu = —
u—+1 u+1
, w1
= Tu =
u—+1
s ou=u-1
o 1
=1 = — siu# —1
u—1 x ( 7 1)

/ du dx
& = [ —
u—1 x

& loglu—1|=log|z|+ D
& u—1=Clzl.
1
On a donc la solution 2 = Clz|+ 1 et donc y = Cz|z| + x.
x
Comme on a supposé que v # 1, on vérifie si u = 1 est une solution. On remplace v’ = 0

/ . . . . N
et =1 dans zu' = v — 1. On voit que cela fonctionne, donc c’est une solution singuliére.
Ainsi, ¥y = x est une solution singuliére.

Exercice 7. Interprétation géométrique de la forme normale. Soit 'EDO ¢ = f(z,y) = zv.
a) Trouver la famille de solutions générales.
b) Trouver la solution singuliére.

c¢) Tracer le graphe des solutions y1, y2, y3, y4 satisfaisant aux conditions initiales
y1(0) =1, y2(0) = 3,
y3(0) = _17 y4(0) = _37

ainsi que le graphe de la solution singuliére.

d) Tracer quelques vecteurs du champ de vecteurs

o= (d) = (4)
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sur les courbes tracées en c¢). Quel est le lien entre les vecteurs tracés et les solutions?

Exercice 8. Probleme de mélange. On considére un réservoir de 200L contenant 40L d’une
solution salée dans lequel est dissout 50g de sel. Il y a 3L/min de solution qui s’écoule
du réservoir et 5L/min de solution a 3g/L de sel qui coule & I'intérieur du réservoir. En
supposant que la solution se mélange uniformément instantanément, calculer la quantité de
sel dans le réservoir lorsqu’il sera plein.

Solution. Soit Q(t) la quantité de sel au temps ¢, en minute. Soit V() = 40 + 2t le volume
de solution au temps t. On a

d@
dt
= sel qui entre — sel qui sort

= taux de variation du sel

=3x5H— 3 X %
et V(1)
liquide qui sort ~———

quantité de sel/L

_ 3¢
40 + 2t

C’est une EDO linéaire inhomogéne.

La solution homogéne est

3 1
yp =exp | — dt | = exp (=3 log(40 + 2t)) = ——.
Yh I ( /40+2t ) p( 2 o( )) (40+2t)%
On applique la méthode de variation du paramétre. On pose z = % Si on
(40 + 2t)2
dérive, on obtient
/
= “ T — 3 “ =
(40 + 2t)2 (40 + 2t)2
Ensuite, on remplace dans 'EDO :
, 2 u u u
2 +3 =15 & = — 3 =+ 3 3 =15
40 42t (40 +2t)2  (40+26)2 (40 + 2t)2(40 + 2t)
o’
— =15
(40 +2t)2
' = 15(40 + 2)2
u= 15/(40 +20)2dt
u = 3(40 + 2t)3.
: . . 3(40 + 2t)3
Une solution particuliére est donc de la forme y, = (71 = 3(40 + 2t).
(40 + 2t)2



C
On conclut que Q(t) = —— 5 + 3(40 4 2t). Puisque Q(0) = 50, on trouve
(40 + 2t)2

C :
= =00—-120=-70 = (C = -70x402.
402

[\ [OV

Le réservoir sera plein lorsque V' (t) = 200, ¢’est-a-dire lorsque ¢ = 80. La quantité de sel est
donc Q(80),

—70 x 403

80) =
Q(80) 20003/2

1600 ~ 594g.

Exercice 9. La fonction d’erreur. Soit le probléme de Cauchy d’ordre deux

Yy = —2zy
() 4 90 =
y'(0) = 2

On appelle erf(x) la solution a ce probléme de Cauchy, c¢’est la fonction d’erreur. Elle fait
partie des fonctions que 'on appelle parfois fonctions spéciales.

a) Faire la substitution u(z) = y'(x) pour obtenir une EDO d’ordre 1 et résoudre cette
EDO d’ordre 1.

b) Résoudre I'EDO 3 = u : la solution devra s’écrire comme une intégrale définie

0/; Ft)dt.

Trouver la fonction f(t) et les constantes xg et C' de sorte & satisfaire au probléme de
Cauchy (). Conclure que la fonction erf(z) s’écrit sous la forme intégrale trouvée.

2
¢) Montrer que y(x) = erf(z)e” est une solution de y” — 2zy’ — 2y = 0.



