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Introduction

Ce document constitue les notes de cours pour le cours de calcul 2 (équations différentielles
et calcul vectoriel) & I’Université de Montréal. Dans un premier temps, ce texte traite
des premiéres techniques de résolution des équations différentielles ordinaires (EDO) du
premier et deuxiéme ordre, ainsi que les aspects théoriques comme le Théoréeme d’existence
et d’unicité des solutions (sans la démonstration de ce dernier). Dans un deuxiéme temps,
il traite de l'analyse vectoriel, a savoir le calcul différentiel des fonctions vectorielles, les
différents types d’intégrales et les théorémes fondamentaux : Green-Riemann, Stokes, Gaufs
(ou flux-divergece).

\/\/m. Idée inspiré du TEXbook, les paragraphes comme celui-ci, précédés d’un sinus du topologue, contien-
nent des remarques ou des explications qui peuvent étre ignorées lors d’une premiére lecture. Ils
sont composés en taille 10pt, donc on peut facilement savoir ot se termine le passage. Ces sections seront
étiquetés ainsi pour 'une des raisons suivantes : des outils qui ne sont pas supposés maitrisés pour le cours
sont utilisés (p.ex. la continuité uniforme), un raisonnement un peu plus difficile & suivre (c’est ce qui a
inspiré le symbole), le contenu s’éloigne un peu trop de la discussion ou du cadre du cours, un exercice qui
est plus difficile.

Notations
y=C « Constamment égale », la fonction y(z) vaut C' pour tout z.
dfs La différentielle de f au point x.
Vf Le gradient de f.
Uew Le produit scalaire entre ¢ et w.
U X W Le produit vectoriel entre o et w.
ds Elément de longueur, ds = ||7(t)]|d¢.
dA Elément d’aire, dA = dzdy.
ds Elément de surface, dS = |N||dudv.
EDO Equation différentielle ordinaire.

Rappels du calcul de fonctions de plusieurs variables
Soit (z1,...,7,)" € R™ un vecteur. Soit f: R™ — R une fonction.

Définitions 1. La fonction f est continument différentiable si toutes ses dérivées partielles

%, pour j = 1,...,n, existent et sont continues. On dira que f est de classe C.
J

2. Soit k € N*. La fonction f est de classe C* si ng est de classe C*~! pour tout j =
J

1,...,n.
La fonction f est de classe C si f est de classe C* pour tout k € N.
4. Une fonction de classe CY est une fonction continue.

@

Le gradient de f, noté V f ou grad f, est défini par

w:<af é’f).

oz’ Oy,
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Plus généralement, la différentielle d’une fonction ¢g: R” — R™ de classe C'' est équivalente
a la matrice m x n

991 ... 991
ory Oxn
dg=1 : o
9gm .. Ogm
(9:81 8:cn

Cette matrice est aussi appelée la matrice jacobienne de g, notée Jac g. La jacobienne de g
référera au déterminant de Jac g en valeur absolue, notée | Jac g|, ¢’est-a-dire

| Jac g| := |det(Jacg)‘ :

On notera par Jac; g au besoin la matrice jacobienne de g au point x, c’est-a-dire Jacy g :=
(Jacg) ’w

Soit U C R™, V. C R™ et soit f:V — R? et g:U — V des fonctions dérivables. On
rappelle que la régle de dérivation en chaine s’écrit

d(f o g)(x) = df (g(x))dg(x).

Lorsque 'on choisit des bases pour R”, R™ et R?, les dérivées de f et de g sont représentées
par des matrices et la formule s’interpréte donc comme le produit matricielle de la matrice
df(g9(x)) (de taille d x m) avec dg(z) (de taille m x n).

Considérons le cas suivant comme exemple. Soit f:R — R et g:R? — R deux fonctions
de classe C!. Selon la dérivation en chaine, on a

) d 0
o foalny) = d—{(g(% 3/>)a_i(9”’ )

et
df

0
5ol o ata) = 5

(g<x,y>)§—j<x,y>.

Le gradient de f o g est donc
Vfog=1f-Vy.

Exemple. Dérivation en chaine. Soit f:t v f(t) et g(x,y) = 2* +y2. On veut dériver

fog. Ona fog(x,y) = f(2% +y?). La dérivation en chaine nous donne

9
%f(:v2 +y) = f(a® +y*)2
et

%f(aﬂ L) = Fa® )2

En particulier, le gradient de fo g est (f/(z? 4+ y?)2z, f'(z* + y?)2y) = f'(2® + y*) (2z,2y).




Pendant le cours, on rencontrera deux scénarios importants ou il faudra dériver.

Exemple. Dériver d'une équation implicite. Soit ¢:R? — R une fonction dérivable. Soit

C' € R une constante. L’équation ¢(x,y) = C' définit implicite une fonction y en fonction de
x sur un certain intervalle. Pour calculer 3/, on utilise la dérivation en chaine :

d _d dp dr Oy dy
dp Op dy
— — — =0.
= oo(w @) + 3y (. y(@) T
Si g—;j est non nul, alors on trouve
Jp
Y =55
dy

Exemple. Comprendre la notation. Soit ¥:R? — R3 et F — R3 — R3 deux fonctions de
classe C. On pose T, = % et T, = %—2 Exprimer d(F o X)) en terme des dérivées partielles

de I, de T et de Ty,.

Solution. D’abord, expliquons ce que sont T} et Tj. On peut écrire

E1 (.CC, y)
2(1:73/) = EQ(Q?,Z])
E3 (.Z', y)
Si on calcule la dérivée de ¥, on trouve
0% 0%y
oxr oy
— | 952 9%y
d¥ = or oy
0%z 0%3
ox y
Lorsqu’on écrit 6—%, on veut dire
0%y
o5, ox
| 2| =T
ox or
023
ox

et simiairement pour %—E
Yy

On remarque que 7} est la premiere colonne de d¥ et que T}, est la seconde. On peut

donc écrire
d¥ = (T, Ty) )
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Dérivons maintenant F'o. On omettra la composition par ¥ pour alléger les équations.
Par la dérivation en chaine, on a

d(F oY)

(dFoz)dz
OFL OF, OF\ (9% 9%
or Jdy 0z or Jdy
oF, OF Ry | | 9 om
oz dy 0z ox Jy
ors oF oy | \ oxa oms
ox dy 8,2 ox dy

8F1821+8F1822+%823 OF 9%y | OF1 9%y | OF 0%3

or Oy Oz 0z Ox Oz Oy Jdy Oy 0z Oy
OFy 821 O0F5 0%o 0Fy 0¥3  O0Fy 821 OFy 622 O0F3 0¥3
Oz + Oy Oz + 0z O0xr Oz + Jdy Oy + 0z Oy
OFy 0%, | 9Ky 0% | 03 9% %azl+%@+%@a
ox Jdy Oz 0z Oz ox Jdy Oy dz 0Oy

VF T, VF T,
VF T, VF T,
VF;-T, VF;-T,
VF

VE | (T, T,).
VF;

Toutes ces égalités sont des fagons différentes d’exprimer d(F o 3). Le but de 'exemple est
de se rendre compte que 'on peut passer d'une expression & une autre sans probléme, car
parfois, une certaine expression sera plus utile qu’une autre, selon le contexte.

Les courbes de niveau d’une fonction f:R? — R sont les ensembles

CC:{(ﬁay) ER2|f($ay) :C}

pour des constantes C' € R. Lorsque f est de classe C?, les courbes de niveau forment des
courbes réguliéres dans le plan xy. Le gradient de f est alors perpendiculaire a la courbe de

niveau en tout point.

Ceci se généralise a des surfaces de niveau pour les fonctions f:R3? — R.



Premiére partie

Equations différentielles ordinaires



1.1. Définitions et exemples

Commencons par quelques exemples classiques ot les équations différentielles sont utilisées.

Exemple 1.1.1. La seconde loi de Newton.

ma” (t) = mg — ax'(t),

ou x(t) est la position d’un corps de masse m et a est une constante.

Exemple 1.1.2. Désintégration radioactive (Modeéle de Rutherford).
Soit M (t) la quantité de matiére radioactive au temps t. Le taux de désintégration est
proportionnel a la quantité de matiére :

dM
— = _\M
dt ’

oll A est une constante de proportionnalité.

Les équations différentielles ordinaires ne font intervenir qu’une seule variable indépen-
dante. Lorsqu’elles font intervenir plusieurs variables indépendantes, elles sont appelées
équations aux dérivées partielles. L’étude de ces derniéres dépassent largement le cadre de
ce cours.

Définition 1.1.1. Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une relation entre une
variable (indépendante), une fonction (variable dépendante) et un certain nombre de ces
dérivées.

Ak

Définition 1.1.2. On appelle ordre d’une EDO l'ordre de dérivation le plus élevé qu’on y
trouve.

Exemple 1.1.3.
/AL

a) (y")? + (y')® = 1 est une équation du deuxiéme ordre.
b) v/ =y + 22 est une équation du premier ordre.

Xokokk

¢) y™ 4y 4.4/ 4y 42 = 0 est une équation d’ordre n.

Définition 1.1.3. On appelle solution d’une EDO une fonction y = f(z) qui satisfait a la
relation de 'EDO.

Kokokok



Exemple 1.1.4.
) y(x)

a) y(x) = 3z est une solution de (y’(x))2 =9. Or, y(z) = €* ne l'est pas.

b) y(z) = —3x + 4 est aussi une solution de (y'(x))2 = 9. De méme pour y(z) = —3z + «,
pour tout o € R.

c) L’EDO (y’(x))2 + 2% = —1 n’a pas de solution réelle.

d) ¥/ (z) = —2y(x) : y(x) = e~ 2% est une solution. En effet, on a ¢/(z) = —2e72* = —2y(z).

Exemple 1.1.5. Chute d’une corps (formulation simplifiée). Un corps en chute libre sans
résistance de l'air se décrit par 2”(t) = g, donc

d
(@) =g
d

= d—f — gt +Cy

t2
= al(t) = g5 + it + G

pour C1,Cy des constantes arbitraires. Ceci nous donne la solution générale.
Supposons qu’on veuille trouver une solution satisfaisant les conditions initiales

{x(O)zl (0)=Cy =1
=0 ?(t)=gt+C1=2'(0)=C1 =0

La solution particuliére est donc z(t) = g% + 1.

A retenir : vérifier si y = f(x) est la solution d’'une EDO est facile, mais trouver la
solution demande plus de travail !

Lorsque I'on connait la solution d’'une EDQ, il est facile de vérifier qu’elle est effectivement
la solution. Trouver une solution constitue un probléme différent beaucoup plus compliqué.
Le reste de cette partie est dédiée aux techniques de résolution de certains types d’EDO.

1.2. Les équations du premier ordre

On rappelle qu'une EDO du premier ordre est une équation qui ne fait intervenir aucune
dérivée d’ordre deux ou d’ordre supérieur. Ainsi, on retrouvera la variable indépendante, la
variable dépendante et la dérivée premiére de celle-ci. Le but ultime est de résoudre de telles
équations, mais la section couvrira également un peu de théorie.

1.2.1 Forme normale

La forme la plus générale pour écrire une EDO du premier ordre est

F(t,y(t),y'(t) =0, F:R* =R



Exemple 1.2.1.

1) F(x1,79,73) = ¥3 — x3 + 1 méne au systéme (y(t))2 —y'(t)+1=0.
2) L'EDO
dM
LY ¥
dt
s’écrit ' = — Ay, donc 3/ + Ay = 0, ce qui méne a la fonction

F(:L’l,ZL'Q,[E?,) = x3+ )\ZL’Q.

Soit (Z1,T2,73) € R3 un point. Par le théoréme des fonctions implicites (voir analyse 3),

on a que si 06_57 g—g, g—i existent et sont continues (F est de classe C!) et si g_x};(fl’@’ Z3) #0
et F(T1,72,73) = 0, alors 'équation F'(x1,x9,23) = 0 est équivalente & x3 = g(z1, z2) pour

(x1,x2) prés de (71, T2) et pour une certaine fonction g. L’EDO associé prend donc la forme

y/(t) = g(t, y(t))- (forme normale)

Exemple 1.2.2. (y’(t))2 + (y(t))2 = 0. Ici, on a la fonction associée F(x1,x9,r3) =
x% + 22 — 9. On voit que g—g = 2x3 # 0 lorsque 3 # 0.

Si ¢/(t) # 0, alors 'EDO peut s’écrire soit comme ¢/'(t) = /9 —y(t)? ou ¢/(t) =
—/9 —y(t)2.

On verra que y(t) = £3sin(t + ¢) est la solution générale. Or y(t) = +3 sont aussi des
solutions, mais elles ne font pas partie de la famille des solutions données par la solution
générale. Cela est dii au fait que le théoréme des fonctions implicites fait défaut en 3/(t) = 0.

Informellement, la famille de solutions générales est ’ensemble des solutions que 1'on
peut trouver a l'aide d’une méthode appropriée, selon le contexte (p.ex. la séparation de
variables). Les solutions singulié¢res sont les solutions que cette méthode n’a pu trouver, par
exemple a cause de restrictions comme supposer que y(x) # 0.

Exemple 1.2.3. 3/ = y. On sait déja que les solutions de cette EDO bien connue sont de
la forme y(z) = Ce® pour C' € R*. L’ensemble de fonctions

S ={y(z) =Ce"|C € R"}

forme la famille de solutions générales. De plus, la fonction constante y(z) = 0 est la solution
singuliére.

Voici les démarches pour arriver a ces conclusions. On utilise la séparation de variables,
donc on a

dy _

dx_y
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& [V= [ (v #0) (%

< logly| =z +k, (k e R)
& |yl = efe” (eF e RT)
<:>y:j:e e’

Sy = Ce”, ou C € R*.

A la derniére ligne, on tombe sur toutes les solutions que cette méthode atteint; ce sont
les solutions générales. Or, a la ligne (%), pour obtenir I'implication, on doit supposer que
y # 0. On voit que la fonction nulle y = 0 satisfait & 'EDO, ce qui veut dire que la méthode
de séparation de variables n’a pas pu la trouver.

Voici l'interprétation géométrique de la forme normale. Supposons que I'EDO y =
g(x,y) soit définie partout dans le plan. On définit le vecteur V' au point (z,y) par

1

y(x) ~ 1+g(z,y)? )

I+g(z,y)?

9(,y)

Ceci donne un vecteur unitaire (de longueur 1) tangent au graphe de
la solution de I'EDO. En effet, le vecteur V' (z,y) a pour pente

G / o = g(z,y) =¥
1+ g(z,y)? 1+ g(z,y)?

La fonction V est appelée un champ de vecteurs. Méme si on ne connait pas les solutions
de y' = g(x,y), on sait tout méme la direction de la tangente en tout point.
On définit la notion de champ de vecteurs dans le plan.

Définition 1.2.1. Un champ de vecteurs du plan est une apphcatlon f:R? — R2. Elle sera
habituellement notée f: R? — R2, ¢:R? — R?, V:R? — R? ou #:R? — R2. La notation
avec une fleche (V ou ¥) est utile pour faire ressortir le fait que ¥(z, y) est une vecteur plutot

qu’un nombre réel, mais elle n’est jamais obligatoire (pour le cours).
kokokk

Un champ de vecteurs associe a chaque point (x,y) un vecteur ¥(z, y), donc une direction
et une vitesse. On dira que le champ de vecteurs est de classe C* si v; et vy sont de classe CF,

- v1(z, y)
ou U(x,y) = :
U2 (l’, y)
On verra qu’il est intéressant de voir si un champ de vecteurs provient d’'une EDO ou

non.

11



1.2.2 Techniques de résolution d’EDO d’ordre 1

Cette section présentera des techniques de résolution d’EDO d’ordre 1. A travers la section,
il deviendra de plus en plus évident que résoudre une EDO est en général tres difficile. Pour
voir des méthodes plus sophistiquées, il faudrait suivre un cours d’équations différentielles
plus avancé.

Les équations a variables séparables

Les équations les plus « simples » & résoudre sont les suivantes.

Définition 1.2.2. Une équation est dite séparable si elle de la forme ' = ¢(z)(y). s

Voici comment on peut établir que ces équations ont une solution.
Théoréme 1.2.3. Soit y = p(x)1(y) une EDO séparable. Si ¢ et i sont continues, alors
la solution est donnée par I’équation implicite

% = /(p(x)d:v + C.

Remarque. Caché dans les hypothéses, la supposition 1(y) # 0 pour tout y est implicite. Il

faut donc vérifier que cela est vraie avant d’utiliser le théoréme !
kokokk

Démonstration. Soit y une fonction de x qui vérifie I’équation implicite du théoréme. Soit

Gly(e)) = | iy Ona

O

L’ensemble des yo tel que ¥ (yg) = 0 est un ensemble de solutions, car si 1(yp) = 0, alors
la fonction constante y(x) = yo satisfait bien y/(z) = ¥ (yo)¢(z) = 0.

d
Exemple 1.2.4. Y_z
de vy

On a

/ydy: /xdx,

2
donc%:%2+C,C€R.

12



d
Exemple 1.2.5. Y_Y
dr =z

On voit ici que y = 0, la fonction constante, est une solution. Maintenant supposons que
y # 0 pour trouver les autres solutions. On a

/%_ dz
y_ Z

log ly| = log |z| + ¢
ly| = e|z|,

donc on a y(z) = £er = kx avec z € (—o00,0) ou x € (0,+00) et k € R.

2

Y
E le 1.2.6. 3/ = — .
xemple Y T+

On voit que y = 0 est une solution. Supposons y # 0. On a

_/dy_/ dx
y: ) 1+z

1
—=log|l+z|+C
)
(z) ! CeR
xTr) = .
Y log |1 +z| + C’

Remarque. Les deux exemples précédents illustrent bien comment se manifestent les solutions
singuliéres. Rappelons qu’une solution est singuliére lorsqu’elle ne fait pas partie de la famille
de solutions. Ici, les solutions constantes ¥y = 0 ne pouvaient s’obtenir de la méthode de

séparation de variables.
kookokk

Exemple 1.2.7. Chute libre (résistance de I'air linéaire). Lorsqu’un corps est en chute libre,
on peut faire la supposition que la résistance de 'air est directement proportionnelle & la
vitesse. Ceci donne 'EDO ma” (t) = mg — az’(t).

Posons v(t) = 2/(t) (vitesse). On a

mv'(t) = mg — av(t),

/Ldv—/dt
mg — av

m
——log|mg —av| =t+c¢
a

qui est séparable. On obtient

13



at
log |mg —av| = —— +¢
m
|mg — av| = eCe”m
mg — av = teCem
:De%t, D = +e€ # 0.

_at
La solution générale est v(t) = mg=De ™ avec D # 0. On remarque que dans le cas ou
D=0,uv(t) = % est la solution singuliére constante, donc on a, en fait, D € R.

Ensuite, on doit résoudre z/(t) = v(t). On a

at
— De ™ m
=2

a
at
— De ™ m
:>x(t):/—mg - ¢ dt

mgt + que’aﬁt

= x(t) = +C.

Changement de variable u = ¥

Si une EDO F(z,y,y’) = 0 peut s’écrire sous la forme y’ = f(y/z), alors on peut effectuer
le changement de variable u = % Ainsi, on a zu = y et en dérivant, on obtient

/

v = f(u) =u+au

qui est parfois plus simple a résoudre.

Exemple 1.2.8. ¢/ = J + Tt y'
xr -y

Avec u = £, on obtient
;Y Tty
y - =

r T—y
oy 21+ ]
oz oz(l-9)
_y x(l—l—u).
(1 —u)

Puisque ¢ = u + 2u/, on a
14+u

u+zu =u+

14



qui est & variable séparable. Ainsi, il s’ensuit que

1—
/ udu: d_x
1+4+wu T

1og|1+u|—/liudu:log]x|+c

log|l4+u|l—1—u+log|l+ul =
210g|1+%|—1+g:10g]x|+c.
T

Ceci donne la solution sous forme implicite.

Changement de variable u = ax + by
Supposons que 'EDO s’écrit ¢ = f(ax + by). Posons u(x) = ax + by(x) :

=u =a+by
= u' =a+bf(u).

La nouvelle EDO v = a + bf(u) est parfois plus facile a résoudre.
Exemple 1.2.9. ¢/ = (z + 4y)>.
Posons uw = x 4+ 4y :

,  u =1
LA

On a donc v/ = 1 + 44?2, ce qui se résout par séparation de variable comme suit :
)

:>/d—u—/da:
1+4u?

= (z +4y)* = u®.

w = 2u
:>§arctanw—x+c dw — 2du
1
=5 arctan(2u) = x + ¢
= arctan (2(z 4+ 4y)) =2z + k (k:=2c)

= 2z + 8y = tan(x + k)

_ tan(z + k) — 2o

. keR
8

=Y

15



Equations exactes

Exemple 1.2.10. Solution sous forme implicite. Soit 'EDO 2x + 2yy’ = 0. C’est une

équation a variables séparables, donc on a simplement

20 +2yy =0 = 2y = -2

= /dey = —/Qxdx

= y=-2’+C
= y+a?=0C.

Si on pose (z,y) = 22 + 32, alors les solutions de cette EDO ont la forme ¢(x,y) = C. On
appelle cela la forme implicite de la solution.

Considérons ¢(x,y) = k comme une solution implicite générale d'une EDO de la forme
y' = f(x,y). Les courbes de niveau de ¢ sont les courbes intégrales de 'EDO (le « graphe »
des solutions).

Inversement, considérons une fonction ¢: (x,y) — ¢(z,y) et considérons ses courbes de
niveau ¢(x,y) = C pour C' € R. En dérivant de chaque coté, on a

d d

L@ y@) =0
dpdr  Odpdy
Ox dx + oy de 0
dp  Op ,
EASNT YA}

= ox * 0yy

C’est une EDO qui a ¢(x,y) = C comme solution générale.
Considérons une EDO de la forme p(z,y) + ¢(x,y)y’ = 0.
Question Est-il possible de trouver une fonction ¢ de sorte que %f =pet gi?; =q? Autre-
ment dit, existe-t-il ¢ telle que Vo = (p,q)?
Lorsque la réponse est oui, on dit que 'EDO est ezacte.
Lemme 1.2.4. Soit D C R? un domaine et soit p,q: D — R? deux fonctions de classe C'.
Si P'EDO p(z,y) + q(z,y)y’ = 0 est exacte, alors
9q _ Op
— = . Condition d’intégrabilité
9~ By ( g )

Démonstration. Comme 'EDO est exacte, il existe ¢ telle que p = F& et ¢ = Dy Le
théoréme de Schwarz nous donne

o _ 0 (9 _ 0 (9 _ o
oy Oy \oz) 0x\dy) 0Ox
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La réciproque est fausse, c’est-a-dire que la condition d’intégrabilité n’est pas suffisante
pour conclure que I’équation est exacte.

Contre-exemple. Soit
Yy x

p(z,y) = 24P et q(z,y) = 2
définies sur R?\ {0}. Alors, un petit calcul montre que
dp _ 9q
dy — ox

mais il n’existe aucune ¢ de sorte que Vi = (p, q) sur R?\ {5} En effet, si une telle fonction

devait exister, ce serait arctan (£), mais elle n’est pas bien définie sur R? \ {0}.

\/\N' Le probléme du contre-exemple est le point & l'origine. Les fonctions p, ¢ se comportent mal dans
un voisinage de (0,0), donc il faut « trouer » le domaine. Le contre-exemple peut donc sembler
artificiel, mais il est plutot universel et se trouve au cceur de I'analyse complexe.

On peut énoncer un cas particulier ou la réciproque est vraie, mais on pourra seulement
la démontrer plus tard.

Théoréme 1.2.5. Soit p, ¢: R? — R? deux fonctions de classe C' sur R?. Si p et q satisfont
a la condition d’intégrabilité du lemme I 24, alors il existe o telle que Vo = (p, q) sur R?.

On peut réécrire 1'équation —ysin(zy) 4+ (1 — zsin(ay))y’ = 0. On a
0
5Ty sin(ay)) = —sin(zy) — zy cos(zy)
Y

0
8_(1 — xsin(xy)) = — sin(zy) — zy cos(zy).

x
Comme le champ est de classe C! sur R%, 'EDO est exacte. On cherche a résoudre Vi =

(p,q), donc
2—90 = —ysin(zy) = /g—spdx =— /ysin(a:y)dx,
T T

ce qui donne ¢(x,y) = cos(zy) + h(y). Ici la « constante d’intégration » est une fonction
qui dépend de y, car on a intégré par rapport a x seulement. On dérive cette équation pour

obtenir 3 5
Ty = 5y (C0se) + hly)) = —wsin(ay) + W(y).
On a également 1’équation
g—;j = (1 — zsin(zy)),

donc en combinant, on trouve
R (y) = 1.
On conclut que ¢(x,y) =y + cos(zy) + C.
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Facteurs intégrants (ou exactifiant)

Il est parfois possible d’ajouter un facteur p(z,y) & 'EDO pour la rendre exact. Une telle
fonction est appelée facteur intégrant. Ainsi, on regarde & I’équation

w(x,y)p(e,y) + plz,y)q(z,y)y = 0.

Cette méthode est seulement utile s’il est possible de rendre exacte I’équation en prenant un
i qui dépend soit de x, soit de y, mais des deux.

Exemple 1.2.12. zy + 22y’ = 0. Notons dés maintenant que 1'équation se résout par
séparation de variables, mais on choisit d’utiliser la méthode du facteur intégrant pour

illustrer son utilisation.
1. On vérifie si I’équation est exacte. On a

0

dy

2. On vérifie si I'on peut multiplier I'équation par un u(y) pour la rendre exacte : xyu(y)+
2zu(y)y’ = 0. On a

() =2 # 5-(2) =2,

) , 9
_ — + —(2 = 2u.
8y<xyﬂ<y)) T~ TYH et 3x( xu(y)) 2

On veut obtenir ’égalité
ap+xyp = 2p,
mais cette équation fait intervenir des x et des y, donc il est faux de supposer que u

puisse dépendre seulement de y.
3. On vérifie la méme chose pour z : zypu(x) + 2zp(z)y’ = 0. On a

0 0
a—y(xyu(x)) =ap et o (2op(e)) = 2+ 2wy
On veut obtenir 1’égalité
=24+ 2z

Ca fonctionne! Il n’y a plus de y. On doit résoudre la nouvelle EDO zp = 2u + 2z
On a

2xp’ = xp— 2

d _
:>/_,u:/m 2dx
7 2z
T

2

= log |u| = oglz| +C

xr



4. Nouvelle EDO. Notre EDO de départ devient

5 b
:cyke— + Zxke—y’ = 0.
] |z

Constatons qu’il n’était pas nécessaire d’introduire la constante k, car on peut mainte-
nant diviser I’équation par k et donc lignorer. De la méme fagon, on peut ignorer la
valeur absolu du z, car on peut multiplier ’équation par —1 au besoin. On se concentre
donc sur la nouvelle équation simplifiée

ye% + Qe%y/ =0

qui est exacte.
5. Trouver ¢. On cherche une fonction ¢: (x,y) — ¢(x,y) telle que

Px = 8_()0 = 3/6%
v ox
8(,0 x
80 = —_— 262
Yy ay
On a
P = ye%

On dérive cette derniere équation par rapport a y pour obtenir ¢, = 2e7 + 1/ (y). On
combine avec I'autre expression de

z
2

oy = 2e% + 1 (y) = 22,

donc 1 (y) = 0.

5. On conclut que p(z,y) = 2ye? + C' est la fonction recherchée. Comme on peut isoler y,

on peut trouver la solution explicite, qui est y = %e_Tm.

1.3. Existence et unicité des solutions

Dans tout le travail accompli jusqu’a maintenant, on s’est trés peu soucié de la possibilité
qu'une EDO n’ait aucune solution. Cette section indique qu’il n’est jamais vain de chercher
des solutions dés que 'EDO est suffisamment réguliére. (Dans bien des cas, ceci se traduit
par « de classe C! ».)

1.3.1 Probléme de Cauchy

On a seulement cherché les solutions générales d’'une EDQO. Par contre, il n’est pas rare que
dans un probléme, on cherche une solution spécifique qui satisfait & une condition initiale.
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Exemple 1.3.1. On considére la solution générale y = Ce® de 'EDO 3/ = y. La solution
spécifique qui satisfait a la condition y(0) = 1 est y = e*. C’est la solution au probléme a

valeur initiale .
{y =y,
y(0) = 1.

Définition 1.3.1. Soit F(z,y,...,y"™) = 0 une EDO d’ordre n. Soit o, %0, Y1, - .., Yn_1 €
R des constantes. On appelle le systéme suivant

( F(:z:,y,...,y(")) =0,
y(z0) = Yo,
y'(z0) = y1,

Ly (20) = Yn-1,

un probleme de Cauchy.
kookokk

Exemple 1.3.2. La vitesse d'une particule est donnée par 'EDO z/(t) = ¢. Trouver sa
trajectoire, sachant qu’elle passe par x = 1 lorsque t = %

Solution. Le probléme se traduit au probléme de Cauchy suivant

{2531

L’EDO se résout par séparation de variables et on trouve z(¢) = Ct. La condition initiale

est x(%) =1, donc % = 1. La solution au probléme de Cauchy est z(t) = 2t.

1.3.2 Théoréme d’existence et d’unicité au probléme de Cauchy

On énonce sans démontrer une version puissante du théoréme d’existence et d’unicité des
solutions d’une EDO de tout ordre.

Théoréme d’existence et d’unicité 1.3.2. Soit f une fonction des variables x1, ..., Tn11
de classe C'. Soit (x0,%0,...,yn—1) un point dans le domaine de f. Alors il existe un
intervalle maximal ouvert I content xo et une unique fonction ¢: I — R de classe C™ ! telle
que  satisfait au probléme de Cauchy

[y = f(ar,y, v, .. ,y(”_1)>

y(wo) = Yo
y'(zo0) = 11

Ly (@0) = Y.
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L’intervalle I est maximal au sens suivante : si Iy est un autre intervalle contenant x
et wo: [y — R est une autre solution au probléme de Cauchy, alors Iy C I et po(z) = ()
pour tout x € Ij.

La démonstration dépasse largement le cadre du cours. Elle utilise le théoréme de point
fixe de Banach. Les outils utilisés sont habituellement vus dans un cours d’analyse 3. Ce
qu’il faut retenir, c’est qu’il n’est pas vain de chercher une solution & une EDO ¢/ = f(x,y)
ouy” = f(x,y,y') sachant que f est de classe C''. Par contre, le théoréme n’indique d’aucune
facon comment trouver les solutions, c’est la raison pourquoi on a besoin des techniques de
résolution.

\/VW Remarque. L'hypothése que f soit de C! se remplace par localement Lipschitz. Dans ce cas, la
solution ¢ est seulement de classe C™.

kokokk

Voici un exemple qui illustre la puissance de 'unicité du théoreme.

Exemple 1.3.3. Identités trigonométriques. Soit 3’ +y = 0 une EDO d’ordre deux. On
consideére le probléme de Cauchy

y' +y=0
y(0)=A
y'(0) =B

On vérifie aisément que y; = Acosx + Bsinx est une solution. De plus, son intervalle
d’existence est R, donc il est certainement maximal.

Ensuite, pour |A|,|B| < 2, on vérifie que y2 = cos(z + a) + sin(z + b) est aussi une
solution. En remplacant dans les conditions initiales, on trouve

y2(0) = cosa + sinb = A,
y5(0) = —sina + cosb = B.

Alinsi, par unicité, on a y; = y2, ¢’est-a-dire
(cosa + sinb) cosx + (—sina + cosb) sinx = cos(xz + a) + sin(x + b).
En évaluant en x = —b, on obtient
cos(a — b) = cosasinb + sinasinb.
En évaluant en x = —a, on trouve

sin(b — a) = sinbcosa — cosbsin a.
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1.4. Equations linéaires du premier ordre

On étudie un type particulier, mais treés important, d’EDO.

Définition 1.4.1. L’EDO ¢ = f(z,y) est dite linéaire si f(z,y) = p(x)y+q(x), c’est-a-dire
que f est un polyndéme de degré un en y. Elle est dite homogéne si g(xz) = 0 pour tout x.
Sinon, elle est dite inhomogéne.

ok x

Le théoreme d’existence et d’unicité des solutions garantit ’existe d’une solution.

Corollaire 1.4.2. L’EDO linéaire y' = p(x)y + q(x) posséde une solution si p et q sont de
classe C.

Démonstration. 11 suffit de constater qu’alors, f(z,y) = p(z)y + q(z) est de classe O,
donc tout probléme de Cauchy associé & cette équation posséde une solution sur un certain
intervalle.

O

Pour trouver les solutions, on étudie séparément les cas ¢ = 0 et g Z 0.

1.4.1 Equation homogéne

Etant donné leur forme rigide, on peut en dire un peu plus sur une EDO linéaire homogéne
que sur une équation quelconque.

Dans le lemme, on utilise la notation C'[a,b] : une fonction p de classe Cl[a, b] est une
fonction définie sur au moins I'intervalle [a, b] et de classe C! sur [a, b].

Lemme 1.4.3. Soit 'EDO %' = p(z)y homogéne. Sip est de classe C'[a, b], alors I'ensemble
des solutions

S={yecCla,b]:y =p)y, z€labl}
forme un espace vectoriel réel de dimension 1.

Avant de faire la démonstration, prenons un instant pour observer les implications du
lemme. Si § est un espace vectoriel réel, alors étant donné une solution y € S, on aura
également \y € S pour tout scalaire A € R. De plus, puisque sa dimension est de 1, toutes
les solutions sont équivalentes a facteurs scalaires prés, c¢’est-a-dire que pour deux solutions
y1,y2 € S, il existe un scalaire A tel que y2 = Ay;. Ou autrement dit, si on a trouvé une
solution y # 0, alors toutes les autres solutions sont données par Ay, ot A € R.
Démonstration. Soit y1,y2 € S et ay,as € R. Commencons par montrer que y := a1y; +
agy2 € S.

Il est clair que y est de classe C! et définie sur [a,b]. Ensuite, en dérivant, on a

/

y' = a1y + ooy

= a1p(z)y1 + aop(z)ys
= p(z)(1y1 + a2y2)

= p(x)y,

donc y est une solution de ¢’ = p(z)y, d’ot y € S. On conclut que S est un espace vectoriel.
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Pour montrer que S est de dimension 1, on utilise le théoréme d’existence et d’unicité.
Soit y € & une solution non constante et z € & une autre solution. Puisque y est non
constante, il existe zg € [a, ] tel que y(zp) # 0. On pose

Ainsi, u et z sont deux solutions au probléme de Cauchy

{ w' = p(x)w;

w(zg) = z(xg).

Par le théoréme d’existence et d’unicité, on a u = z, donc z(zg)y = y(xp)z. D’ou S est de
dimension 1.
U

On peut trouver la solution de ’équation homogéne simplement par séparation de va-
riables. On a

y' = p(x)y

j%zp(ﬂf)
dy_ xr)ax C
=[5 = [t

= logly| = /p(a:)da:+c

= |y| = e“exp([ p(x)dz)
= y = teexp( [ p(z)dz)
= y = Kexp([p(z)dz), K eR.

Par le [emme T3, on sait que toutes les solutions ont été trouvées. On choisit comme base

“ p(t)dt
de l'espace vectoriel S le vecteur p(z) = ef 2o P . Toutes les autres solutions s’écrivent
comme K. On peut aussi dire que ¢ engendre ’espace vectoriel ou bien que S est engendré

par ¢.

1.4.2 Equation inhomogéne

On traite maintenant du cas un peu plus compliqué. On ne peut pas résoudre I’équation
inhomogene y' = p(x)y + q(x) par séparation de variable. Commengons par décrire I'espace
des solutions.

Lemme 1.4.4. (Principe de superposition) Soit y; et yo deux solutions dey' = p(x)y—+q(z).
Alors y3 = ya — y1 est une solution de I’équation homogéne y = p(x)y.

Démonstration. On dérive simplement y3 pour obtenir
Y5 = Y2 — Y1
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On sait que y3 = C exp( i p(x)dx), donc on obtient la conséquence suivante

ya(w) = yi(x) + Cexp(f p(r)dz) .
Comme deuxiéme conséquence, on déduit que toutes les solutions de I’équation inhomogeéne
sont obtenues comme-ci. En effet, si y4 était une autre solution, alors la méme procédure
montrerait que yq4 = y1 + C4ef pl)dz.
Définition 1.4.5. Soit y; une solution non constante de 3y’ = p(z)y. On Pappelle la solution

homogéne de y' = p(z)y + q(z). Une solution de ' = p(x)y + q(z) est appelée une solution

particuliere et est notée yp,.
kokkok

Avec la terminologie de la définition, la solution générale de 3y’ = p(x)y + q(z) est de
la forme y = yp, + yp. On sait déja trouver y,. On montre maintenant une technique qui
permet de trouver une solution particuliére.

Lemme 1.4.6. (Variation du paramétre) Soit P une primitive donnée de p (c-a-d que

P'(x) = p(x)). Alors il existe une fonction dérivable u pour laquelle z(x) = u(z)e"’®) est
une solution de y' = p(x)y + q(z).

Remarque. Le terme « variation du paramétre » s’explique par le fait qu’on fait varier la

constante C' en fonction de z dans I'expression de la solution homogéne C’ef pe)dz,
kKK

Démonstration. Supposons qu’une telle u existe et dérivons z. On a

2 = u(z)el @

1 P(x)

= 2 =@ fup(z)el @,

Ensuite, comme z est une solution, on a aussi 2’ = p(x)z + ¢(z). En remplagant la dérivée
ci-haut dans 'EDO de départ, on a

u'e”) - up(a)e"@ = p() (ue"®) + g(z)
= u'eP®) = g(z).

La fonction u recherchée est

Cette fonction est dérivable par le théoréme fondamentale du calcul.
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Remarque. On a utilisé le symbole de 'intégrale au sens o on « prend une primitive quel-
conque ». Si l'on veut étre rigoureux, on peut écrire toutes ces intégrales avec leurs bornes
pour obtenir la solution générale sous la forme

y(z) = Cexp (/;p(t)dt) - /: q(t) exp(—fafo p(s)ds) dt.

0 0

Ici, les variables s et t sont muettes; leur seul role est d’étre intégré et elles peuvent ainsi
étre remplacées par n’'importe quels symboles autre que x.

kookokk
, 1
Exemple 1.4.1. ¢y = ——y + 1, (x > 0).
x
(Notons que cette équation se résout aussi par le changement de variable u = %)
1. Solution homogeéne : on a
y'=—=
x
d dx
- / dy __ [do
Y x
= logly| = —log |x| + k
ek
= |y| = 2]
k
e
= yIZZfT—T
C
=y=-— avec C' € R*
|z
C
= yp = —. (car z > 0)
x
2. Solution particuliére : on pose y, = u(x)y, = @, en prenant C' = 1. On a
, u
T TR
et
Yp = p(@)yp + q(z)
=y, + 1
e
u
=——+1.
22
On obtient “;, =1, donc u = :”2—2 La solution particuliere est y, = % = Z.
C
3. Solution générale : y(z) =yp +yp = — + g
x
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Exemple 1.4.2. Probléme de mélange. Un réservoir de 120L se remplit & un débit de
4L /min d’une solution d’eau salée a 2g de sel par litre. 11 y a 3L/minde liquide qui s’écoule
du réservoir. Au début de I'expérience, il y a 90L d’eau salée dans lequel est dissous 90g de
sel.

Quelle sera la quantité de sel dans le réservoir quand celui-ci sera plein, en supposant
que le sel se mélange uniformément instantanément ?

Solution. Posons y(t) la quantité de sel (en g) dans le réservoir au temps ¢ (en min). Le
probléme se modélise par 'EDO suivante

d
d_?; = taux de variation de sel dans le réservoir
= taux d’entrée — taux de sortie
2 4L
_m A oy 3L
L min V(t) min
——

proportion de sel

dans le réservoir
au temps ¢

ou V(t) =90+t est le volume de liquide dans le réservoir au temps t.
Ceci nous donne le probléme de Cauchy suivant

1. Solution homogéne : on a y;, = Cexp(f —ﬁdt). Ici, on résout l'intégrale par

3 1
— dt = —3log |90 +t| =1 — .
/90+t 08 [00 +1] Og<(90+t)3)

La solution homogéne est donc yp, = ﬁ.

2. Solution particuliére : on pose y, = u(t)(go—_lm;. D’une part, en dérivant, on obtient

, u 3u

0013 (90 + 1)

et d’autre part, en substituant dans y;, = p(z)yp + 8, on trouve

o -3 u<t>
v =90 + 1) (90 + 1)

26

518



donc

U/

(0 +1¢)3
= o —890—1—25

= /du_8/90+t3dt

= u=2(90+1
(90 + t)
=2—"0" =2 t).
= Yp (90 1 1 (90 + 1)
3. Solution générale :
y:yh+yp=m+2(90+t), (CER)

4. Solution au probléme de Cauchy : on veut y(0) = 90, donc

° +2(90) = 90 = C' = —90%.

903
La solution est donc
=— %0’ +2(90 + t)
Y= 700+ 1)3 ‘
5. Conclusion : il y aura y(30) = %; + 240 =~ 202g de sel dans le réservoir lorsqu’il sera

plein.

1.5. Equations du deuxiéme ordre

Les équations du deuxiéme ordre prennent la forme la plus générale par

F(z,y,v,y") =0,

oit F: (xg, 21, T2, v3) — F(x0, 21,22, 73) € R est une fonction de classe C*. Or, on regardera
aux équations de la forme y" = f(z,y,v').

1.5.1 Réduction a des équations d’ordre 1

Il est parfois possible de se ramener a une équation d’ordre 1. Il est toujours possible de se
ramener a un systéme de deux équations d’ordre 1.
1°" cas. Lorsque y est absent.

Lorsque 'EDO prend la forme " = f(x,y’), alors on pose z(x) = 3/(x). Ainsi, on obtient

d(x) =y"(x) = fla,2).
La nouvelle EDO, 2’ = f(z, 2), est d’ordre 1.
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Exemple 1.5.1. y” +22y = —2. Cette équation ne dépend pas de . On pose z(z) = ' (z).
L’EDO devient

2+ 202 = —x.
On la résout par séparation de variables. On a
Y =20z —x
= 2 = —2(1+22)

= = __ d
1422 rer

= log|l+2z| = —2® + k&

= |1+ 22| = eke=’

=142 =Ce @ (C = +eF)
2 1
= z=De ¥ — —.
2 e 5

Attention, ceci n’est pas la solution! On doit maintenant résoudre z = 3. On a

?JIZDe_zQ—%
|
=) = [ <7+D6_t)dt
)
- 240D we‘tdt
2 2

o

Cette derniéere intégrale n’a aucune expression donnée a partir de fonctions élémentaires,
donc on la laisse ainsi.

2° cas. Lorsque x est absent.
Lorsque I'EDO prend la forme 4" = f(y,y), on pose z(y(z)) = y/'(z). Ainsi on obtient

_dZdy_ P /
2 W(@) = Qyde =~ 7Y = f(y,y).

Ceci nous donne 'EDO d’ordre un 2'(y)z(y) = f(y, 2).
y/

Exemple 1.5.2. " = —5. La variable x n’apparait pas explicitement dans cette équation.
Y

On pose z(y(z)) = ¢/(x). On a

dz , y =z

<



Pour résoudre, on fait

z/z—z
y2
p 1
= Z =
Y
d
:>/dz: —g
Yy
1
=z=—+C

y =z
, 1
=y =—+C
Y
14+ Cy
Y
Yy _
:>/Cy—1dy_/dx u=Cy—1
:i/u—i_ldu—x—l—D du = Cdy
C?2 u

1
= @(u+log|u|):a:+D

1
:>E(C’y—1—|—log|0y—1|)::v+D.

La solution est implicite. On ne peut isoler y.

Les autres cas. Pour une équation quelconque y” = f(x,y,%’), on pose

uo(z) = y(x)
u(z) = y'(z)
et on obtient le systéeme

uf = uy
uy = f(z,ug,up).

Exemple 1.5.3. 3" — A%y = 0. Ceci est 'équation des ondes en une dimension (une corde
vibrante). On pose ug =y et up = y’. On obtient le systéme

/
Uy = U1 ;
/ 2
up = Aup.
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On ne verra pas comment résoudre un systéme d’équations différentielles ordinaires, mais
il est important de savoir que tout systéme d’ordre n peut se & ramener & un systéme de n
équations d’ordre 1.

1.5.2 Equations linéaires du deuxiéme ordre

On commence avec un peu de terminologie.

Définition 1.5.1. Soit F(x,y,4,y"”) = 0 une EDO d’ordre deux.
1. Elle est dite linéaire si elle s’écrit y” = p(x)y' + q(z)y + r(x) ou p, ¢, r sont des fonctions
continues.

2. Lorsque p, ¢ sont constantes, alors elle est dite a coefficients constants.

3. Pour une EDO linéaire, si on a r = 0, alors elle est dite homogéne. Sinon on dit qu’elle

est inhomogene.
ok Kk

Les idées sont les mémes que pour 'EDO linéaire d’ordre 1. L’ensemble des solutions
S={y:[a.b] = Ry € C*a,b], y" = p(z)y +q(x)y}

forme un espace vectoriel, mais de dimension 2 cette fois. On cherche donc deux solutions
linéairement indépendantes.

Définition 1.5.2. Soit / € R un intervalle et soit fi, fo: I — R deux fonctions différentes
de la fonction constante nulle.

1. On dit que f; et fo sont linéairement indépendantes si Ay = 0 et Ay = 0 est 'unique
solution de

/\1f1(ZL’) + )\sz(x) =0 Vzxel.

2. On dit que f1 et fo sont linéairement dépendantes s’ils ne sont pas linéairement indé-

pendantes.
kookokk

Exemple 1.5.4. 3"’ = —y. Montrer que y; = sinz et y2 = cosx et qu’elles sont linéairement
indépendantes.

Solution. 11 suffit de voir que y{ = —sinz et y§ = —cosz.
Ensuite, si A\; sinz + Ag cosz = 0 pour tout x € R, alors en x = 0 on trouve

0+X=0

etenz ==,
A +0=0,

d’ou )\1 = )\2 =0.
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Pour le cours, on aura a montrer I'indépendance linéaire de deux solutions d’EDO li-
néaires homogénes. Voici un outil qui permet de le faire.
Proposition 1.5.3. Soit ¥ = p(x)y’ + ¢(x)y une EDO linéaire homogene d’ordre 2. Soit
y1 et yo deux solutions. On définit le Wronskien par

o yl(I) 3/2(x)
W (y1,y2)(x) := yi(z) yh(x)

1. W(y1,y2)(x) # 0 pour tout x si et seulement s’il existe x tel que W (yy,y2)(x) # 0;
2. y1 et yo sont linéairement indépendantes si et seulement si W (yj,y2)(x) # 0 pour au
moins un x.

Démonstration. On a

W(y1,y2)'(z) = (y1ys — ?/1?/2)/
= Y1y + Y195 — Y1Y2 — Y195
= y1Ys — Y1y2
= y1(—p(@)vh — q(2)y2) — y2(=p(x)y1 — q(x)y1)
= —p(z) (195 — 1192)
=—p

z)
(@)W (y1, y2)(x)-
Ainsi, W (y1,y2) est une solution de PEDO linéaire 2/ = —p(z)z, dont la solution générale
est z(x) = Ce_P(“), ou P est une primitive de p. Il suit qu’il existe une constante A € R
telle que
W (y1, y2)(2) = Ae P,
Pour montrer 1, on remarque que s’il existe g € R tel que W (y1,y2)(zo) = 0, alors
A =0 et donc W (yp,y2) = 0. Par contre, s’il existe 1 € R tel que W (y1,y2)(z1) # 0, alors
A # 0 et donc W(y1,y2)(x) # 0 pour tout = € R.
On montre maintenant 2. Si y; et y2 sont linéairement dépendantes, alors il existe A € R*
tel que y1 = Ay2. Si on dérive, on obtient yj = Ay} et donc

A
W@wﬁ:'WZ”EQ

MYy Y
Récriproquement, si W (y1,y2) = 0, alors pour tout x € R, il existe A\, € R tel que

(D))
Y1 Yo

On pose yo := y1(0), ¥ := ¥1(0) et 2(z) = Aoyz(x). On voit que 2(0) = Aoya2(0) = y1(0) = yo
et 2/(0) = Xoy5(0) = 1 (0) =y, donc z est une solution du probléme de Cauchy

y' +p@)y +q(z) =0,
y(0) = yo, :
y'(0) =y
Or, y; est aussi une solution de ce probléme, donc par unicité, on a y; = z, c’est-a-dire
Y1 = apye, d’oll y1 et y2 sont linéairement dépendantes.

O
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On utilisera le corollaire suivant plus tard, qui est une conséquence logique directe de la
proposition précédente.

Corollaire 1.5.4. Soit y1 et yo deux solutions de ’'EDO homogéne 3" + p(z)y’ + q(z) = 0.
Si y1 et y2 sont linéairement indépendantes, alors W (y1,y2)(z) # 0 pour tout x € R.

m Il ne faut pas associer des propriétés illusoires au Wronskien. Dans la proposition précédente, on
demande ’hypothése que y; et yo soient des solutions d’'une EDO linéaire homogéne d’ordre 2. Sans
cette hypothése, on peut obtenir des surprises.

Pour deux fonctions dérivables quelconques z; et 2o, il est possible que W (z1, 2z2) = 0 méme si 21 et 29
sont linéairement indépendantes. En effet, le contre-exemple classique est z1(x) = 22 et 23(x) = x|x|. Elles
sont toutes deux de classe C! avec

7 (x) = 22, zy(x) = 2|

et il est clair qu’elles sont linéairement indépendantes. Par contre, lorsque que ’on calcule le Wronskien, on

obtient
2 x|7]

2x 2|z

W(z1,22)(z) =

Equations a coefficients constants
Soit a, b, c € R trois constantes. Une EDO linéaire a coefficients constants prend la forme

ay’ + by +cy =r(z).

On peut trouver les solutions de 1’équation homogéne (r = 0) comme suit. On propose une
ansatz y = €. Si on remplace dans ’EDO, on obtient

aX2eM 4 b + e = 0.
Les exponentielles se simplifient pour donner I’équation algébrique p(\) := aX2 +bA+c=0.
On conclut donc que
y = e est une solution si et

seulement si A est une racine de p(\).

Soit A = b? — 4ac le discriminent de p()\). Il y a trois cas possibles.
1°" cas : A > 0. Le polynome posseéde deux racines réelles distinctes données par la formule

quadratique
_ —b—-VA b+ VA
N 2a N 20

Les deux solutions associées y. = e et y_ = =7 sont linéairement indépendantes.

A et )\+

)\Jrl'
Exercice 1. Montrer que y4 et y_ sont linéairement indépendantes.

2° cas : A < 0. Le polynéme posséde deux racines complexes distinctes. Elles sont conju-
guées complexes 'une de l'autre. La formule quadratique donne

—b+iv-A .
2a ’
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_ —b _ V=A :
On pose a = 5 et 8 = ¥5=. Les deux racines sont donc

A =a—1if et A =a+if.
Rappelons que la formule d’Euler donne

e — cosf +isinb.

On a donc

e)\+x _ eaacezﬂcc

= e ( cos(fx) + isin(ﬂx)).
Les deux solutions sont alors
y1 = € cos(fx) et yo = e**sin(fx).
Exercice 2. Vérifier que y; et y2 sont linéairement indépendantes.

Remarque. On pourrait aussi regarder a e’ mais on ne ferait qu’obtenir deux solutions

linéairement dépendantes aux deux premiéres trouvées.
Ak

3° cas : A =0. Il n’y a qu'une racine double. Elle est donnée par
b
24’

On a donc une premiére solution y; = e,

Pour trouver la deuxiéme solution, on utilise la méthode de la variation de la constante.
On cherche une solution y2(z) = u(z)er = u(z)yi(x). On dérive

vo(w) = u'y1 +uyy
Yo (x) = u"y1 + 2u'yy + uyf.
On remplace dans 'EDO
ayy + byy + cy2 = 0
= a(u”yl + 2u’y’1 + uy’l’) + b(u/yl + uy’l) + cuyy
= u\(ayf + byy + eyr) +u' (2ayy + byr) +u"ayr = 0

=0

u’(?ax\em + be)‘“:) +u"ae™ =0

= (2&)\+b) +u"a=0 car)\:;—s
0
=u"a=0.

On conclut que v” = 0, donc la solution est u(x) = c12 + c2. Prenons ¢; =1 et co = 0.
La deuxiéme solution est donc y(z) = ze’?.

Exercice 3. Vérifier que y; et yo sont linéairement indépendantes.

33



Exemple 1.5.5. Soit 'EDO linéaire d’ordre 2

y" + 16y = 0.
Le polynome associé est p(A) = A2 + 16. Le discriminant du polynéme est A = —64. Ainsi,
le polynéme & deux racines complexes conjuguées. Les racines sont Ay = +4¢. Les solutions
linéairement indépendantes sont donc
y1(x) = Ccos(4z),
y2(x) = Dsin(4x).

La solution générale est y = y1 + 2.

Exemple 1.5.6. Soit 'EDO linéaire homogéne

y//_y/_2y:0.

Le polynéme associé est p(A\) = A2 —A—2. Son discriminant est A = 1+8 = 9. Le polynome
a donc deux racines réelles données par A\ = 2 et Ay = —1. Les solutions linéairement
indépendantes sont donc

Yy = CeQx’
yo = De 7.

La solution générale est y = y1 + 2.

Exemple 1.5.7. Soit 'EDO

Le discriminant est A = 22 — 4 = 0. Le polynome p(A\) = A2 4+ 2)\ + 1 posséde la racine

y' +2y +y=0.

double A = —1. Les solutions linéairement indépendantes sont donc
y1(z) = Ce™ ™,
yo2(x) = Dxe ",

La solution générale est y = y1 + 2.

Equation inhomogéne

On veut maintenant résoudre ay” + by’ + ¢y = r(x). Pour trouver la solution, il reste a
trouver une solution particuliere y,. La solution générale sera alors y = v, + yp, ol y, est la
solution générale de I’équation homogene, a savoir vy, = y1 + .
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Meéthode des coefficients indéterminés
L’idée est de prendre y, comme ayant la méme forme que r(z).

Type de r(z) Choix de y, A déterminer
ae™” Ce” C

anx™ 4+ apr 4 anx"™ + ap_1z" 4 a; (j=1,...,n)
a cos(wz) + B sin(wz) a cos(wz) + bsin(wz) a,b

e (B cos(wz) + ysin(wz))  e**(acos(wz) + bsin(wz))  a,b

Cette méthode est bien pratique si r figure dans le tableau, mais sinon il faudra utiliser une
autre méthode.

Exemple 1.5.8. ¢ + 4y = 4¢**.
1. Solution homogéne : le polynoéme est p(A\) = A? + 4. Ses racines sont A = #+2i. Les

solutions de I’équation homogeéne sont y; = Cf cos(2z) et yo = Cosin(2x).
2. Solution particuliére : par la méthode des coefficients indéterminés, on pose comme
ansatz y, = Ce**. On cherche a déterminer C. On a

yzl,/ + 4y, = 40e* 4+ 4Ce* = 8Ce*® = 4¢**.

On a donc C' = %
3. Solution générale : y(z) = Cy cos(2x) + Cy sin(2z) + 2e*.

Remarque. 11 faut faire attention que la solution particuliére soit bien linéairement indépen-
dante des solutions de I’équation homogéne. Si la solution particuliére n’est pas linéaire
indépendante, on peut la multiplier par x pour éliminer la dépendance linéaire. S’il y a
encore dépendance linéaire, on multiplie par x, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on ait indé-
pendance linéaire.

ok ok
Exemple 1.5.9. v/ —y' — 2y = 3¢,
1. Solution homogéne : le polynéme associé est p(A) = A2 — XA —2 = (A — 2)(A + 1). Les

zéros sont A\{ = 2 et Ao = —1. Les solutions sont donc y; = C1e%% et yo = Coe™ ",

2. Solution particuliére : selon la méthode, on chercherait vy, = Ce®* mais cette fonction est
linéaire dépendante de y;. On prend plutdt y, = Cze®, qui est linéaire indépendante.
On a

Yy = Ce* 4 20z
Yp = 4Ce* 4 4Cxe™.
On obtient
y;,' — y; -2y, = 4Ce* 4+ 4Cze*® — O™ — 20ze® — 20xe®™ = 3Ce*™ = 327,
On a donc C' = 1. La solution particuliére est y, = re?®.
3. Solution générale : y = C1e?® + Cye™* + ze??.
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Méthode de Lagrange

Voici une méthode plus générale que la méthode des coefficients indéterminés, mais plus
calculatoire, pour trouver une solution particuliere de ay” + by’ + cy = r(x).

Remarque. Cette méthode fonction méme si 'EDO n’est pas a coefficients constants (mais
tout de méme linéaire), mais il faut d’abord avoir trouvé les solutions de 1’équation homo-
gene.
kokokk
Soit
y' +ay +by =r(x) (E)

I'EDO. On suppose que le coefficient de 3" est 1, car sinon on peut diviser I’équation par
son coefficient (qui est non nul, sinon 'EDO serait d’ordre 1). On cherche une solution
particuliére de la forme

Yp(z) = w1 (z)y1(x) + ua(z)y2(),

ol 1 et y2 sont deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation homogéne.
On dérive y,

I

Yy ullyl + ulyll + U/2y2 + U2y/2
Yy = Uiy + 204y + uryy + ugys + 2ubyb + uayh.
On remplace dans (F)

uiyr + 2uhyh + wy] + uhy + 2uhyh + uoyh
+ a(ufyr +wy) + ubya + uays)

+b(u1yr + uzye).
= wr (Y] + ayi +by1 ) +ua(ys + ays + byn )
=0 -0
g+ 2ul Y + iy + 2ubyh ()
+ a(uyyr + upy2) = r(z).

Comme on a une équation, mais deux inconnues (u; et uz), on ajoute une condition pour
simplifier la derniére équation. On impose donc

u'1y1 + uéyg =0. (01)

On dérive ’équation (C1)
uiyL + uiyy + ugy2 + ugyh = 0.
L’équation (x) se simplifie donc en
!/ )
uyy + ugyy = (). (C2)
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Le probléme s’est réduit a trouver u; et ug qui satisfont aux conditions (C7) et (Ca).
Ceci se réécrit par
(C1) [ whyr +upy2 =0

(Co) | uyyy + ugy) = r(z)

= () ()=(i)

C’est donc un systéme linéaire de la forme AX =b. Si A est inversible, alors la solution est
donnée par X = A~1. On voit que le déterminant de A correspond au Wronskien de y1, ys.
Par le corollaire korallaire TH 4, puisque y; et y2 sont linéairement indépendantes, on sait
que det(A) # 0 pour tout . Il suit que A est inversible.

L —plar@ @)r(a)
b — oy Y1Yh — Y2y

On intégre pour trouver u; et ug. La solution particuliére est alors y, = u1y1 + u2ys.

Exemple 1.5.10. 3" — 2y +y = 3¢”. Ona A2 — 2\ + 1 = (A — 1)2, donc les solutions de
I’équation homogeéne sont y; = e* et yo = we®.
Pour la solution particuliére, on pose y, = uie® + ugxe®. D’abord, on a

c’est-a-dire

et u’2 =

x x
€ xre 2x 2x 2x
et (ot 1)er | = (x + 1)e™® — ze* = e**.
On a "
—xe’ - 3e
uy = — . = 3z,
e X
donc on trouve u; = —%xQ. Ensuite, on a
,  ev-3e” 5
Up = e2x
donc on trouve ug = 3x.
La solution particuliére est y, = —%xze“ + 3xxe® = %xQew .

Ceci conclut la section sur les équations du deuxiéme ordre. Les équations linéaires
a coefficients non constants pourraient étre étudiées, mais par soucis de temps, elles sont
omises. Les autres types d’équations d’ordre deux dépassent le contenu du cours.
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1.6. Champs de vecteurs et EDO

On a déja vu un exemple de champ de vecteurs en parlant de la forme normale. On introduit
formellement le concept.

Définition 1.6.1. Un champ de vecteurs sur R™ est une fonction v: R” — R™. Il associe a

chaque point de I’espace R™ une direction et une « vitesse » (une longueur, sa norme).
Ak

Exemple 1.6.1. Vitesse du vent. Sion regarde la vitesse et la direction du vent & un instant
donné, on obtient un champ de vecteurs

Xﬁ(x,y,z)
vxxaywﬂ:: ‘é(xﬂbZ)
Wﬂxﬂhz)

Exemple 1.6.2. Courants marins. On peut modéliser la direction des courants marins
comme un champ de vecteurs. Si seule la direction est importante, on peut utiliser un
champ de vecteurs dont tous les vecteurs ont la méme longeur.

I oSSR es
IS e e e el

fi(z,y)
fa(z,y)

et [[f(z,y)ll =1

NN N
A
A S
R
AU AR e e
NN NN A e e e

\\\_,—.—o»///
22X IS

I e e sad

flz,y) =

VPO oo ord
AN A LA AL N & s
XA N s s
Yoo oo ddd
Yoo ade s oasdd
PP oo e dds

Yoo seaeeds

KX ressyss

Remarque. Etant donné un champ de vecteurs ¢, on peut définir un nouveau champ de
vecteurs w0 par

w(x) = TS
15(Z)]
1a ou ¥(Z) # 0. On dit que @ est unitaire, car on a ||W(Z)|| = 1 14 ou @ est défini.

kokskox
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Lorsque m = 1, on parle plutot d'un champ scalaire. Il n’associe pas, dans ce cas, une
direction, seulement une grandeur.

Exemple 1.6.3. Température. La température en chaque point a un instant donné donne
un champ scalaire T (x,y) — T(z,y). Si on considére une plaque de métal carré et une

source de chaleur situé en un point en haut de la frontiére de la plaque, on pourrait obtenir
champ scalaire comme celui-ci, & un moment donné pendant la diffusion de la chaleur.

Ici, par exemple, le gris plus foncé représente une température plus intense.

\/\N' Remarque. La diffusion de la chaleur est décrite par ’équation de la chaleur. C’est une équation aux

dérivées partielles, qui est un type d’équation beaucoup plus compliqué a résoudre que les EDO.
kkkk

1.6.1 Lien entre les EDO et les champs de vecteurs

Commencons par un exemple pour illustrer le lien entre les EDO et les champs de vecteurs.

Exemple 1.6.4. Soit 'EDO 3y = —2zy. La famille de solutions gé-

2
nérales est donnée par y(x) = Ce™™ . On peut tracer le graphes des
solutions dans le plan xy pour quelques valeurs de C', comme on le
voit ci-contre.

En tout point d'une solution, on peut tracer le vecteur tangent a

la courbe
— 1 1
reo- (1) - (1)

Ceci nous donne un champ de vecteurs. En fait, il est possible de tracer
le champ de vecteurs sans connaitre les solutions, car on a seulement

7
7\
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besoin de 1/, qui est donnée par 'EDO. On obtient ceci.

\

) K/
\\\_-// \\\‘/
\T::::’ &**-*”//
S ZEE
///"\\ //

\

/

e Une EDO donne un champ de vecteurs. On a déja vu que d’'une EDO d’ordre 1 sous
forme normale ' = f(x,y), on obtient un champ de vecteurs

f(zy)
1+ f(xy)?

ot V' est unitaire. (On voit que V et W sont reliés par V = W/||W||.)
Pour une EDO d’ordre deux y”(x) = f(z,y,y’), on peut le réduire a un systéme d’ordre
un en posant ug(z) = y(x) et ui(x) = y'(x) pour obtenir

{ up(x) = y'(2) = u(x)

uy(z) =y (x) = flz,y.y) = (2, uo, u1)

. U6 = “
Vo) = () (fwm)

qui est un champ de vecteurs tangent aux solutions du systéme dans le plan (ug, u1).
e Un champ de vecteurs donne une EDO. Si on a un champ de vecteurs

Viey) = (Vl(x’y)> |

1
Viey = | VY ou w<x,y>=< : ) ()

‘ Uy = up;
ou tout simplement
/
uy = f(z,up,uy).

On pose

Va(z,y)
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alors on obtient le systéme d’EDO d’ordre 1
{ ' (t) = Va(z(t),y()) ;
*
Y (t) = Va(a(t), y(t)).
e Le lien entre les deux. Le champ de vecteurs est tangent auz solutions de I’EDO. En
effet, si on a la solution (z(t),y(t)) au systéme (), alors on a

dy dy/dt  Va(wz,y)

de  dx/dt  Vi(z,y)’

donc la pente de la tangente et la pente du vecteur V(z,y) sont égaux.

Exemple 1.6.5. Chute libre sans frottement. On considére un corps de masse m qui tombe

sans frottement. Son déplacement est décrit par

2"(t) = —mg.

Pour réduire cette équation a un systéme d’ordre 1, on pose
uo(t) = x(t),
up (t) = 2/ ().

On obtient le systéme
up = u1;
uy = —myg.

Ceci donne le champ de vecteur

g

I
S

V(UO, ul) —1;119>

I
A~

SSecde sy

,\$$$éé—eggé
7\$$$66—66Zé
Sy,
7\$$$66—66Zé

$$éé<—eggé
7\$$éévé—ekgé

~
~

On peut résoudre le systéme en intégrant la premiére équation

ui(t) = —mg = ui(t) = —mgt + C.
Ensuite, on remplace dans la seconde équation et on intégre
1
up(t) = —mgt + C = up(t) = —§mgt2 +Ct+D.

Ceci donne une courbe que 'on peut tracer dans le plan uguy et qui est tangente au champ

de vecteurs.
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Exemple 1.6.6. Chute libre avec frottement. On considére un corps de masse m qui tombe.
Son déplacement est décrit par ’EDO non linéaire d’ordre 2

2(t) = —mg + C (1)), (E)
ou C' est une constante qui dépend de plusieurs facteurs, dont le forme du corps et la masse

volumique du fluide.
Comme I’équation est non linéaire, les techniques de résolution vues jusqu’ici ne s’ap-

pliquent pas. Cependant, on peut réduire I’équation & un systéme d’ordre un. On pose
ug(t) = x(t),
up (t) = 2/ (t).

I
N
VvoN

=

On obtient le systéme

AASSSs ey y
AANSS<ScHec e vy y
AANSS<ScHec e vy y
AANSS<cHec e vy
TANSS<ECHec e v v N
TANSSC<Hec e v v N
TASS S << ey
AANSS e e vy
AANSS e e vy
AANSNS S e e vy
AANSNS S e e vy
ANFTS<S<de = 2

A A =

Remarque. En fait, pour résoudre I’équation de départ (E), on applique le changement de variable

\/\N' y = 2’ pour obtenir ' = —mg + Cy?. Cette équation d’ordre un se résout avec un truc : on
remarque que la fonction z = tanh(w) est la solution de 'EDO 2’ = 1 — 22, Ainsi, on obtient

y(t) = 1/%tanh( —v/Cmgt).

Ensuite, il faut résoudre z’(t) = y(t) et on trouve

x(t) = —% log(cosh(Wt)) +D.

kokoksk
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1.6.2 Lignes de champ

Définition 1.6.2. On appelle lignes de champ d’'un champ de vecteurs V la famille de
courbes qui sont en chaque point tangente au vecteur V.

Exemple 1.6.7. Soit le champ de vecteurs

o - (75)

1:2 +y2

Kokoksk

défini sur R? \ 0. On montre que ’ensemble des cercles de rayon r centré a l’origine est une
famille de courbes tangentes au champ de vecteurs.
Un tel cercle est paramétré par f(t) = (rcost,rsint)’. On a

’ —rsint
Fit) = ( rcost )

U(f(t)) = vU(rcost,rsint)

Ensuite, on a

rsint
V12 cos2t + r2sint
7 COSt
Vr2cos2t 4+ r2sin t
. (—sint) \
cost )~ N

On a donc f/(t) = rv(f(t)). \ -

Etudier les lignes de champs est une facon d’étudier les systémes d’EDO. Bien qu'’il y ait
énormément a en dire sur ce sujet, continuer cette discussion nous éloigne quelque peu du
cadre du cours. On termine donc cette section sur la définition et la proposition suivante.

Définition 1.6.3. Soit le champ de vecteurs ¢ sur R” et soit h: R — R une fonctions. On
appelle h une intégrale premiéere du systéme d’EDO associé a ¥ si les surfaces de niveau de

h sont tangentes au champ de vecteurs.
kokokk

Supposons que h soit de classe C'!. On rappelle les surfaces de niveau d’un premier cours
de calcul de fonctions de plusieurs variables.

Définition 1.6.4. Les surfaces de niveau de h sont les ensembles
Sp={(x1,...,22) €ER"|h(x1,...,2,) = D},

ol D € R est une constante. Lorsque n = 2, on les appelle courbes de niveau.
kKK
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Propriété d’une courbe de niveau. Si C est la courbe de niveau définie par h(z,y) = D,
alors le gradient de h pointe dans la direction perpendiculaire a C.

Démonstration. Soit v un paramétrage de C. Par définition d’une courbe de niveau, on a
h(7(t)) = D pour tout ¢. En utilisant la dérivation en chaine, on obtient

Vh(y(t) -y (t) = 0.

O

Voici un heuristique de cette propriété pour s’en convaincre : rappelons que le gradient
pointe dans la direction de plus forte variation. Or, h n’a aucune variation dans la direction
suivant la surface de niveau, donc il point « dans une direction opposée. »

Corollaire 1.6.5. Les courbes de niveau de h sont tangentes au champ de vecteurs ¥ si et
seulement si Vh -7 = 0.

Proposition 1.6.6. Soit ¥ un champ de vecteurs de R? continue et soit le systéeme d’EDO
associé
{ rh = wr;
Yy = v9.

Soit h:R? — R une fonction de classe C'. On a I’équivalence

dy _ _he dr by lorsque ¥ # 0.

h est une intégrale premiére  <+— = ou — =
sraiep dv — hy Ay ke

Démonstration. =) Puisque h est une intégrale premiére, on a Vh - ¥ = 0, c’est-a-dire
hea' 4+ hyy' = 0. On exprime ¢ implicitement en fonction de z, de sorte que 'on obtienne

d dy dt o/
L tay = 2L T
dx dtde =
Puisque 7 # 0, on a 2’ # 0 ou ¢/ # 0. Dans le premier cas, on peut écrire g = g—z = —Z—i.
Dans le second cas, on a “"—: = 3—” = —%.
Y Y x

<) Pour la réciproque, 'hypotheése nous donne hyz’ + hyy' = 0, c’est-a-dire Vh - ¢ = 0. On
conclut que h est une intégrale premiere par le tarollaire TG A.

O

Exemple 1.6.8. Soit le champ de vecteurs ¥ = (4x,6y)”. On cherche a décrire les lignes de
champ. On a

dy 6y 3y
de 4z 2z’
On résout par séparation de variable :
d d
o [ _ g [dz
Y x
= 2log|y| = 3log|z| + C
= y? = +K2?

= y2 = 01333 Ci e R.
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2
L’intégrale premiére est donc h(z,y) = 5 lorsque = # 0, ou sinon g(z,y) = 5573 lorsque y # 0.

Si I'on résout le systéme
VA | dy 2

de _@’

alors on obtient les courbes de niveau orthogonales. En effet, la droite ayant —%
comme pente est orthogonale a la droite de pente m.

On le résout de la méme facon pour trouver 3y? = —z2+C. Ainsi, les courbes
orthogonales au lignes de champ sont des ellipses. Sur la figure ci-contre, on voit
les ellipses en pointillées orthogonales aux lignes de champ. On rappelle que les
lignes de champ sont tangentes au champ de vecteurs.
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Deuxiéme partie

Analyse vectorielle



2.1. Opérations sur les champs de vecteurs

Pour faire suite & la section sur les champs de vecteurs de la partie précédente, on parle
dés maintenant des opérations sur les champs de vecteurs plutdot que de les repousser au
moment des intégrales de flux. Ces opérations joueront un réle central dans les théorémes
fondamentaux de l'intégration. Elles permettront de généraliser le théoréme fondamental du
calcul de différentes facons.

2.1.1 Rotationnel et divergence

On rappelle ici le produit scalaire et le produit vectoriel et on introduit la divergence et le
rotationnel. D’abord, rappelons qu'un champ de vecteurs de R" est une fonction ¢: R" —
R". Pour le reste du cours, on se concentrera sur deux types de champs de vecteurs

<L

:R? — R? : les champs de vecteurs du plan,

<l

:R3 — R3 : les champs de vecteurs de Despace.

Le produit scalaire. Le produit scalaire entre deux vecteurs v et w de R est défini par

n

17017): E ijj.

J=1
Dans R? et R3, ceci donne respectivement
(R2) . Uew = vjwy + vows,
(RS) . U e = viwy + vowsy + v3ws.

La norme d’un vecteur est

On a la formule
o it = ||| cos ,

ou 0 est ’angle entre les vecteurs ¥ et 0.
Enfin, notons que 1’on obtient la composante de ¥ dans la direction w a ’aide du produit
scalaire. Plus précisément, on a

U ew

Composante de ¥ dans la direction w = = ||9]| cos 6.

[

Le produit scalaire ¢ @ @ est donc la composante de ¥ dans la direction @ pondérée par ||@]|.
Lorsqu’on a deux champs de vecteurs ¥: R” — R" et w:R™ — R", alors on peut définir
un champ scalaire par

f(Z) = 0(Z) e w(ZT).
Ici, f est une fonction de R™ — R.
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Exemple 2.1.1. Si on prend le produit scalaire d’'un champ de vecteur ¥(Z) avec le champ

(1,0), alors on obtient vy, c’est-a-dire la composante de ' dans la direction 7.

1114000
RS
| Wz
P

~ \\\\\

/
e
A
v

\
~ N

——— e
———
———

——— e

——— e

———

r+y

(1,0)"

Ici, un bleu intense représente une valeur trés négative, un rouge intense, une valeur tres

positive et du blanc, une petite valeur.

La divergence. On considére un champ scalaire v: R" — R"

U par

On le note aussi V - 9, pour évoquer que l'on prend le « produit » entre V = ( 8%

et ¥ = (v1,v2, Ug)T.

div ¥(%)

. On définit la divergence de

Loy
0z '

. 8111

N 81‘1

S8
Hlo
SN—

Dans le plan et I’espace, on a respectivement

. 81}1 81)2
2\ . =27
(R*) : divd(Z) = 9 + 9y’

. oy 81}1 81)2 81}3
R3) = .
(R?) div ¥(Z) . + Oy + B3

La divergence définit une fonction de R” — R. Elle associe en chaque point la tendence du
champ & se « dispercer ». Ceci prendra un sens plus clair & la Beciion 224,

Exemple 2.1.2. On considére le champ de vecteurs du plan

Ca divergence est

2 2
— T~ —
U(z,y) = < 2$yy > )

0 0
diVU:ﬂ—i-ﬂ:Q,T—{-Q.’E:ZLT.

oxr Oy
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Voici ce que 'on obtient graphiquement.

/) o~ N\ ]'A
AN
{{Ii,‘\\f/‘/,
\\\",‘\Of/‘/4
:\\“’\0////,
-_—— -~ Wy v o e e -
T e b 0N .~ —
TS
' s oo, .
Py n o -, : ; C s,
\\\\‘, X
N7

On voit a gauche le champ de vecteurs v et a droite le champ scalaire div .

Remarquons qu’a 'orgine, la divergence est nulle puisqu’il y a « autant de vecteurs qui
se dirigent vers 0 » qu’il y en a qui « s’éloignent » de 0.

Le produit vectoriel dans R3. Le produit vectoriel est seulement défini dans 1’espace.
On considére deux champs de vecteurs @, @: R® — R3. On définit leur produit vectoriel par

1 J k 1 vy W VW3 — V3W2
UXW=|vy wvy wg|=|j w2 wel|:=| —viws+ vzw;y
w1 w2 w3 k V3 W3 V1wy — VW1

Ceci donne un nouveau champ de vecteurs. Remarquez que contrairement au produit scalaire
et a la divergence, le produit vectoriel donne un champ de vecteurs et non un champ
scalaire.

Le vecteur ¥(Z) x w(Z) est perpendiculaire aux vecteurs ¥(Z) et w(Z) et sa longueur
représente l'aire du parallélogramme engendré par U(Z) et w(Z). Ceci veut dire que 'on a les
relations suivantes

15 x @ = Aire (') .

o

De plus, si @: R3 — R3 est un autre champ de vecteurs, alors on a la formule générale

v V2 U3
U X weu=det(t,w,d) =|w wy w3
ur u2 U3

Ceci correspond au volume (signé) du parallélipipéde engendré par U, @ et 4. (Le signe du
volume est déterminé par la régle de la main droite : on point le pouce de la main droite
vers u, lorsque 'on plie les doigts la méme main, s’ils vont de ¥ vers w0, alors le volume est
positif, sinon il est négatif.)
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Exemple 2.1.3. Soit eq, e, e3 les vecteurs de la base canonique de R3. Alors on a

gk 0
e1 X e = 1 0 0= 0
0 1 0 1
et
0 0
€1 X eg0¢e3 = 0 o 0 =1
1 1
z
€3

€9 Yy

€1

Le rotationnel. Le rotationnel aussi n’est défini que dans I'espace. On le définit « & partir
du produit vectoriel » comme suit

ik

- - __ | 0 0 0
rotv =V x 7 = 9z a—y 92
U1 V2 U3

Qug _ Ovg

dy 0z

— | 9w 9u

6x+82

Qug _ vy

ox oy

Le rotationnel mesure la tendence du champ de vecteur a tourbillonner. La direction du
vecteur donne la direction de I'axe de rotation et la norme donne l'intensité de la rotation.
Ceci sera rendu plus clair a la Eecfion 7473,

2.1.2 Propriétés des opérations

On énonce ici quelques propriétés du rotationnel et de la divergence.

Rappelons que le gradient d’une fonction f:R"™ — R donne un champ de vecteurs :
VfR" - R™
Proposition 2.1.1. Si f:R? — R est de classe C?, alors

rot(Vf) = 0.
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Démonstration. On fait le calcul directement. On a le champ de vecteur

Vf:(fm fy fz)a

ou fz, fy et f. sont les dérivées partielles de f par rapport a x, y et z respectivement. On a

i1 7k

rot(Vf) =10, 90y 0O,
fo fy f2

— fyz
( fex + fuz

— fyz

O

Remarque. On verra que la question inverse est intéressante, & savoir si rot v = 0, alors existe-
t-il une fonction f telle que v = V f 7 De tels champs de vecteurs sont dits conservatifs. La
proposition précédente est donc une condition nécessaire pour qu’un champ soit conservatif,

mais elle n’est pas suffisante.
kkkk

Proposition 2.1.2. Si #:R? — R3 est un champ de vecteurs de classe C?, alors

div(rot ¥) = 0.

Démonstration. D’abord, on a

vz _ Ovg
oy 0z
7— | _90vs  Oun
rotv = D + 5z ,
Ovg _ Ovy
ox dy

donc il suit que

div(rot ¥) = 2 (% — %)



. 821}3 _ 822)2 _ (92?}3 4 821)1 i 822}2 _ 821}1
C Oxdy  Oxdz  Oydx  Oydz  0z20x  0z0y
=0.

2.2. Courbes et surfaces dans r»

Dans la section rappel, on définit les fonctions de classe C* dont le domaine est R” (ou un
ouvert). On étend cette notion aux fonctions définies sur un intervalle compact.

Définition 2.2.1. Soit [a,b] un intervalle fermé et borné (compact). Soit g: [a,b] — R une
fonction continue telle que ¢/(t) existe pour tout ¢ € (a,b). On dira que g est de classe C' si
g est continue et si ¢’ s’étend en une fonction continue sur [a, b], ¢’est-a-dire que les limites

lim ¢(¢) et lim ¢'(¢)

t—a™t t—b—

existent. La fonction g est de classe C* si ¢’ est de classe CF1.
kookokok

On peut maintenant définir ce qu’est une courbe.

Définition 2.2.2. On appelle une courbe de classe C* dans R™ une fonction f:[a,b] —
R" définie par f(t) = (fi(t),... 7fn(t))T dont les n composantes f;:[a,b] — R™ sont de

classe CF.
Kok ok ok

\/\Nﬂ Remarque. Certains auteurs penseront plutdét & une courbe comme étant le graphe tracé par la
fonction et appelleront la fonction un paramétrage. En effet, la plupart du temps, on ne prendra
pas la peine de distinguer la fonction et son graphe. Par contre, dans le contexte du cours, lorsque la rigueur
est de mise, une courbe sera la fonction et non son image.

Exemple 2.2.1. Mouvement d’un corps dans R3.
z
I
2 y =1y(t) =sint (t : paramétre dans [a, b))
J z=2z(t)=t
Ceci est le systéme des équations paramétriques de la trajectoire.
xr

Fokkk

x = xz(t) = cost
(
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Exemple 2.2.2. Paramétrer la position d’'un point P sur une roue.

() (&

P Arc de cercle 6r
r : rayon de la roue

Au début, le point P est a l'origine. On paramétrise P en fonction de I'angle § comme sur

la figure.
Observation Le centre du cercle bouge en fonction de #. En fait, le centre varie suivant (Tf) )

On connait le paramétrage d’un cercle

x(0) = rcosb,
y(0) = rsind.

Ainsi, on a

3

x(0) = rcos(—0 — §),

3

y(0) = rsin(—60 — %).

[N}

On combine le déplacement d’un point autour de 'origine avec le déplacement du centre
de la roue pour obtenir
rcos(—6 — E)) (7"9)
P= . 20 )+
( rsin(—0 — %) r
_ (—rsmH) n (7“9) ‘
—rcosf r

Cette équation est le paramétrage de P. La paramétre est #; il varie dans [0, +00).
Voici la trajectoire que I'on obtient pour 6 € [0,47 + §] :
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Exemple 2.2.3. Droite dans I'espace. Une droite d est déterminée
par un point Py et une direction dy. C’est 'ensemble des points { Py +
tdy |t € R}. Un paramétrage s’obtient par

o(t) = Py + tdy.

Comme l'illutriste ces exemples, le paramétrage peut s’écrire de deux facons : sous forme
vectorielle ou sous forme de systéme d’équations, soit respectivement

fl(t) Ty = fl(t)a
rw=| Y on n 2(8),
fn(?) Tn, = fnl(t).

Elles seront considérées comme équivalentes.
On introduit un peu de terminologie. On considére une courbe f: [a.b] — R" de classe C*.

Définition 2.2.3. La trajectoire de f est son image f([a,b]) C R".
Kok

Définition 2.2.4. Si f(a) = f(b), alors la courbe est dite fermée.
H A

Définition 2.2.5. Si f est injective sur [a,b) et sur (a,b], la courbe est dite simple. Au-
trement dit, la courbe est simple si elle ne s’intersecte pas elle-méme (sauf peut-étre aux

extrémiteés).
KAk

Définition 2.2.6. Une courbe fermée et simple est appelée une courbe de Jordan.
oAk k

Y

p— < sint )
Exemple 2.2.4. ~ \ cost
Soit les deux courbes suivantes :

1. f(t) = (cost,sint)T, t € [0,27]; ¢
2. g(t) = (cost,sint)?, t € [0, 4x]. 0 >
Leur trajectoire est le cercle de rayon 1 dans < 0) <1
R? pour toutes les deux. Elles sont toutes les
deux des courbes fermées, puisque f(0) = f(27)
et g(0) = g(4m).
La courbe f est simple, donc également une courbe de Jordan, mais la courbe g n’est
pas simple, car g(7) = g(3m). (La courbe g trace deux fois le cercle.)
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Exemple 2.2.5. Lemniscate de Bernoulli. La courbe paramétrée par

sin 6
1+ cos?6
sin 6 cos 6
1+ cos26

avec —m < 6 < 7, s’appelle une lemniscate de Bernoulli. Ce n’est pas une courbe simple,
comme on peut le voir dans sa trajectoire dessinée ci-haut. En effet, on voit que ¢(0) = ¢(7).
Par contre, c’est une courbe fermée.

\/\NM Les lemniscates forment une famille de courbes définie comme étant le lieu géométrique des points
M tels que P

|3TE|| - |MF'| = |OF |, o B
@)

ou F et F’ sont deux foyers et O est est le centre.
Pour trouver le paramétrage, on pose

M
i=OM, p =,
p
¥ = FM, b= @ — . a—

et on définit & comme 'angle /FOM.

On utilise la relation b*> = (7 — @) - (7 — @), ce qui donne b* = ||7]|? + ||&||> — 27 - w. Cette dernicre se
réécrit b2 = p? + a? — 2pa cos a.

On pose ¢ = | M F'||. Le méme argument que ci-haut nous donne M
la relation ¢? = p? + a? — 2ap cos(m — ). On combine nos équations ; c \
on cherche a avoir b2c? = a*, ce qui donne (p? + a? — 2pa cos a)(p? + , \b

a’?+2apcosa) = a*. Ceci se simplifie en p?[p? —2a2(2 cos? a—1)] = 0. AR A
F’ a O a F
On obtient p? = 2a%(2cos? @ — 1). En utilisant l'identité 2 cos? a — 1 = cos(2a), on a I'équation sous
forme polaire |p| = v/2ay/cos(2a). Puisqu’il y a une valeur absolue du coté gauche, on restreint o de sorte

que cos(2a) soit positif. On a donc « € [—%, ﬂ U [%ﬂ, 57”} Le paramétrage est

( cos ay/2a/cos(2a) )

ler) = sin avv/2a+/cos(2)

\/\/M \/\/m' Enfin, pour obtenir le paramétrage mentionné au début de ’exemple, on définit implicite-
ment la variable 6 par

{ cosf = tan a,
et

siae [f%,g] sinf < 0, sia € [%,%]

cosf = tan a,
sin@ > 0,

et on utilise les identités

1 . tan o 1 — tan? «
cosqy = —— siha = ———— et cos(2a) = —_—
1+ tan® o

\/1—|—tan2a’ V1 + tan? «

Ici, 6 varie entre —7 et m. Les détails sont laissés au lecteur.
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Exemple 2.2.6. Image d’une courbe. Soit 7:[a,b] — R™ une courbe et soit f:R"™ — R™.
La composée f o~:[a,b] — R™ est une nouvelle courbe.

Par exemple, on prend 7: [0, 2] — R? définie par

(0) = (cos0+ }1> ‘

sin @

22— o2

On considére f(z,y) = ( 2xy

). La nouvelle courbe, image de f, est

2 cosfsin 6

foy(8) = f(cosh + L,sing) = ((Cose+}1)2—sin26)_

A A

O

Une partie plus difficile est de trouver un paramétrage lorsque la trace d’une courbe est
donnée. Ce probléme sera discuté la Eection 2274,

2.2.1 Dérivée et vecteur tangent

On définit la dérivée d'une courbe f:[a,b] — R™ par le quotient différentiel usuel. Pour ce
faire, on définit d’abord une notion de limite dans R".

Définition 2.2.7. Soit {am }men C R™ une suite, ott @y, = (am1, - -, amy)’. On dit que la
suite converge vers a = (ay,...,a,)T € R, noté

lim a,, = a,
m—0o0

si limj yo0 am; = aj pour j = 1,...,n. On note la convergence également par a,, — a

lorsque m — oo.
kKK

Deux points dans I'espace sont proches si chaque composante du premier est proche de
la composante respective du second ; ¢’est pour cette raison que la convergence de la limite
est définie ainsi.

\/\Nﬂ Remarque. La définition donnée ci-haut s’énonce de fagon équivalente avec les « €, » comme suit :
pour tout € > 0, il existe NV tel que

m >N = |an —af <e.

Les « €,6 » ne seront pas utilisés dans le contexte de ce cours.
ok ok
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\/\Nu Exercice. Montrer que ces deux définitions de convergence sont équivalentes.

Définition 2.2.8. La dérivée de f au temps t est donnée par

lorsque la limite existe.

f(t) = lim

ft+h) - ft)
h

kokokok

Si f(t) est le vecteur (fi(t),..., fo(t))T € R™, la dérivée f'(t) existe si et seulement la
dérivée existe pour les n composantes :

fi(t)
fi)y=1 -
fn(®)

Exercice 4. Montrer cette propriété de la dérivée.

Exemple 2.2.7. On rappelle que f(t) = (cost,sin t)T paramétrise un cercle de rayon un.

La dérivée est donnée par

, cos' t —sint
Fit) = <Sinlt> - ( cost )

La dérivée est un vecteur de R"™. On discute de son interpré-
tation géométrique. Soit h > 0 petit et fixé. Le vecteur

Ty = f(t+h) = f(?)

est le vecteur sur la figure ci-contre. C’est le vecteur allant de
f(t) vers f(t + h). Lorsque h tend vers 0, T}, tend vers 0, mais
on voit que plus h est petit, plus T}, s’approche de la tangente
a la courbe. Lorsque f’(t) existe et est non nul, on lappelle le
vecteur tangent, car sa direction est la méme que la tangente.
La norme (ou la longueur du vecteur) représente une « vitesse »
de parcours. Le sens du vecteur donne le sens du parcourt de la
courbe.

Définition 2.2.9. 1. Lorsque f’(t) existe et est non nul, on Pappelle le vecteur tangent a la
courbe en f(t). Si f'(t) = 0 ou si f'(t) n’existe pas, alors on dit que la courbe n’a pas
de vecteur tangent en f(t).
2. Le point f(t) est dit régulier si f’(t) existe et est non nul. Si tous les points de la courbe
sont réguliers, on dit que f est réguliere.

Xokokk
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Exemple 2.2.8. On revient au paramétrage du cercle f(t) = (cost,sint)” F'®)

et sa dérivée f/(t) = (—cost,sint)”. On voit que f’(¢) est non nul pour
tout ¢, donc le cercle posseéde un vecteur tangent en tout point, comme on
le voit sur la figure. C’est une courbe réguliére.

Exemple 2.2.9. Courbes sans vecteur tangent en un point.

Soit f(t) = (,|t|)T. Cette courbe n’a pas Soit g(t) = (t2,+3)T. Cette courbe n’a pas
de vecteur tangent en t = 0, car fo(t) = |[t| de vecteur tangent en ¢ = 0, car la dérivée
n’est pas dérivable. La trajectoire possede en t = 0 est le vecteur nul. La trajectoire
un coin. posséde un point de rebroussement.

\/\/m. Il y a également des exemples artificiels. Par exemple, la courbe (t) = (¢3,¢3) n’a pas de vecteur
tangent en ¢(0) = (0,0), mais sa trajectoire est tout simplement la droite y = z, qui n’a évidemment
aucun coin ou point de rebroussement.

Remarque. Une courbe réguliére est parfois appelée lisse, car une courbe réguliére n’a ni
coin, ni point rebroussement, elle semble « parfaite » en tout point. Notez par contre que
certains auteurs utilisent le terme « lisse » comme un synonyme pour « de classe C*° ».

\/\NM Un point qui n’est pas régulier est appelé point critique. Leur étude est trés importante pour la
compréhension des structures géométriques abstraites, mais dépasse le contenu du cours.

Kokockx

Propriétés de la dérivation de f:R — R"

L (f()+9(®) = f'(0)+d'(1);
2. Regles de Leibniz :

2.1 Pour a: R — R différentiable, on a <a(t)f(t))/ =d(t)f(t)+alt)f'(t);
2.2 (f(t) ® 9(75)>/ = f'(t) e g(t) + f(t) @ ¢'(t), ou e est le produit scalaire;

/
2.3 Pour f,g:R — R3, on a <f(t) X g(t)) = F1(t) % g(t) + F(t) x ¢'(t), ont x est le
produit vectoriel ;
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3. Dérivation en chaine :
3.1 Sia:R — [a,b], alors (f oa)(t) = f'(a(t))d(t).

3.2 Si A:R" — R™, alors (Ao f)/(t) = Jacsy (A) f(t), ot ici on fait le produit matriciel
entre Jacy(A) qui est de dimensions m x n et f'(t) qui est de dimension n x 1;

3.3 En particulier, si A:R"™ — R, alors (Ao f)(t) = VA(f())- f'(t).

Démonstration. Posons f = (f1,..., fn)T et g = (g1,...,90)".
1. On fait le calcul composante par composante :

VENOEFNON
(£6)+ (1)) =

£400) + g, (1)
=) +4'®.

2.1 Méme démarche qu’au point 1.
2.2 On laisse tomber le ¢ pour alléger I’écriture. D’une part on a

(f . g>/ = (é fi%)l

Z f gi + flgz
=1
et d’autre part, on a
n n
fleg+fed => floi+>_ fig.
i=1 i=1

On constate qu’il y a bien égalité.
2.3 D’une part, on a

. f293 — f392
UXQ)I —f193 + f391
J192 — fogn

f593 + fag5 — f592 — f395
= | —flgs — frgs + foo1 + f39]
192 + fi95 — fog1 — fagy
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et d’autre part

1593 — 1592 fagh — f3d)
ffxg+fxgd =1 -figs+ fhor | + | —f1d5 + f39]
flge — fosm f195 — fagh

fhgs — fhga + fagh — f3dh
= | —flgs + figr — fig5 + f39]
f192 = fho1 + figh — f29}

On constate qu’il y a bien égalité.
3.1 Méme démarche qu’au point 1.

\/\N' 3.2. On pose Lz = dA(Z) la jacobienne de A au point Z. Par définition de la dérivée au point &,

on a

A(Y) — A(@) = Lz(§ — &) + R(§ — 2),
et
ft+h) = f(t) = f({)h+ R'(h),

ot |R(7 — @)||/||7 — Z|| — 0 lorsque § — & — 0 et ||R'(h)||/|h] — 0 lorsque h — 0.
On remplace par ¢ = f(t + h) et &= f(t)

A(f(t+h)) = A(f(t) = Ly (f(t+R) = f(8)) + R(f(t+h) — f(1))
= Loy (f'(©)h + R'(h)) + R(f(t+h) — f(t))
=Ly (f'(t)h) + L(R'(R)) + R(f(t+h) — f(1))

= (Lyty o () ) h+ [Lyioy (R (1) + R(S (¢ + 1) = 1(1))]

=M (h)

Ici Ly o (f'(t)) est une application linéaire. Il suffit de montrer que M est un o(h) pour conclure que
Lyayo (f'(t)) est la dérivée de Ao f au point .
Puisque L) est linéaire, il suit que Ly (R'(h)) est un o(h). Pour l'autre partie, on a

R(f(t+h) - f(t) _ (R(f(t+h)—f(t))) (f(t+h)—f(t)>
(t

h fi&+h)— f(t) h
—0 —f'(t)

lorsque h — 0, donc R(f(t+ h) — f(t)) est un o(h).
3.3 Enfin, on a que Ly o (f'(t)) = VA(f(t)) - f'(t), car Lz = VA(Z), donc le produit de matrices donne

oA oa [T o4 » oA,
(2 )| |- aenor et gt .
0
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Exemple 2.2.10. Courbe sur la surface d’une sphére. Soit f: [a,b] —
R™ une courbe telle que || f(¢)|| = C pour tout ¢ € [a,b], ou C' € (0, c0) g
est une constante. Ici ||v|| désigne la norme d’un vecteur v dans R".
Alors f(t) et f'(t) sont perpendiculaires pour tout . v

Démonstration D’abord, on a ||f(t)||? = fi(t)2+ -+ fn(t)? = f(t) e f(t) = C? pour tout .
En dérivant, on obtient

d d

S0 f(1) = SCP=0

= f(t) o f(t) + f(t) o f'(1).

On voit que 2f'(t) ® f(t) = 0, d’ou f(t) et f'(t) sont perpendiculaires.

2.2.2 Intégrale de courbe

Il y a plusieurs types d’intégrales a étudier. En voici une premiére qui sera utile sous peu.

Définition 2.2.10. Soit f:[a,b] — R™ une courbe continue. On définit ’intégrale de courbe
de f par

f; fi(t)dt
b
/b f(t)dt — fa f2<t)dt

J2 fa()dt

lorsque les n intégrales existent.
kK

Notons que l'intégrale de courbe existe si toutes les f; sont continues. Le résultat de
I'intégrale de courbe est un vecteur et non un nombre.

\/VW Exemple 2.2.11. Centre de masse d’une courbe. Soit f:[a,b] — R™ une courbe de classe C*.
Supposons que la courbe ait longueur ¢ et une densité uniforme de 1. (On verra a la Eeclion 223
comment calculer la longueur d’une courbe.)

Si ||f'(t)]l = 1, alors son centre de masse est donné par
b
L1 1 J, h®)dt
a [ f2(t)dt

Le centre de masse d’un cercle est, bien stir, son centre. Le centre de
masse du demi-cercle supérieur f(t) = (cost,sint)T, ¢ € [0, 7] est

-1 " cos tdt 1
g=1 foﬂ _ (g) .
™\ [y sintdt m
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Lemme 2.2.12.

(Inégalité du triangle) Soit f:[a,b] — R™ une courbe continue (donc

intégrable). On a alors I'inégalité du triangle pour les intégrales de courbes

b b
/ F(t)dt] < / 1F()a.

Wil

a savoir pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que si |t; — t2]| < J, alors || f(t1) —

aaussi |fi(t1) — fi(t2)| <epouri=1,...,n

Soit £ > 0 et soit un § > 0 qui assure la continuité uniforme. Soit P = {a =tg <1 < ---

Démonstration. (Il est recommandé d’avoir fait analyse 2 pour suivre cette démonstration.) On
utilise la propriété qu'une fonction continue sur un intervalle compact est uniformément continue,

f(t2)|| < e. En particulier, on

<ty <ty=

b} une partition de [a, b] telle que tel que ;41 —¢; < J. Pour alléger la notation, on pose

et

inf  fi(t)

m;k
75
[.7 1!t]

M =

sup fr(t).

[tj+1.t5]

Puisque fj est uniformément continue et t;11 —t; < d, on a que M; < m; + ¢. Ainsi, on obtient

¢
f1, ; Mja(tin —15)
f ¢
n P 2 Mjn(ti1—1;)
=0
‘ Mja
< Z(’fjﬂ — ;) :
7= Mjn
¢ mj1 +e
< Z(tj-i-l —t5) :
=0 Mjn + €
¢ mj,1 €
=Y (ti1—t5) : +(b—a) (*)
=0 Mjn €
Pour continuer, on remarque que \/m?, +---+m3, < VA®Z 4+ fn(0)?2 = ||f®)] quelque soit t €
[tj,tj41]. Il s’ensuit que pour tout t € [t;,t;41], on a
mj1
<fol < sup (@]
€[ty tit1]
Mjn

On utilise cette inégalité dans (*) ci-haut :

¢
*) < Z (tj+1 —t5)
=0

sup
titi+1
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Cette inégalité est vraie pour toutes les partitions de [a, b] dont la largeur est plus petite que §. Puisque || f||
et chaque f; sont integrables il existe une suite de partitions (P,) telles que la largeur de P, est plus petite

que 6 et S(fi, Py) — f fu@®)dt et S(||f]l, Py) — f | £(t)]|dt lorsque g — oc.
Par ce qui precede on a

Sl Pg) +&(b = a)v/n.

fl,
fn»

Si on laisse ¢ — oo, on obtient

b
< / 1£(B)lldt + (b — a) V.

| /abf@dt

cette derniére inégalité est vraie pour tout € > 0. Si on laisse € — 07, on obtient I’inégalité souhaitée.

O

Exercice 5. Théoréme fondamental du calcul (version vectoriel). Démontrer les deux par-
ties de I’énoncé du théoréeme fondamentale du calcul, a savoir :
Soit f:]a, b] — R™ une courbe continue.

1. On pose F(t f f(x)dz. Alors F est dérivable sur (a,b) et F'(t) = f(t).

2. Si f est derlvable et f’ est continue sur [a,b], alors f; f(x)dz = f(t) — f(a) pour tout
t € la,bl.

2.2.3 Longueur d’arc

Soit f:]a,b] — R™ une courbe continue. Soit P une partition finie de [a,b], ¢’est-a-dire m
nombres ¢; tels que a =ty <ty <tg < --- <tps1 =0. Pourt=0,1,...,m — 1, on pose

¢; = longueur du vecteur f(ti+1) — f(;)
= [[f(ti+1) — f()]]
et on définit ¢(P) = Z?g}l ¢;. Enfin, on pose P = { P | partitions finies de [a, b]}.
f(tm)

Figure 1

Définition 2.2.13. On dira qu'une courbe continue f: [a,b] — R™ est rectifiable si

sup {(P) < oc.
pPeP

Dans ce cas, le nombre L(f) = supp {(P) est appelé la longueur de la courbe ou la longueur

d’arc.
kokokk
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Lemme 2.2.14. Une courbe de classe C! est rectifiable.

Remarque. Rappelons qu’une courbe f est définie sur un intervalle [a,b] fermé et borné
(compact). Cet hypothése est essentiel, car une fonction g: (a,b) — R" de classe C! peut

avoir une longueur infinie.
ok Kk

Démonstration. Puisque f’ est une fonction continue sur un compact, elle est bornée par
une constante M, donc [|f'(t)|| < M pour tout t € [a,b]. Ensuite, par le théoréme des
accroissements finis, pour tout t1,te € (a,b), il existe £ € (a,b) tel que

1f(t2) = f(t)[l = ILf (Ot — t1] < M.

Soit maintenant P = {a =ty <1 < ... <tpm—_1 < t;n = b} une partition de [a,b]. On a

znmﬂ F&5)]
= > IFED N1 — 1] (o0 & € [t):tj+1))

— ]

A
]
=
T

0
Proposition 2 2.15. Soit f:[a,b] — R™ une courbe de classe C'. Sa longueur d’arc est

donnée par L(f f I/ (1)]|dt < co.

Avant de falre la démonstration, discutons de I’heuristique. Pour une partition P, =
{a=ty<ti<...<tm<tmy1 =0}, ottjs; —tj="2% ona

=3 15) - 7l =Y f“j;)jfjtj : \m—m |
j=1 J=1
z_: t] 1

On reconnait presque ici une somme de Riemann. Lorsque n — oo, on voit que t; —t;_1 — 0,

()= f(tj-1)

donc le quotient ! 7~ devrait tendre vers f'(t) et la somme devrait tendre vers une
J I
intégrale.
Ainsi, ¢(P,), la somme des longueurs des segments ¢; = || f(tj41) — f(t;)]|, s’interpréte

comme une somme de Riemann.
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Démonstration de la [proposition 2.2.13. 1l est clair que f; | f/(t)]|d¢ est finie, puisque f’ est
continue sur un compact, donc ||f'|| < M sur [a, b].

(<) Commencons par montrer que L(f) < f; Ilf/(t)]|dt. Soit P={a=ty<t1 < <tmo1 <
tm = b} une partition de [a, b]. Remarquons que ftii*l f(#)dt = f(ti41) — f(t;), donc

tit1 tit1
"(t)d ! dt.
/ 0 tH s/ 10t

() — F(8)] = \

Il suit que
m—1
(P) =D (If(tivr) = f(83)]]
=0
m—1 tiv1
< Lf/ ()| dt
>

- [

Autrement dit, on a ((P) < f || f/(t)]|dt pour toute partition P de [a,b]. On conclut que
supp £(P) < [ 11f(1) ||dt

\/\N' (>) On montre maintenant que L(f) > f: I/ (¢)||d¢t. Puisque f est continue sur [a, b], un compact,
f! est uniformément continue. Soit € > 0 et soit un § > 0 qui assure la continuité uniforme. On
considére une partition P = {a = tg < t1 < -+ < ty—1 <t = b} telle que |t;11 — t;] < J. Par continuité
uniforme, pour tout ¢ € [t;,t;11], on a

ILF @I < 1@ = £ @I+ I @< e+ 1)

On obtient 'estimation suivante

/t rwlar < / )+ oa

i t;
= [|f' ()l (tiva — ts) + e(tivs — ts)

= ﬁii+1f’(ti)dtH + €(ti+1 — tz‘)

= |1 = @ + 7@ + (i )

<= o s ou] s

< / i ||f/(tz) _ f/(t)“ dt + Hf(tz-‘rl) - f(tl)” + E(ti-i-l - t’t)
S

<e
S f(tipr) = f(t)]] + 2e(tipr — )

65



On fait la somme sur i pour obtenir

m—1 tit1 m—1 m—1
> / £/ @)t <> F(Eigr) = FE)I +26 D (tiyr — 1)
i=0 Yti i=0 i=0

ce qui devient
b
/ I£(2)1dt < €P) + 2:(6 ) < sup (P) +2e(b — @) = L(f) +25(b — a).
a S

Comme ceci est vrai pour tout € arbitrairement petit, on obtient I'inégalité souhaitée.
0

\/\N' 11 est possible d’étendre la proposition a une classe de courbe un peu plus générale. Si on suppose que
la dérivée de f est continue seulement sur (a, b), alors il est possible que lim;_,;- || f/(¢)|| = oo, donc
I'intégrale de la proposition serait une intégrale impropre. Il est alors suffisant que les intégrales impropres
convergent.

Corollaire 2.2.16. Soit f:[a,b] — R™ une courbe dérivable. Supposons que f’ soit continue sur (a,b). Soit
€ (a,b) fixé. Si les limites

s M
. / . /
Jm [pwia e m o [

existent, alors f est rectifiable et la longueur de f est donnée par

M
lim £/ ()| dt.

m—a
M—b—

Démonstration. On pose F(z) = [ ||f'(t)||dt (vu comme une intégrale impropre) pour z € (a,b) et F(a) :=

f £ (®)]|dt (vu comme deux intégrales impropres).
Par hypothese c’est une fonction bornée. Pour = € (a,b), on a

- . r xz+h
F( +h}1 F( ):}11/96 1/ () |dt = [|f ()]

lorsque h — 0, par la démonstration du théoréme fondamental du calcul (I'intégrale n’est pas impropre, ici).
Ainsi, F est continue et dérivable sur (a,b). Ensuite, on fixe y € (a,b). On a

ine -t (o) = tim [l = i ([ [ irwia= ([ [T irome-o

donc F' est continue en a. De plus, il est clair que F est continue en z = b, puisque f; I/ @®)||dt —
f £ (t)||dt = F(b) lorsque  — b~

On remarque, comme derniére propriété, que F' est une fontion croissante, puisque F’(¢) = || f'(¢)|| > 0
pour tout ¢.

On montre d’abord que f est rectifiable. Pour tout ¢ < d, on a

1£(d) = f(o)ll = ‘ t)dt

/ 18t

F( ) < F(b), (car F'(a) =0 et F est croissante).
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11 suit que ¢(P) < F(b), comme & la proposition précédente, donc L(f) < F(b) — F(a).
On pose L, (f) la longueur de f sur I'intervalle [a + 2,b— 1]. Pour chaque n, on a

-
Fo-3)-Fla=1)= [ "IrOk= L) < 20

En laissant n — oo, on obtient
F(b) = F(a) < L(f).

On a donc montré que F(b) < L(f) < F(b), c’est-a-dire que L(f) = F(b), comme voulu.

On fait quelques exemples de calcul.

Exemple 2.2.11. Circonférence du cercle. On paramétrise un cercle de rayon r et de centre
(z0,v0) par f(t) = (zo +rcost,yo + rsint)T, avec t € [0, 27].
On a
f'(t) = (—rsint,rcost),

I ()]l = Vr2sin?t + r2cos2t = r,

2m
= L(f) = /0 rdt = 27r.

Exemple 2.2.12. On revient a I'exemple 2.2.3. On paramétrait un point sur une roue de

rayon r par
p_ (—rsm@) n (r@) -
—rcosf r
Calculons la distance parcourue par P lorsque la roue fait un tour. Pour faire un tour, 6
varie entre 0 et 27. On a

;[ —rcosf+r
P_( rsin 6 )

|P'|| = \/(r — rcos6)2 4+ r2sin 0

= V1 —2cos + cos? f + sin? 6
= V2rv1—cos @
On utilise l'identité cost = 1 — 2sin®(%) ; on obtient ||P’|| = 2rsin(%). On a

2

2w 21
L(P) = / |P||dt = / 2rsin(%)dt = —4r cos(%) ;= 8.
0 0
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Exemple 2.2.13. Soit la rotation d’'un angle 6 fixé
A (cps@ —sm@) '
sinf  cosf

C’est une application linéaire, donc elle agit sur un vecteur ¥ par

cosf) —sinf x\ [ xcosf —ysinfd

sinf  cosf y ) \xsinf+ycosh )’
Soit f:[a,b] — R? une courbe. Montrer que Ao f & la méme longueur que f. Autrement
dit, faire la rotation d’une trajectoire ne change pas sa longueur.

Solution. L’application A est elle-méme sa dérivée, car elle est linéaire, donc sa dérivée est
constante et vaut A. (On peut aussi le calculer directement.) On a donc

(Ao f)(t) = Af'(t),

par le point 3.2 de la proposition. On montre que ||Af'(¢)]| = ||f'(¢)||, donc que la longueur
d’un vecteur est la méme que la longueur de sa rotation. De fagon générale, on a

|AZ|? = xcost —ysinf ?
||\ xsinf + ycosh

= (zcos® — ysinh)? + (zsinh + y cos §)?

= (22 cos? 6 — 2y cos O sin O + 1% sin? )
+ (2% sin? 0 + 22y cos O sin 0 + 32 cos? 0)

= 22 cos? 0 + 2% sin” 0 + y? cos® 0 + y? sin’ 0
2,2 =112
=" +y° = |7

On a donc

b b b
L(Aof) = / I(Ao fY(t)]dt = / LA (1))t = / 1 (lldt = L(f).

Exemple 2.2.14. Approximer 7. Il est généralement accepté que la circonférence dun
cercle est 27 (soit comme définition de 7 ou comme conséquence d’une autre définition).

On divise le cercle en n points :

a=(8) = (Sf8). e ().
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Par I'exemple précédent, on sait que la longueur est préservée lorsque l'on effectue une
rotation. Cela signifie que I'arc de cercle entre z; et z;11 a une longueur de %ﬂ et les

segments [z, zj11] et [20, 21] ont la méme longueur.

Soit
cos 0
1(0) = ( sin @ )

un paramétrage du cercle. Par 'inégalité triangulaire, on a

27
2

2r 2
|21 — 20| = H/ ¥ (0)de|| < / 17 (0)]|d6 = —
0 0 n

nlz =zl i 1on peut calculer lz1 — zo0l||, cela donnera une approximation

- ()

On a donc © >
par défaut de .
Si on prend n = 6, alors on a

L (Cos(

sin(

R wly

et donc ||z1 — 2p|| = 1. Il s’ensuit que 7 > 3.

Exercice 6. Faire comme a I’'Exemple 2.2.10 pour montrer les propriétés suivantes de la

longueur d’arc.
a) Si D est une dilatation d’un facteur A € R, alors L(D o f) = AL(f). Ici, D est définie

L (A
par Dx = (/\y)‘

b) Si T est une translation par un vecteur ¥, alors L(T o f) = L(f). Ici, T est défini par
TZ = Z+ 0. (Attention! La dérivée de T n’est pas T elle-méme, car T n’est pas linéaire.
Montrez d’abord que la dérivée de T est la matrice identité.)

c) Si R est une reflexion selon 'axe des x, alors L(R o f) = L(f). Ici, R est défini par

ri= (1)),

\/\Nu d) Refaire le ¢) avec une reflexion selon un axe 7 faisant un angle 6 avec axe des .

Exercice. Construire une courbe de longueur infinie. Soit fo:[0,1] — R? la courbe définie par
fo(t) = (t,0)T. Soit les quatres transformations affines suivantes :

Ty(z,y) = % (;)

Ts(z,y) = (translation de (%7O)T) o (Rotation de 450) o (dilation de %)

Ts(z,y) = (translation de (1, %)T) o <Rotation de —450) ° (dilation de ﬁ)

wen=3(0)+ (1)
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Ensuite, on définit une suite de courbes f,, de la fagon suivante. D’abord, on définit f par
Ty 0 fr_1(t), siteo,1]
Tyo fn1(t—1), sitell,2]
Tz0 fn1(t—2), site[2,3];
Tyo frno1(t—3), site[3,4];

a) Soit n > 1. Montrer que || frt1(t) — fu(t)]] < %an(t) — fa—1(t)]]. Déduire que ||fr11(t) — fn(®)] < %,
ou M est une constante. Conclure que {f,,(t)}22, est une suite de Cauchy.

On pose f(t) la limite de f,(¢) lorsque n — oo. On peut montrer (on le tient pour acquis) que
[ fn(t) = F)|| € %524 pour tout ¢ € [0, 1], donc la convergence est uniforme et la limite f est continue.
(Se référer au cours d’analyse 1 ou 2 pour les détails.)

b) Montrer que L(f,) = $L(fn-1) + %L(fn_l) + %L(fn_l) + 2 L(fn-1) et calculer la longueur de f,.
¢) Montrer que L(f) > L(f,) pour tout n.

(Indice : Montrez que pour chaque n, il existe une partition P,, qui atteint le suprémum de L(f,).)
d) Déduire que f a une longueur infinie.

Remarques. 1. La courbe f est fractale. Sa dimension fractale est strictement entre 1 et 2.
Ce fractal est connu sous le nom de flocon de Koch. 1l est aussi intéressant de noter que
la limite f est nulle part dérivable. De plus, c¢’est un exemple de courbe uniformément
continue qui n’est pas lipschitzienne.

2. Cet exercice illustre pourquoi la H&finifions 22 T3 est donnée en terme de partitions,
plutdt qu’en utilisant f: |/ (t)||d¢ : la définition HEAnifions 2713 est valide pour les
courbes non dérivables, comme dans cet exercice. C’est ce qui permet de parler de la
longueur de f; sinon la notion de longueur n’aurait pas de sens pour f. Evidemment,
pour les courbes de classe C, il est bien plus commode d’utiliser l'intégrale que les
partitions pour calculer la longueur d’arc.

kokokok

Exercice 7. Concaténation. Soit 7i:[a,b] — R™ et y2:[b,c] — R™ deux courbes de
classe C'!'. Supposons que v1(b) = 7o(b). On définit alors la concaténation de vy et o

comme la courbe y#7v2: [a, ] = R”
v (t) sité€[a,b];
v2(t) site bl

M#e(t) = {

1. Montrer que v;#72 est de classe C'! sur [a,b) U (b, ] et que

lim (y1#72)'(t) et lim (y1#72)'(t)
t—b t—bt
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existent. Déduire que (y1#72)" est bornée.
Montrer que y;#7v2 est rectifiable.

Montrer que L(v1#£72) = L(m) + L(y2).
Calculer la longueur de (t) = (¢, |t])T, out € [—1, 1], en considérant cette courbe comme
concaténation de deux courbes de classe C.

¥

1
Par I'exercie précédent, on peut introduire la définition suivante.

Définition 2.2.17. Une courbe de classe C'! par morceaux est la concaténée d’un nombre

fini de courbes de classe C1.
kokskk

Ainsi, les courbes de classe C! par morceaux sont rectifiables et satisfont a la formule

Liy#-#7m) = > _ L(v)).
j=1

2.2.4 Courbes équivalentes

Il est souvent possible de paramétrer la méme trajectoire par deux courbes différentes. Pour
que la longueur d’arc corresponde a la notion intuitive de longeur, il est naturel de vouloir
que la longueur soit la méme pour une trajectoire peu importe comment elle est paramétrée.
Ceci méne a la notion de courbes équivalentes.

Définition 2.2.18. Soit f:[a,b] — R" et g: [, f] — R™ deux courbes continues. On dit que
f et g sont équivalentes s’il existe une fonction wu: [a, b] — [, f] telle que
i) u(a) = a et u(b) =p;
i1) wu est dérivable et strictement croissante ;
iii) g(u(t)) = f(t) pour tout t € [a,b].
Une fonction u satisfaisant i), i) et iii) est appelée un changement de paramétre admis-

stble.
skokok

Théoréme 2.2.19. Soit f et g deux courbes de classe C' équivalentes. Alors
a) f et g ont la méme trajectoire;
b) f et g ont la méme orientation, c’est-a-dire le méme sens de parcours ;

¢) L(f) = L(g)-

Démonstration. a) Par iii), on a f([a,b]) = g(u([a,b])) = g([e, 5]), car u est bijective, par

b) On dérive I'égalité en 4ii) pour obtenir ¢'(u(t))u'(t) = f'(t). On voit que ¢'(u(t)) et f(¢)
sont colinéaires, donc ils ont la méme direction. De plus, par ii), on a v’ > 0, donc
g (u(t)) et f'(t) pointent dans le méme sens.

c) On a

B
Lig) = / 19/ (s)]lds
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=/ g (w(t))||n (t)dt (avec s = u(t), ds = u'(t)dt)
= ab g (u(t))u (t)||dt (car u/(t) est un scalaire)
= /b £ (®)l1de (par dit))
- L.

0

Remarque. Si on a u(a) = f et u(b) = « et v/(t) < 0, alors on dit que le changement de

paramétre renverse 1’orientation.
kK

L’exemple le plus simple pour renverser I'orientation est de prendre u(t) = —t, c’est-a-
dire obtenir I’équivalence par g(t) = f(—t).

Exemple 2.2.15. Montrer que les deux paramétrages du cercle suivant ne sont pas équiva-
lents :

f:10,27] — R? g: [0, 47] — R2.

cost cost
— ) t— )
sint sint

Solution. La longueur de f est le périmétre du cercle parcouru une fois, donc 27. Celle de
g est le périmeétre du cercle parcouru deux fois, donc 47. Si f et g étaient équivalentes, elles
auraient la méme longueur, d’ott f et g ne sont pas équivalentes.

Jusqu’a maintenant, le paramétrage d’'une trajectoire était déja donné. Le probléme
inverse de trouver un paramétrage d’une trajectoire donnée est souvent assez difficile. 1l
n’y a pas une maniére unique de le faire, mais comme le montre le théoréeme, les différents
pamamétrages préservent la longueur de la courbe.

Exemple 2.2.16. Soit la droite affine paramétrée par f(t) = (t,at + b)T. Trouver un
paramétrage équivalent de la forme g(t) = (h(t),t)”.
Solution. Cette droite & pour équation cartésienne y = ax + b, car (z,y) = f(t), donc x = t.
On exprime donc x en fonction de y. On a x = yT_b. On obtient donc le paramétrage en
t—b

-, C’est-a-dire

posant t =y et h(t)
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Exemple 2.2.17. Graphe d’une fonction. Soit y = f(z) une fonction de R — R. Son
graphe est le sous-ensemble {(z, f(x)) |z € R} de R?. Ceci définit une courbe que ’on peut

paramétrer par ¢(t) = (t, f(t))T. Ce type de paramétrage est appelé paramétrage de graphe.

Par exemple, pour la fonction y = v/1 — z2 définie sur x € [—1, 1], son paramétrage de
graphe est p(t) = (t,v/1 —t2)T. Cest le demi-cercle au dessus de 'axe des z.

Pour la fonction y = /z, en x = 0, la dérivée n’existe pas. On choisit plutot de
paramétrer comme le graphe d’une fonction de y : = y>. Le paramétrage de graphe est
alt) = (3,6)7. [Attention! L’ordre est important. On remplace y par t et z par y° = 3,
donc on obtient le couple (3,¢)7 et non (¢,¢3)7 ]

Exemple 2.2.18. Equations algébriques. Plusieurs trajectoires sont définies comme le lieu
géométrique des points (x,y) vérifiant une certaine équation f(x,y) = C. Par exemple, un
cercle de rayon 1 est décrit par 'équation 22 + y?> = 1. Bien qu’il n’y ait pas de méthode
générale pour traiter ces cas, le paramétrage de graphe ou les coordonnées polaires (voir le
prochain exemple) sont souvent utiles.

Par exemple, on considére I’équation zy? = 1. Si on peut isoler z ou y, alors on obtiendra
un paramétrage de graphe. Ici on a soit y = \/LE ouxr = ?% On choisit le second, car il n’y a

pas de racine. Le paramétrage est donc ¢(t) = (tl?’ t)T sur 'intervalle (—o0,0) ou (0, +00).

Remarque. Le paramétrage v(t) = (t, %) est équivalent, donc c’est également une autre

facon adéquate de paramétrer la trajectoire, mais on préfére ¢ pour éviter la racine carrée.

Exemple 2.2.19. Coordonnées polaires. On rappelle ici les coordonnées polaires. Chaque
point du plan (z,y) s’écrit comme en fonction de sa norme r = ||(z,y)7| et de I'angle

qu’il forme avec 'axe des x positifs § = /(x,y). La formule exacte de /(-,-) est un peu
compliquée puisque ce n’est pas une fonction continue. Une trajectoire C' s’exprime en
coordonnées polaires en exprimant chaque point (z,y) € C' par

{Jvzrcosﬁ

y =rsinf

2 2
Par exemple, trouvons le paramétrage d'une ellipse d’équation & + % = 1. Dans le but
d’utiliser I'identité cos?t + sin?t = 1, on pose x = v/3cost et y = /2sint. En remplacant
de I’équation de l'ellipse, on a
(V3cost)?  (v2sint)?
+
3 2
Ainsi, les points de la forme (v/3cost,v2sint)” se trouvent sur Iellipse.

= cos®t +sin’t = 1.

\/\N' Pour montrer que tous les points de ’ellipse sont de cette forme, on constate qu’il y a une bijection
entre ellipse et le cercle : Iapplication (z,y) — (v/3z,v/2y) envoie le cercle sur Iellipse. Son

inverse est (u,v) — (%, %), qui envoie 'ellipse sur le cercle, donc c’est bien une application bijective.

Ainsi, si un point de ellipse n’était pas atteint par notre paramétrage, alors celui-ci manquerait aussi sur le
paramétrage du cercle, ce qui est une contradiction.
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Exemple 2.2.20. Frontiére d’une région. Soit la région contenue entre la courbe x = y? et
la droite y = x — 2. Paramétrer la frontiére de la région.

La frontiére sera une portion de la parabole et une portion de la droite. On aura besoin
de leurs points d’intersection. On a

v =1 — 4z +4
0=a?—5x+4
0= (z—4)(z—1)
r=4 ou z=1.

z=(r—2)

Tt e

Les points d’intersection sont donc P; = (1,—1) et P, = (4,2).
On peut prendre le paramétrage suivant :

(t) = (i) L osite[-2,1]
et

fy(t)—(tjz), sitell,2].

Exemple 2.2.21. Intersection d'un cylindre et d’une sphére. Paramétrer la courbe d’in-
tersection entre le la sphére S : 22 + y? + 22 = 4 et le demi-cylindre C : 2% +¢% = 1,
z > 0.

On utilise les coordonnées cylindriques. Le cylindre est paramétré par

x = cos b,
y = siné,
z > 0.
On porte se paramétrage dans I’équation de la sphére :
cos?f+sin®0+22=4 = 1+22=14
et donc z = £1/3. Puisqu’on a z > 0, il suit que z = v/3. Le paramétrage recherché est donc
cos 6

~v(0) = | siné
V3

On reconnait ici un cercle dans le plan z = v/3.
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Exemple 2.2.22. Intersection d’un cylindre et d’un plan incliné. Paramétrer la courbe
d’intersection entre le cylindre C' : 22+ y> =1 et la plan P : ax + cz = 0, oil a,c € R sont
des constantes et ¢ # 0.

On utilise encore les coordonnées cylindriques. On remplace x par cosf dans ’équation

du plan, ce qui donne z = —% cosf. Ainsi, la courbe est
cos
v(0) = sin 0
—%cos @

Bien que l'on ait paramétré la courbe, il est difficile de dire ce qu’elle est. En fait, on
peut montrer que la courbe est une ellipse dans le plan P. Pour ce faire, on utilise un repére
dans le plan. D’abord, les vecteurs

—c 0
V1 = 0 et w=11
a 0

sont orthogonaux et appartiennent & P. On veut une base orthonormée de P, donc on
remplace v; par v := v1/||v1||. Ainsi, le plan correspond aux vecteurs (z,y,2)” tels que

_ C

x VaZte? 0

0 +t
z —2 0

vV aZ+c?

On remplace z et y dans I’équation du cylindre :

<

I

VA
—_

s2c?

S
a? + c2

On voit que cela décrit une ellipse par rapport aux parameétres s et . Si on paramétrise

cette ellipse par
Va2 + 2 s .
§=————cosa 4det ¢ =sinq,
c

alors on retombe sur le paramétrage .

Exercice 8. Paramétrage par longueur d’arc. Soit f: [a,b] — R™ une courbe réguliére. Soit
¢ sa longeur. On définit g: [a,b] — [0, (] par

o(t) = / 1/ () ldr.

1. Montrer que g est de classe C.
2. Montrer que g est strictement croissante.
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Une fonction continue et strictement croissante est bijective sur son image. On tient
ce fait pour acquis. On a donc que g est bijective et ainsi son inverse existe. On note son
inverse g . B

3. On pose t = g~!(s), c’est un changement de paramétrage. Soit f = f o gL

que || f'(s)|| = 1 pour tout s € [0, 4.

4. Conclure que s = [; || f'(o)||do.

Montrer

Remarque. Le paramétrage par longeur d’arc peut se définir de la fagon suivante : on dit que
f est une courbe paramétrée par longueur d’arc si || f’|| = 1. L’exercice précédent montre
comment passer au paramétrage par longeur d’arc de sorte que la courbe de départ et la
nouvelle courbe soient équivalentes. Ainsi, il est toujours possible pour une courbe réguliére
de s’écrire sous cette forme. Cette forme permet d’exprimer la normale et la courbure de

facon plus simple, mais ceci serait plutot discuté dans un cours de géométrie différentielle.
Ak k

2.2.5 Surfaces paramétrées dans R”

Définition 2.2.20. On appelle surface paramétrée dans R™ une fonction ¥: D — R" ou
D C R2. Si ¥ est de classe CF, on dira que la surface est de classe C*. L’ensemble (D)
est appelé la trace de X.

Un point & € R™ est sur la surface s'il existe (u,v) € D tel que X(u,v) = Z. On dira que
T est multiple 1l existe au moins deux points (u,v), (u/,v") tels que X(u,v) = (v, v") = 7.
Une surface sans point multiple est dite simple.

Exemple 2.2.23. Soit ¥ la surface paramétrée par

rcosf

X(0,r) =] rsinf |,

Kokockox

r

ou (0,7) € D =10,2m) x (0,00). C’est une surface de classe C* et elle est simple. En effet,
on a

2(91, 7“1) = 2(92, 7“2)

r1 cos 01 r9 COS 09
& | rysinfy | = | rosinéy
T 72
=T1="T2
= cosfi = cosfy et sinf] = sin by (car rq,7m9 # 0)
= 01 =0y (car 61,605 € [0,27))
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La trace est un cone. En effet, on peut I'écrire
¥(D) = {r(cos,sind,0)" + (0,0,r)"'|6 € [0,27), r > 0},

c’est-a-dire une collection de cercles de rayon r translatés de r vers le haut.

Exemple 2.2.24. Soit D = [0,27) x (=3, %) et ¥: D — R3 définie par

cos f cos
¥(0,0) = | sinfcosgp
sin ¢

C’est une surface de classe C'*°. Elle est simple, car

Y(01, p2) = X(02, p2) = sinpy = sin 2
= Q1= P2 (car p € (=3, 5)

et

(car cos p1 = cos pa # 0)

cos 01 cos 1 = cos O3 cos P2
sin 01 cos 1 = sin 6 cos 2

=
sin 91 = sin 0y

{ cos 1 = cos 6y

=0 =

La trace de X est la sphére de rayon 1 centrée en 0 moins le pole
nord et le pole sud. Si D = [0,27] x (=%, 5], le pole nord est dans
la trace de ¥, mais c’est un point multiple, car (0,0,1)7 = 2(, 5)
pour tout € € [0, 27].

Exemple 2.2.25. Graphe d’une function. Soit D C R? et soit T .

f: D — R une fonction. Son graphe définit une surface paramé-
trée par X(z,y) = (2,5, f(z,y))T. C’est une surface simple et sa
trace redonne le graphe de f.

Par exemple, la fonction f(x,y) = 22 + y? sur le domaine
D = {(x,y) | 2% +y? < 1} donne la surface ci-contre. On I'appelle
un paraboloide.

.
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2.2.6 Vecteur normal et plan tangent d’un surface

Soit ¥: D — R3 une surface de classe C1.
On écrit explicitement 3 (u, v) sous forme pa-

v D
ramétrique
(u, v)
Y(u,v) = | y(u,v) u
z(u,v)
Soit 7y := X(up,vp) un point sur la surface.

On définit la courbe suivante

S1(u) = X(u,vo)

C1: courbe définie par
! P g1 5 R?

ou I = {ul(u,v9) € D} CR. On peut dériver S comme une courbe ordinaire

|

d ux(u, v0)

Ls1w) = | Syl w)
u 0

mz(u, o)

Q

On pose Tuo := S (up) ; ¢’est un vecteur tangent a la courbe en 7, donc tangent a la surface
2.

On répéte ce processus avec la coordonnée en v. On pose

Sa(v) = X(ug,v)

Cy: courbe définie par
2 P 6] S R?

ou J = {v|(ug,v) € D} C R. Ensuite, on dérive Sy et on obtient
0
d %
Lo =| 2
7 52() %y(l&mv)
v

On pose Ty, := S5(vg). C'est un vecteur tangent a la courbe Cy en 7j.
Enfin, on pose

N:=T,xT,

le produit vectoriel. On remarque que N #* 0 si T, et T, ne sont pas paralléles
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Définition 2.2.21. On appelle le plan engendré par T}, et T}, au point
7o le plan tangent a 3 lorsque N est non nul. Il est donné par P =
{27y +yTy +7o| =,y € R}.
kokokk
Le vecteur N est perpendiculaire au plan tangent, donc un vecteur
U appartient au plan c’est-a-dire qu'il s’écrit comme «T), a yT + 70,
si et seulement si ¥ — 7 est orthogonal & N : (7 — 7)) e N = 0.

Proposition 2.2.22. Soit ¥: D — R3 une surface de classe C1(D) et rg = %(ug,vp) un
point de la surface tel que N = T, x T1,|(u0 ) est non nul. Dans ce cas, le plan engendré

par T“u et T’U est tangent a toutes les courbes tracées sur > et passant 7.

Démonstration. Considérons la courbe f(t) = X(v(t)), ou v:[a,b] — D et y(ty) = (ug, vo).
Tout d’abord, en dérivant en chaine, on a f'(t) = dX(y(t))v/(t), donc en ty, on obtient
f'(to) = dX(ug,v0)7 (to). On a aussi

oz oa
Ou v 187€ col  2%col

dE(uO,Uo) = % % = ( Tu Tv )
9z 0z

ou  Ov (u0,v0)

Il suit, en faisant le produit matriciel, que
/ PP 71( 0) / 2, / 2,
o= (T 1) (B4)) =0T+ o)L
En calculant f'(ty) ® N, on trouve

f'(to) « N = (1 (to)Tos +72(t0)T,) @ [T x T,

=7 (t())[Tu ° (T Tv)] + ’Yé(to)[fv d (Tu X Tv)]
=0.

Ceci veut dire que le vecteur f/(¢y) tangent a f appartient au plan perpendiculaire a N.
O

Définition 2.2.23. Le point X(u,v) est dit régulier si N est non nul en (u,v). Si tous les

points sont réguliers, la surface est dite réguliere.
kkkk

Remarque. Une surface réguliére est souvent appelé lisse, puisqu’elle n’a pas de coin, de

point de rebroussement ou d’autres singularités.
kokokk

Définition 2.2.24. Le vecteur N = T}, x T, est appelé poduit vectoriel fondamentale, tandis

que le vecteur unitaire 7 = est appelé vecteur normal principal.

N
IV

Kokokk
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Exemple 2.2.26. Surface non réguliére (coin). Soit le cone X: [0, 27] x [0, 00) — R? donné

par ¥(0,r) = (rcos@,rsind,r)’. (Remarquez que ce n’est pas une surface simple a cause
des points (#,0).) On a

. —rsinf . cos
Tp=| rcost |, T, = | sinf |,
0 1
D 7 j k r cos 6
= N=TyxT,=|—rsinf rcosf 1|= | rsinfd
cos sind 0 —r

Notons qu’au point (0, 0, O)T, onalN = 6; la surface n’y est pas réguliére. En effet, au
« bout » du cone, il y a un coin.

Soit § = 2(90, To). OnaN = (7”0 cos By, ro sin Oy, —T’())
S est donné par ’équation cartésienne

T en ce point. Le plan tangent en

ro cos Op(x — rocosby) + rosinOg(y — rosinby) — ro(z — rg) = 0.

Exemple 2.2.27. Graphe d’une fonction. Soit D C R? et soit f: D — R. Le paramétrage
S(z,y) = (2,y, f(z,y)) paramétrise le graphe de f et la trace de ¥ est exacte le graphe

:

de f
On a ici
. 1 . 0
Tx = 0 s Ty - 1 )
Jx Jy
— . = ? j k _fx
01 f, 1

On voit que N #* 0 en tout point, donc c’est une surface réguliére.
Soit (zg,y0) € D et soit § = (:Eo,yo,f(xo,yo)) un point sur la surface. Alors le plan
tangent en s est donné par ’équation cartésienne

Jx(0,y0)(x — z0) — fy(20,y0)(y — vo) + (2 — f(x0,40)) = 0.
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2.2.7 L’aire des surfaces

Comment calculer l'aire d’une surface? On cherche une fagon de définir l'aire ayant les
propriétés suivantes :

1. Elle est bien définie pour toutes les surfaces réguliéres ;

2. Elle coincide avec 'aire des surfaces que ’on sait déja calculer, comme la sphére, le plan

(autrement dit, elle concorde avec I'intuition de la vie réelle) ;

3. Elle est indépendante du paramétrage choisi pour la trace.

Ce dernier point est trés important et sera démontré a la prochaine section. Il signifie
que l'aire est une quantité intrinséque de la surface, c¢’est-a-dire que 'aire est une propriété
de la trace et non du paramétrage, bien que ce sera a 'aide du paramétrage que I'on fera les
calculs.

On utilise une démarche similaire & celle pour la longueur des courbes de classe C1. On
utilisera des parallélogrammes comme approximation plutot que des segments de droites.

Soit ¥: D — R3 une surface de classe C''. Supposons d’abord que D est un rectangle
D = R. Soit P = Uij R;; une partition en rectangles R;; de R telle que R;; sont de

dimension Au x Av. Dénontons par F;; le parallélogramme engendré par AuT), et AvTy.
On a la formule

Aire(P;j) = ||AuT, x AvT,| = ||Nyj||Aulw.

Pour Au, Av petits, on a 'approximation Aire(X(R;;)) ~ AuAvHNin. En faisant la
somme sur tous les rectangles, on obtient une somme de Riemann. FEnsuite, en laissant
Au, Av — 0, on obtient

lim ZHNUHAUAU:// ||N(u,v)||dudv=// Ty x T || dudv.
Ao G R R

Définition 2.2.25. L’aire d’une surface ¥: D — R3 de classe C! est défini par

A(D) = //D I (u, 0) | dudv.

On utilisera la notation dS := || N (u,v)|| dudv et on appelera dS Uélément d’aire.
kkkk

Remarque. On pourrait vouloir étendre la notation d’aire & des surfaces qui ne sont pas de classe C!
\/\/\M en approximant la surface par des polyhédres, comme il a été fait pour les courbes. Cependant, il
y a des considérations plus subtiles pour les surfaces qui nous éloigneraient du contenu du cours, donc on se
contentera de définir I’aire pour des surfaces de classe C'*.

Exemple 2.2.28. Coéne tronqué. Soit la surface

—

T
%(0,r) = (r cos 9,rsin9,r> , D =1[0,2x] x (0,1].

Kkkok

1. On calcule les vecteurs tangents
Ty = (—rsin®,rcosf,0)T T, = (cos,sind, 1)7.
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2. On calcule le vecteur normal

IN| = v2r.

3. Enfin, on obtient I'aire

A(D) = //D V2rdrdd

2m p1
= / / V2rdrdd
0 0

2T
5
_[TV24_ o

0o 2

Exemple 2.2.29. Sphére de rayon a. Soit la sphére de rayon a centrée a l'origine. Voici une
fagon de paramétrer la sphére. D’abord, on paramétrise les points (z, v, O)T en coordonnées

polaires par
{ x =rcosf

y =rsinf

oit r € [0,1] et § € [0,27]. Pour un point sur la sphére (x,y, 2)”, on obtient le triangle
suivant ainsi que les relations trigonométriques

(z,y,2)7
.
COSQ = — =T = acosp
a a
z
. 2 .
sinp = — = z=uasingp
a
0 r (,9,0)T

On obtient donc le paramétrage

acos B cos ¢

¥(0,0)= | asinfcosy |,
asin ¢

(0,¢) € D =1[0,27) x (—%,T).

1. On calcule les vecteurs tangents

—asinf cos ¢ —a cos fsin @
Ty = | acosfcosp T,= | —asinfsingp
0 @ cos p
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2. On calcule le vecteur normal

~.

—asinfcosp —acosfsing
acosfcosep —asinfsinp
0 a cos

N=TyxT, -

o .

a? cos 6 cos? ¢
= a’®sin 6 cos? ¢
a2 sin? 0 cos ¢ i 2cos? 0 i
@sinp + a” cos” ¢ cos s p
a’ cos B cos® o
= | a®sinfcos® ¢

a’ cos psin @

3. On calcule la norme du vecteur normal

IN]|? = a* cos? 0 cos p + a* sin? 0 cos® ¢ + a* cos? psin®
cos™ gp(cos2 0 —|— sin? 0) + a* cos® psin? ¢

cos® o + a* cos® psin?

2 p(cos? ¢ + sin? @)

2

cos” ¢

4
4
4
4 Ccos
4

et donc | N|| = a2| cos ¢|.
4. Enfin, on obtient 'aire par

3o
:/dS:/ / | N|| dode
) -2Jo
T pr2m
:/ / a?| cos @] dAdy
-zJo

3
:27m2/ cos pdep
-3

. 3
= 27a® sin cp’

= 47a?.

2.2.8 Surfaces équivalentes

Définition 2.2.26. Soit ¥, ¥y deux surfaces paramétrées de classe C'! ayant la méme trace.
On dit qu’elles sont C''-équivalentes s'il existe une transformation 7: Dom(¥1) — Dom(Xs)
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bijective et de classe C' telle que det(T”) > 0 et telle que

D,
%
C \ip3 Yi(u,v) = Xo(T(u,v))

/ pour tout (u,v) € Dom(%1).
3
Do

T

Xokokk

Théoréme 2.2.27. Si X1 et ¥y sont Cl-équivalentes, alors A(X) = A(Zs).

Démonstration. On souhaite montrer que

//D1 N (s, 1) dsdt = //02 N (,0)]| dude.

Comme X1 et X9 sont équivalentes, on a (s,t) = T'(u,v) pour une certaine application 7T,
c’est-a-dire X1 o T'(u,v) = 3a(u,v). On effectue donc ce changement de variable

// IN1(s,t)]| dsdt = // | N1(T (u, v))|| det(T")dudw.

Le reste de la démonstration consiste & montrer que Ni(T'(u,v)) det(T”) = Na(u,v). On a

05, 0 9%, 0T 0%, 0Ty
T e P T e el Rl
o5y 0 9%, 0T 0%, 0Ty

0 vl = a0 T a0 Vs AT

oll on a posé a, b, c,d comme étant

on o1y
T/:DT:<6U 81})2(@ b)
Ty 9Th c d
ou ov
On obtient donc
No =T, x T, = (aTs + cTy) x (bTs + dT3)

=abTs x Ty +adls x Ty + cbTy x Tg +cedTy x T
=0 =0
=adls x Ty — cbTs x Ty

= (ad — be)Ts x Ty
= det(T/)Nl.

Ceci termine la preuve.
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Exemple 2.2.30. Paramétrages d'une sphére. On a déja donné un paramétrage de la
sphére. En voici un autre. Plutét que de prendre I'angle ¢ selon le plan-zy, on le prend

selon 'axe des z. Notons ce nouvel angle x. On a la relation k+¢ = 5. Ainsi, le paramétrage
est

acosfsink

¥1(0,k) = [ acosfsink
acos K
ou k € [0, 7).
Ce paramétrage et le paramétrage suivant
a cos 6 cos ¢
X(0,9) = | asinfcosy |, (0,0) € D =10,2m) x (=5, ),

asin ¢

sont équivalents, avec la transformation 7" donnée par

On s’intéresse maintenant aux méthodes pour trouver le paramétrage lorsqu’une surface
est déja donnée. Pour le cours, les surfaces se manifesteront de deux fagons principales :
comme le graphe d’une fonction ou comme une surface de niveau.

Soit z = f(z,y), y = g(w, 2) et x = h(y, z) trois fonctions de classe C'!. Alors leur graphe
est chacune une surface qui se paramétrise respectivement par

xr z h(y,Z)
Ef(I,y) = Y ) EQ(]:?Z) = g($,2’) ) Zh(:y? Z) = Yy
f(x,y) z Z

Exemple 2.2.31. Un cone est le graphe de z = /22 + y2. (On retire le point (0,0) du

domaine, car z n’est pas dérivable en ce point.) On peut le paramétrer par



Remarquons qu’il se paramétrise aussi par

rcos 6
Y1(0,r)= | rsinf | ;
r

c’est un paramétrage équivalent. Il n’y pas de bon choix ou de
mauvais choix, ces deux paramétrages peuvent étre utiles selon
le context.

Soit f:R? — R une fonction de classe C'. Ses courbes de niveau f(z,vy,2) = C sont des
surfaces dans R3. Il n'y a pas de méthode qui fonctionne & coup sir pour les paramétrer,
mais souvent les coordonnées cylindriques ou sphériques seront utiles.

2 2 2
Exemple 2.2.32. Ellipsoide. Soit f(z,y,2) = % + gé—Q + 2. Les courbes de niveau sont des
ellipsoides. On les paramétrise a ’aide des coordonnées sphériques. On s’intéresse a

flz,y,2) = 1.

On pose
x = acosbcosp,

y = bsinf cos ¢,

z = csinp.
En substituant, on a
z . .
2 2 n 22 a%cos?Ocos? o b?sin®fcos? o n Zsin? ¢
2 a? b2 c?

= cos? p(cos? 0 + sin? 0) + sin?

= cos? »+ sin? %)

=1.

Exemple 2.2.33. Parfois les coordonnées polaires sont utiles. Soit f(x,y,z) = 2(x?y? +

y2z + z2?) — a®(2? 4 y? + 2). On veut paramétrer la courbe de niveau f(z,y,2) = a*. Avec
les coordonnées cylindriques, on a

x(r,0) = rcosb,
y(r,0) = rsinb,

donc
2(x%y* + yPz + 22?) — a*(2® +y° + 2)
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2

2(7"2 cos? 0r? sin? 0 + z(r? sin? 6 4 2 cos? 0)) — a(r* + z)

2(r? cos? Or? sin® 0 + r%z) — a®r? — a®z

(
2(2r? — a?) + 2r% cos® 0r? sin” 0 — a*r?
4

Ainsi, on a

at — 2rt cos? Osin2 0 — a?r?

2r2 — g2

z(r,0) =

Le paramétrage est
rcosf
X(r,0) = rsin @

a*—2r* cos® 0 sin® 0—a’r
2r2—a?

2

2.3. Intégrale sur les courbes et les surfaces

Cette section introduit trois types d’intégrales que l'on étudiera. Elles utiliseront toutes
comme fondement 'intégrale pour la longueur fv ds ou bien I'intégrale pour laire [, gdS.

2.3.1 Intégrale d’un champ scalaire

L’intégrale d'un champ scalaire est vu comme la moyenne d'un champ scalaire sur une
courbe ou sur une surface. Strictement parlant, les deux autres types d’intégrale seront des
cas particuliers de celle-ci, mais leur notation et leur interprétation est si importante qu’elles
auront leur propre section.

Sur une courbe
Pour l'intégrale de Riemann sur R, rappelons que

foz xz—&—l_xz / f
Az—0t

Ici, Az est vu comme la longueur d’un petit bout d’intervalle.
Soit 7 [a, b] — R™ une courbe de classe C! et C' sa trajectoire. Soit P = {a =ty < t] <
- <ty = b} une partition de [a,b]. On peut remplacer Az par Ar = ||r(tiy1) — ()]
Considérons f: D — R définie sur un domaine D qui contient C'. On considére la somme de
Riemann

;_n

m—

> F(FE) It - 7(t) ||_Zf ) Itz = T

1=0

b
- / FEO) )t

At—07T
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Dans cette expression, on peut voir W comme la vitesse moyenne de parcours
du paramétrage et At comme un pas de temps. Ainsi, « a la limite », le premier tend vers
la vitesse instantannée ||7/(t)] et le second, vers un « élément de temps » dt. On appelera
donc élément de longueur ds = ||7/(¢)||dt.

\/VW Remarque. On introduit la terminologie d’éléments de temps, de surface, de longueur pour I'intuition
sans les aborder de fagon rigoureuse. Notons, par contre, que ces notions sont définies en géométrie
différentielle. On les appelle des formes différentielles ; elles donnent un sens a des objets comme dt ou

dA = dxz Ady. En analyse, on peut définir les infinitésimaux pour parler des objets comme dt (voir la notion

d’hyperréel). Bien qu’il soit possible de leur accorder un sens précis, ceci nous éloignerait du cadre du cours.
ook

Définition 2.3.1. L’intégrale d’un champ scalaire (d'une fonction) f: D — R (D C R?,R3)
sur une courbe C' de classe C'' paramétrée par 7(t), t € [a, b], est donnée par

b
/Cfds = / FE®) 7)) de.
a
On note ds = ||7/(¢)||dt et Pappelle élément de longueur au besoin.

Kokokok

Notation. On notera l'intégrale d'un champ scalaire de différentes fagon, selon le contexte.
Lorsque 'on intégre sur une courbe C, on utilisera la notation

| 7as

ol la borne d’intégration, ici, est C' pour indiquer que l’on intégre le long de la courbe C.
Bien stir, quand viendra le temps de calculer I'intégrale, il faudra remplacer C' par les limites
du paramétrage. On utilisera aussi parfois la notation

(Afd&

ol v est un paramétrage quelconque de C. Son interprétation est la méme que ci-haut.
L’intégrale ordinaire de f sur un intervalle [a, b] est une sorte de moyenne de f. En effet,

la quantité
1 b
d
= |t

est la valeur moyenne de f sur [a,b]. Méme si on ne divisait pas par la longeur de [a,b], il

est intéressant de voir fa f comme une sorte valeur moyenne de la fonction intégrée. Cette
interprétation persiste pour l'intégrale de courbe.

Exemple 2.3.1. Moyenne. Soit C' une courbe de longueur ¢ et soit f: C' — R une fonction

définie sur la courbe. On peut voir I'intégrale

%/Qfds (+)

comme la valeur moyenne de f sur C. Ainsi, on interpréte |, ¢ Jds comme une sorte de valeur
moyenne de f.

Par exemple, si f est une densité de masse, alors (x) est la densité moyenne le long de
la courbe.
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Cette intégrale peut avoir d’autres interprétations, notamment en physique.

Exemple 2.3.2. Masse d’une corde. Supposons qu’une corde C' dans I’espace est paramétrée
par 7: [a, b] — R3 et que sa densité en chaque point est donnée par p: C' — (0, 00), alors on
calcule la masse de la corde par

b b
m= [ pts= [ pFeniFofar

En effet, la « quantité » pds est un « élément de masse », donc en intégrant ces « éléments
de masse », on obtient la masse de la corde.

Voici maintenant deux exemples de calcul.

Exemple 2.3.3. Soit C' un cercle de rayon a paramétré par
. acost
T(t) = . )
asint

pour ¢ € [0,2n]. Soit f une fonction définie par f(z,y) = |zy|. Calculons [, fds.
1. Calcul de |7 : On a 71t) = (— asint,acost)T et donc

||F/(t) ||2 = a%sin®t + a®cos’ t = a>.

On obtient donc ||7(t)|| = a.
2. Calcul de f: On a

f(7(t)) = flacost,asint) = |(acost)(asint)| = a?|costsint].

3. Calcul de l'intégrale : D’abord, on a

2
/ fds= [ FEO)IF)ds
C 0

2
= / a?| cost sin t|adt
0

z ™ 3 27
= / +/ +/ +/ | cos t sin t|dt.
0 3 ™ 3%

Ensuite, en utilisant le changement de variable u =t — 3, on a

T % %
costsin = cos(u+ 5)sin(u + 5)|du = sin u(— coswu)|du.
tsint|dt 7) si Mld i d
T 0 0

2

89



Ainsi, on obtient [r |costsint|dt = J? |costsint|dt. Les deux autres intégrales se simpli-
2
fient de la méme facon. On a donc

5 z ™ 3% 2 .
/fd5:a / +/ —l—/ +/ | costsint|dt
C 0 5 ™ 37”

5
:4a3/ costsintdt.
0

1 u =sint
= 4&3/ udu du = costdt
0
211
= 4q3 Ll
2 0
=243
Exemple 2.3.4. Soit la spirale S d’équation paramétrique
cost
f(t)=| sint
t
définie pour t € [0,47]. Soit
1
9(@,y,2) = 22124 22

Calculons |, g gds.
1. Caleul de ||f/(t)|| : On a f'(t) = (—sint, cost, 1)T et donc

H]?/(t)HQ —sin?t+cos’t+1=1+1=2.

On obtient donc || f/(£)]| = V2.
2. Calcul de g : On a

1 1
cos?t +sint +2 1412

g(f(t)) = g(cost,sint, t) =

3. Calcul de l'intégrale : On a
4 B .,
[ s = [ aFeni e
S 0
47 1
= / V2dt

0 1+ 2
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47
_\/_/ 1+t2

= v/2(arctan(47) — arctan(0))
2 arctan(4m).

Sur une surface
Pour l'intégrale de Riemann sur R?, rappelons que

Zf i, Yj AxAy—>// f(z,y)dzdy.
i o

Soit R un rectangle dans R?. Soit X une surface de classe C'!. Soit S la trace de . Soit

f+ S — R un champ scalaire sur la surface.
AZ

AV R R3 S =3%(D)

D /E\

V@
qu

Z

On partitionne le rectangle R en petits rectangles R;; dont le sommet inférieur gauche
se trouve au point (u;,v;) € R. On se penche sur la somme de Riemann suivante

Zf (ui, v;)) Aire (2 Zf (ui, v5)) | fu X Tv | AuAv
// DI x Tolldudo.
Az—0T
Ay—0t

Ceci motive la définition générale suivante.

Définition 2.3.2. L’intégrale d’'un champ scalaire (d’une fonction) f = f(x,y,z) sur une
surface S paramétrée par ¥: D — R3 et de classe C'! est donnée par

/de —// )|V | dude.

On note dS = HNHdudv et on I'appelle élément de surface.
kookokk
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Tout comme pour l'intégrale de courbe, on peut voir |, g fdS comme une sorte valeur
moyenne de f sur S. Lorsque 'on divise par 'aire de la surface, on obtient la vraie valeur
moyenne

Valeur moyenne de f = ﬁ(S) / fds
S

Méme si on ne divisait pas 'intégrale par 'aire, il est commode de voir I'intégrale comme
une sorte de moyenne.

Exemple 2.3.5. Si f est la température en tout point sur la surface, alors
1
—_— ds
Aire(S) /Sf

est la température moyenne de la surface.

Exemple 2.3.6. Soit le cone C' d’équation

22 =a% 47

contenu dans D = {(z,y,2) |22 +y? = 1,2 > 0}. Soit f une fonction scalaire définie par

r*(2? + %)
mEAvN

f(‘r7y7 Z) =

z

Calculons || p fdS.
D’abord, il faut choisir un paramétrage de la surface. Puisque que le domaine est un
disque, on prend
rcos 6
o(r,0) = | rsinf |,
r

ou @ € [0,2x] et r € [0, 1].
1. Calcul de || V]| : On a

cosf —rsinf

do(r,0) = | sinf  rcosé

1 0
et donc
cosf —rsinf 1 —7rcosf
N =|sinf rcosf jl=1 —rsind
1 0 k r

On trouve pour la norme
|IN|? =72 cos? 0 + r2sin? 0 + 12 = r? + 12 = 22,
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Cest-a-dire |N| = v2r.
2. Calcul de f: On a
fle(r,0)) = f(rcosf,rsind,r)

72 cos? (r? cos? 0 + 1% sin? 0)

r2

— 12 cos? 0.

3. Calcul de l'intégrale : On a

/Cde: //D F(p(r,0))[| N (r,0)||drd6
- /o27r /o1 r? cos® 0v/2rdrdd

27 1
= \/5/ (30829/ r3drdd
0 0
1

(=]

_Y2[ s

2 T2 |,
™2
T

2.3.2 Propriété des intégrales de champ scalaire

Théoréme 2.3.3. L’intégrale d’'un champ scalaire sur une courbe ou sur une surface est
invariante du choix de paramétrage. Plus précisément : soit f un champ scalaire défini sur
une courbe C' ou sur une surface S, alors

1. Si 7} et 7y sont deux paramétrages C'-équivalents de C, on a

b d
/C fds — / FE @) 70t = / £ (7o) 72/

2. Si ¥y et ¥y sont deux paramétrages Cl-équivalents de S, on a

/S fds = / /D (10, 0) o, 0) e = / /D (52,0 1) e
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Démonstration. 1. Comme les courbes sont Cl-équivalentes, il existe un changement de
variable 7 = u(t) tel que 71(t) = 72(u(t)). Ainsi, on a

dr =4/ (t)dt,
(t) = u'(t)rg’(u(t)).

On a donc
d b
/ £ (7a(m)) |7 ldr s = / £ (7)) 7)) o ()t
b
- / £ (@) 7).

2. Comme les surfaces sont C'l-équivalentes, il existe un changement de variable (p,q) =
T (u,v) tel que X (u,v) = g o T(u,v). On a donc

dpdg = Jac(T')dudv,
No (T'(u,v)) Jac(T) = Ni(u,v).

Pour la seconde ligne, voir la preuve du Ehéaréme 27797, On a donc

/ / 7 (Z2(p. @) | Na(p, ) [ dpdg. = / / £ (820 T(p, @) | Na (T (4, v)) | Jace(T)dudo
Do Dy
_ / /D F(S1(u,0)) | N (u, 0) | dudt

O

Ainsi, les définitions d’intégrales de champ scalaire ne dépendent pas des paramétrages.
Ceci veut dire que la valeur de I'intégrale dépend de l'objet géométrique dans R3 et non de
la facon que cet objet est spécifié. Ceci est cohérent avec 'interprétation de m | g fdS

comme la moyenne de f sur S; la moyenne doit seulement dépendre de la surface dans R3
et de f, mais pas du choix de paramétrage.

2.3.3 Centre de masse

On considére une corde de densité p comme sur la fi-
gure. On souhaiterait trouver son centre de masse, c¢’est-a-
dire « le point ou la force de gravité est appliqué ».

Soit m la masse totale de la corde et soit 7: [p, q] — R3
un paramétrage. On supposera qu'il est de classe C'.

v

[ o 3

Ql==——==
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On peut voir £ comme une densité de probabilité, ce

qui permet de définir une loi de probabilité sur 1’abscisse
et sur 'ordonnée de la fagon suivante. Soit [aq,b1] un
intervalle sur I’axe des z ; on définit P, par

P,(a; < X < by) = la proportion de masse de ~y
au-dessus de 'axe de [a1, b1].

De fagon semblable, sur un intervalle [¢1, d1] de I'axe des
y, on définit P, par

Py(c1 <Y < dy) = la masse de v au-dessus
de 'axe de [c1, d1].

Soit

C = (zc,yc)

le centre de masse. Il correspond a I’espérence des deux loi ci-haut

ro=Efx) = [ xaP, = [T 220l

yo =E, Y] = / vag, = [ a2y o)

A

S|

c~>
'
8

On peut voir la quantité p(t)[|/(t)||dt comme un élément de masse, donc la somme des
v (0)p(t)]|v(t)||dt est la somme des positions y; pondérée par p(t)||+(¢)]dt.
Enfin, la masse de la corde est donnée par

m = / DIl ()ldt,

donc on a les équations

/q @)@ (@)lldt / 2(t)p(t) [ (1)]|dt

p

0
ro = 7 ; yo = L q
/p(t)H'/(t)Hdt /p(t)llv'(t)lldt

Exemple 2.3.7. Trouver le centre de masse du cercle unité, lorsque la densité sur le cercle
est donné

plz,y) =z +1.

cost
() = (sint) '
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On a déja calculé que ||7/(¢)|| = 1. De plus, sur le cercle, p est
p(cost,sint) = 1+ cost.

1. On calcule d’abord la masse totale. On a

27
m:/ p(cost,sint)||7/(t)||dt
0

2T
/ (14 cost)dt
0
2.

2. On calcule z¢. On a

27
mre = / y1(t)p(cost,sint)||y/ (t)||dt
0
27
:/ cost(l + cost)dt
0
2
= / (cost + cos®t) dt
0
2
=0+ / cos?t dt
0

B /Ozﬂ (1 +c<2>s(2t)> gt

1 s
=7+ —/ cos(2t) dt
2Jo

2T

I
B

D[ —

donc x¢ =
3. On calcule yo. On a

27
myC:/ yo(t)p(cost,sint)||y/ (t)||dt
0

2m
:/ sint(1 + cost)dt
0

2
:/ (sint + sint cost) dt
0

2 _:
2
:0+/ sin( x)dt
0 2
= 0.
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On a donc yo = 0.

Sur les figures, on peut voir la courbe et son centre de masse, ainsi que la distribution de
la masse sur le cercle, qui est représenté par I’épaisseur de la courbe. Le centre de masse se
trouve a un endroit naturel, car la plus grande partie de la masse est a droite et la masse est
symétrique par rapport a ’axe des x.

Le centre de masse d’une surface s’obtient de facon tout a analogue. Le centre de masse
d’une surface S paramétrée par X: D — R3, ott D C R?, est donné par les trois équations

ro = %//D Y1 (u, v)p(E(u,v))HN(u, v)||dudv
Yo = %//D o (1, v)p(B(u, v)) | N (u, v) || dudv
20 = %//D Eg(u,v)p(Z(u,U))HN(u,U)Hdudv

Exemple 2.3.8. Soit le tore 7' obtenu par la révolution du cercle (y — 2)? + 22 = 1 autour
de I'axe des z. On considére une densité de masse donnée par

(z,y,2) = r+y+2
p 7y7 x2+y2 .

Trouver le centre de masse.
0. Paramétrage : Le tore est une surface de révolution. Le cercle décrit est donné par

0
v(t) = | 2+ cost
sint
Comme la révolution est faite autour de 'axe des z, on obtient le tore en multipliant par la
matrice de rotation :

cos) —sinf 0 0 —(2+ cost)sinf
X(t,0) = | sinf cosf 0 2+cost | = | (24 cost)cosd
0 0 1 sint sint

Sur le tore, la densité de masse prend la forme
p(3(t,0)) = p((2 + cost)sinf, (2 + cost) cos b, sint)

(24 cost)(sin @ + cos ) + 2
(2 + cost)?

_Sin9+COS¢9+ 2
2+ cost (2 + cost)?’
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1. Vecteur normal et masse totale : On a

sintsin  —(2+ cost)cosf
d¥(t,0) = | —sintcos —(2+ cost)sinf |,
cost 0

donc le vecteur normal est

(2 4 cost) costsinf
—(2 4 cost) costcost
—(2+ cost)sint

N(t,0) =

et la norme est

V| = \/(2 + cost)2cos?t + (2 + cost)?sin®t = (2 4 cost).

Pour la masse totale, on a

m:/pdS
T
_/27T/27r sin@+cos€
N 2 + cost 2+cos7§2
2w p2m 2w P27
/ / s1n9+cos€ déde + / / ——déd¢
2+cost
2m 27
/ / 2 ot
2—|—cost

2m
—ar [
0 2—|—cost

On trouve d’abord la primitive de cette intégrale. On a

dt 1 2
_— = dx
2 + cost 1-22 1+ 22

24—

1422

2/ dx
a 24222 4+1— 22
dx
=2
/3—|—x2
_2/ dx
-3 1_|_ﬁ

V3dy
"3 1+ y?
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(2 + cost)dOdt

(car f02 mcosfdfd =0
et fo% sin 6df = 0)

xr = tan (7

N[+
~—

11—z~
1+4a2

dt = 1_5362 dx

cost =




2v/3
= %—arctanijC

= %ﬁ arctan(\%) +C

. 2\/§ tan(%)
= T arctan<T> + C

Ici, cette primitive n’est valide que pour t € (—m, 7). On la prolonge en définissant

( 2
%g arctan(%) site (—m,m)
F(t) = @ sit=m
At
%ﬁ arctan(ta\/<§)> + 2\?” sit € (m, 3m)
\

La masse est donc

27

dt

m:47r/ :47TF(27T)—47TF(O):47T<
o 2+cost

2\/§7T>_8\/§7r2
3 -3

2. Calcul de z¢ @ On a

me:/ledS
T

2r p2m
:/0/0 S1(t,0)p(S1(t,0)) || N (¢, 0)| dtdd

27 p2m ;
sinf + cos 0 2
= —(2 i 2
/0 /0 ( —I—cost)sm@( 2+ cost) +(2+cost)2)( + cost)dodt

2 P27
= — / / sin? 0(2 4 cost) dodt
0 0

2w P27 2w p2m
—/ / sin @ cos (2 + cost) d9dt—/ / 2 sin 6dOdt
0o Jo 0o Jo
27 P27
:—/ / sin? 0(2 + cost) dodt
0o Jo
2w P21 2w p2m
:—2/ / sm29d9dt—/ / sin? 6 cos ¢ dtdd
0o Jo 0o Jo
27 p27
:-2/ / sin? @ dodt
0o Jo
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2

T 97

— 47T
T35 2

3. Calcul de yo : On a

mye = / SspdS
T

27 P27 :
sin 6 4 cos ¢ 2
= 2 t 0 2 t)dodt
/0 /0 (2 + cost) cos ((2—|—cost) +(2—|—cost)2)( + cost)

2 p2m
= / / cos0sin0(2 + cost) dOdt

27 P2 21 p2m
+ / / cos? 0(2 + cost) dodt + / / 2 cos 6 dodt
0 0 0 0
2w P27 2r p27
= / / 2 cos? 0 dodt + / / cos®  cost dtdf
0 0 0 0
2w p2T
= / / 2 cos? 0 dOdt
0 0

27
_ 47T/ 1 —I—cos(26’)d9
0 2

T
:4 —:_'
Tty T

4. Calcul de z¢ : On a

mzC:/ngdS
2w p2m
sin @ + cos 0 2
2 t)dodt
/ / sint < (2 + cost) +(2+cost)2)< + cost)
2w p2m 2w 27 2w 27
2 t
/ / sin ¢ cos 6 d@dt—i—/ / sin ¢ sin 6 d@dt—i—/ / sin dodt
2—|—cost

o (24 cost)

2m
= 41 log(2 + cost) .

=0.
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5. Le centre de masse est
9v3 9
C = ( — iy Lg’ 0>.
167 167

2.3.4 Intégrale curviligne

On a vu a la section précédente les intégrales d’un champ scalaire. Lorsque 'on a un champ
de vecteurs F' et une courbe C' paramétrée par 7, on peut définir différents champs scalaires,
dont celui correspondant a la composante de F' dans la direction 7/,

Définition 2.3.4. L’intégrale curviligne d’'un champ Fle long d’une courbe C' de classe C!
paramétrée par 7 [a, b] — R™ est

/Cﬁ‘.dg;: /abﬁ(?(t)) o 7/(t)dt.

Kokokk

Notation. On utilisera la notation ds = 7/(¢)d¢t. Lorsque le paramétrage s’appelle 7, on
utilisera aussi d7 = 7/(¢)d¢t. De fagon général, pour une courbe 7, on utilisera la notation
dy = +/(t)dt.

Exemple 2.3.9. Soit C la partie du cercle unité au-dessus de I'axe des x et soit le champ

de vecteurs F(z,y) = <2yx> Calculer I'intégrale curviligne de F' le long de C.
1. On paramétrise C. On a 7(t) = (Zﬁf:), avec t € [0, 7].
2. On calcule le vecteur tangent & C. On a 7/(t) = (_Cglsntt>
3. On calcule Fr'o7. On a
2cost
Fo#(t) = F(7(t)) = F(cost,sint) = < ) .

sint

4. On calcule F(7(t))  7/(t). On a

2cost —sint
° = —2costsint +sintcost = —costsint.
sint cost

5. On calcule I'intégrale curviligne. On a

™
/Fod§:/ Feildt
C 0

™
= / — costsintdt
0

—1
—udu

u = cost
du = —sintdt

1
udu
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Interprétation et intérét de l’intégrale curviligne

Travail. Dans le cas particulier ot le champ de vecteur est un champ de forces et que la
courbe correspond au déplacement d’une particule, l'intégrale curviligne correspond a la
notion de travail.

Supposons d’abord que I'on ait un segment de droite C' entre les points A et B dans
I’espace et un champ de vecteurs constant F'. .

On pose ¥ = AB = B — A. Le travail est alors £ = F e 9, c’est-a-dire la composante
de F' dans la direction du déplacement, pondérée par la longueur du déplacement. Ainsi, on

peut réécrire I’équation comme
B (Fet) Ll
17l ) —~~
—— ——

Longueur
Con}posante de @
de F dans la
direction ¥
Considérons maintenant une force F: D — R"™ (D C R", n = 2,3) et considérons

une particule se déplagant sur une trajectoire C' définie par 7:t — 7(t), t € [a,b], sous
l'action de F. Soit P ={a =1t <ty <...<ty = b} une partition de [a,b] telle que
At =tj41 —t; < 2% Posons

E; = F(F(tj)) o (F(tj+1) — 7(t))).

Le travail E est approximé par

m—1 m—1

B =" F(f(ty) o (Fltj1) - 7(t)))
7=0 7=0
m—1

Le travail correspond donc a

m—1 N =
B tm 3 A1) (r(tjﬂ)At— r(tj)) At

At—0t 4

Ceci représente I'un des intéréts physiques d’introduire I'intégrale curviligne.
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Exemple 2.3.10. Soit la spiral S paramétrée par

cost
7(t) = | sint |, t € [0, 4.
t

Calculer le travaille effectuer par cette particule dans un champ gravitationnel F(z,y, z) =
(0,0, —1)T".

1. On calcule F o 7. Comme F est un champ constant, on a F(7(t)) = (0,0, —1)T.

2. On calcule le vecteur tangent a4 .S. On a

—sint
7(t) =] cost
1

3. On calcule Fe7” On a

0 —sint

0 ° cost = —1.
4. On calcule le travail. On a

E = Feds

Exemple 2.3.11. Soit C' le cercle unité et soit F(z,y) = <Z> Calculons le travail de F

sur C.
1. On paramétrise C par y(t) = (

cost
sint

). On calcule son vecteur tangent : 7/(t) = (_ Sint) '

cost

2. On calcule Fov. On a
cost
Fo~n(t) = F(cost,sint) = ( ) :

sint
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3. On calcule F(v(t)) +/(t). On a

cost —sint
. ° = —costsint +sintcost = 0.
sint cost

4. On calcule fCFOdE'. On a

/CFod§:/027TF(7(t))oy’(t)dt:/O%Odt:O.

Le travail est nul. En fait, on voit que la force est perdiculaire a la direction du dépla-
cement a tout moment (c’est le calcul du point 3).

Circulation. On appelle aussi f() F o d3 la circulation de F' le long de C'. En réarragent
I'intégrande, on trouve

=y
—
~
-
o,
o+
ol

b . b .
| EGm) o7 = [ FEm) e i

La quantité

F(F(t)) °

c’est la grandeur de la composante de F dans la direction 7 " Puisque
7' est paralléle & la courbe, c’est donc la composante de F' paralléle a
la courbe.

L’intégrale curviligne s’interprete donc comme une sorte de moyenne de la composante
de F' dans la direction de la courbe le long de la courbe.

Exemple 2.3.12. Soit h: R? — R une fonction de classe C'*. On considére le systéme d’EDO

2(t) = g—gw,ya»,

(1) =~ (1) (1),

Montrer que la circulation de VA le long de toutes les solutions est nul.
Supposons que la courbe C' donnée par (x(t),y(t)) soit un solution du systéme, pour
t € [a,b]. On a alors

(& 0./0) « Vial0.v) = (G- )+ (5o ) =0
Ainsi, on voit que .
/ Vheds= / Vhe (2'(t),y'(t))dt = 0.
C a

En fait, les courbes de niveau de h sont les lignes de courant de 'EDO. Comme le gradient
est orthogonal aux courbes de niveau, il est naturel que cette intégrale curviligne soit nulle.
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Primitive. On considére cette fois un champ scalaire f: D — R (D C R"™, n = 2,3) et une
courbe C' dans R" paramétrée par 7. La composée f o7 correspond au champ scalaire sur la
courbe. (P.ex. si f est la température, alors f o est la température sur C.) Si 'on dérive
la composée, on obtient

d . d .
Sfoi(t) = Z (7))
— VI (7(t)) o 7(1).

Dans ce cas, 'intégrale curviligne correspond a [’opération inverse de la dérivée. En
effet, on a

b
/Vfod§:/ VI (F(t)) e 7/(t)dt
C a

bd

:/a S o))t
— F(FO) — 1 (7(a)).

Dans cette optique, le champ scalaire f est une primitive du champ de vecteurs V f.

Exemple 2.3.13. Soit le champ scalaire f(z,y,z) = xyz. Soit C' la courbe joignant @ =
V3

(1,1,D)7 a b= (2,2,2)T par un arc de cercle de rayon 5> contenu dans le plan passant par
@, b et 0. Calculer JoVfeds.

Il y a deux arcs de cercle possible qui peuvent joindre a et I;, mais comme on le verra,
ce n’est pas important quel arc on prend. On a

/Vfod§—f(5)—f(c?)—2-2-2—1-1-1—8—1—7.
C

Exemple 2.3.14. Soit le champ de vecteurs F'(x,y) = (—2y,2x). Soit C la spirale d’équa-
tion polaire r(f) = 6%. Calculer [, F o d3, ou § € [0, 2n].
Essayons de trouver une fonction scalaire f telle que Vf = F. Pour ce faire, on doit
avoir (fz, fy) = (2y,2z), donc

flag) = [ fola)de = [ 2y =205+ h(w)
On dérive cette équation par rapport a y pour obtenir

fy =2z +h(y).

On doit aussi avoir f, = 2x, donc en combinant, on a

h'(y) = 0.
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Ainsi, on peut prendre f(z,y) = 2zxy+ D et on voit que V f = (2y, 2x) comme voulu. Enfin,

pour calculer l'intégrale, on a
/ Feds= / Vfeds=f(b)— f(a).
C C

Ici, @ correspond & 6 = 0, donc @ = 0. Ensuite, b correspond & # = 2w, donc
4% cos(2m)\ _ [ 4x?
4r?sin(2r) )~ \ 0 )

f(b) — f(@) = f(4w%,0) — £(0,0) = 2(472) -0 — 0 = 0.

b

On a donc

2.3.5 Propriétés de l’intégrale curviligne

Théoréme 2.3.5. Soit une courbe C de classe C! et deux paramétrages C'-équivalents
71:la,b] = R", i fc,d] — R™ de C. Soit F: D — R™ un champ de vecteurs continue, ou

C CDCR"™ Alorson a

/F0d7_"‘1:/F0d7_“'2,
C C

c’est-a-dire que l'intégrale curviligne est indépendante du choix de paramétrage.

Démonstration. Comme 7 et 7 sont C'' équivalentes, il existe une changement de parameétre

u=o(t) tel que v(a) =c, v(b) =d, v'(t) >0 et

Fo(u(t)) = Fi(t) = 7 (0(t)0 () = 7/ (b).
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Etant donné une courbe C entre le point @ et b parcourue de @ a l;, on notera par —C' cette
méme courbe, mais parcourue dans sens opposé, c¢’est-a-dire de b a @. Si 7 [a, b] — R™ est un
paramétrage de C, alors —C' est paramétrée par R: [—b, —a] — R", défini par R(t) := 7(—t).

Théoréme 2.3.6. Soit C' une courbe de classe C! et F' un champ de vecteurs continue.

On a
/Fod§:—/ F eds.
C -C

Démonstration. Soit 7:[a,b] — R"™ un paramétrage de C. Soit R défini par R(t) := 7#(—t).
On a

Ainsi, on a

I
[
o
B
—~
=
&
SN—"
o
=]l
=
a.
IS
o
I~
I
|
o
~

2.3.6 Indépendance du chemin et champs conservatifs

On commence avec un peu de topologie.

Définition 2.3.7. Soit D C R™. On dit que D est ouvert si pour
a € D, il existe r > 0 telle que B(d,r) C D, ou

B(a,r)={Z eR"; ||Z—d| <r}

est la boule ouverte centrée en @ de rayon r.
kkoskosk

Remarque. Dans R3, une boule ouverte correspond au volume a l'inté-
rieur d'une sphére (mais sans la frontiére). Dans R?, une boule ouverte
correspond a un disque, mais sans la frontiere. Dans R, une boule ou-
verte correspond & un intervalle borné et ouvert (ou R au complet, qui

est une boule de rayon infini).
kKoK

107



Définition 2.3.8. Soit D C R™. On dit que D est connexe par arcs
si pour tout b et @ dans D, il existe une courbe C' C D joignant a a
b.

Kokokok

Définition 2.3.9. Soit D C R™. On dit que D est un domaine si D est ouvert et connexe

par arcs.
*okokosk

\/VW Remarque. En fait, on définit habituellement un domaine comme étant un ensemble ouvert et
connexe. Il s’avére qu'un ouvert connexe est aussi connexe par arcs dans R"™, donc les définitions

sont équivalentes, mais & priori celle demandant la connexité aurait pu étre plus faible.
Kook

\/\NM Remarque. On se doit de faire une remarque sur la régularité des courbes. Dans la définiton d’un
domaine, on demande la connexité par arcs, mais pour intégrer, il faudra que les courbes soient de
classe C*. En fait, on peut montrer qu’un domaine de R™ est connexe par arcs polygonaux (donc toute paire
de points est reliée par un nombre fini de segments de droite bout-a-bout), ce qui est suffisant car on peut
intégrer sur les arcs polygonaux.

Pour trouver un arc polygonal, on regarde une courbe entre @ et b. Ensuite, on recouvre cette courbe
par des boules ouverts. La compacité de la courbe nous permet d’obtenir un recouvrement fini de boules

ouvertes. Dans chaque boule, il est aisé de remplacer la courbe originale par un segment de droite.
kkkk

On peut maintenant passer au cceur du sujet.
Définition 2.3.10. Soit D C R" un domaine (n = 2 ou 3). Un champ de vecteurs F: D —

R™ posseéde la propriété d’indépendance du chemin (PIC) si pour tout @, be D et pour toute
courbe O, Cy C D de classe C! allant de @ & b, on a

/Fod§:/ F eds.
C1 Coy

Proposition 2.3.11. Soit D C R” un domaine et soit F': D — R™ un champ de vecteurs.
Alors F' a la propriété d’indépendance du chemin si et seulement si fC F eds = 0 pour toute
courbe fermée C de classe C.

Xokokk

Démonstration. =) Supposons que F' a la propriété d’indépendance du chemin. Soit C' une
courbe fermée et soit @ et b deux points distincts de C. On peut décomposer C' en deux
courbes C] et Cy allant @ a b de sorte que C' = (—C7) U Ca. On obtient

/Fod§:/ Feds
C —C1UCy
:/ Fod§—i—/ Feds Cy
—01 Cb CE

z—/ Fod§+/ Feds
Cq Co

= 0.

b

ST
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<) Méme philosophie.
O

On a déja vu qu’'un champ scalaire f est la primitive de son gradient V f. On verra au
prochain théoréme qu’un tel champ de vecteurs a la propriété d’indépendance du chemin.

Définition 2.3.12. Soit D C R" un domaine (n = 2 ou 3). Un champ de vecteurs F: — R"

est dit conservatif s’il existe un champ scalaire f: D — R" tel que F' =V f.
ok Kk

Théoréme 2.3.13. Un champ de vecteurs sur domaine D C R™ est conservatif si et seule-
ment si il posséde la propriété d’indépendance de chemin.

Démonstration. =) Soit F': D — R™ un champ de vecteurs. Supposons qu’il soit conservatif.
Soit f: D — R un champ scalaire tel que F' = V f. Pour toute courbe 7, on a

d . S L
SHED) = V(D) 0 7).

Ainsi, pour une courbe fermée C' paramétrée par 7, on a

i ba ., B} B}
/CF.dszfa Vf(r(t))or(t)dt:/a afor(t)dt:f(r(b))—f(r(a))ZO,

car 7*(a) = 7(b), puisque la courbe est fermée.

<) La réciproque est un peu plus difficile. On fait la démonstration dans R?, mais c’est le méme
principe dans R? (et méme dans R™). Supposons que F' ait la propriété d’indépendance du
chemin. Soit (xg,yo,20) € D un point fixé. On définit la fonction scalaire suivante

(z,9,2)
f(x,y,z):/ F e ds,
(

33073/0:20)

ou l'intégrale curviligne est prise sur n’importe quelle courbe C' joignant (z, yo, 20) & (z,y, 2)
dans D. Cette fonction est bien définie, car F' posséde la propriété d’indépendance du chemin.
On veut montrer que Vf = F.

Soit h € R\ {0} si petit que (x + h,y, z) est toujours dans D. Ceci est possible, car
D est ouvert. Soit C' une courbe joignant (xg,yo,20) & (z,y, z) et soit S la courbe joignant
(z,y,2) a (x + h,y, z) donnée par

T+t
7(t) = Y , t €0, hl.

On a



h
:/ Flx+ty,z)e | 0 |dt
0 0

h
:/ F1($+t7y7z)d t7
0

ou I est la premiére composante de F. Il suit que

h,y, z) — I
flethyz) = flzyz) = lim —/ Fi(z+t,y,2)dt = Fi(z,y, 2),
h h—0 h 0

0 .
a_lif(x’:%z;) - fng%

par le théoréeme fondamental du calcul.
On voit de la méme fagon que g—i = Fy et g—J; = F3, d’'ou Vf = F, comme voulu.
O
On a déja vu que le rotationnel d’un gradient est toujours nul. Ainsi, le rotationnel d’un
champ conservatif est nul. La réciproque est-elle vraie ?

Proposition 2.3.14. Soit D C R3 un domaine et soit F: D — R3 un champ de vecteurs.
Si F' est conservatif, alors rot(F') = 0. La réciproque est fausse.

Démonstration. Si F' est conservatif, alors il existe f: D — R3 telle que F' = V. Un simple
calcul montre que rot(Vf) = 0.

Pour montrer que la réciproque est fausse, on présente le contre-exemple suivant. On
prend le champ de vecteur

Y
z? + y?
Fle,y,z) = _* |,
z? + y?
0
défini sur R?\ {(0,0,2) | z € R}. On a
i ik 0
t(F)=| O 0 0, | = 0 =0.
o) =) % G % T eaen @tigen | T
x24+y? x4y (x2492)2 (x2442)2

Or, I’ n’a pas la propriété d’indépendance du chemin. En effet, on considére la courbe

cost
r(t) = | sint
0
On a 7/(t) = (—sint,cost,0)7 et
—sint
F(7(t)) = | cost
0



Ainsi, 'intégrale curviligne donne
2 2
/FOdF:/ (sinZt—l—coszt)dt:/ dt =27 #0.
T 0 0

O

Exercice 9. Indice d’une courbe selon un champ de vecteurs.
Soit ¥(z,y) = (vi(z,y), va(z, y))T un champ de vecteurs du plan. On note les dérivées

partielles de v; par vj; et vj,. Soit v: [a, b] — R? une courbe de classe C1. On définit I’indice
de v selon ¥ par

q U2zU1 — V2Vl U2yU1 — VU1 S

Ind(y, ) = = = = V') edr.
’ v?+vs T v 4R
g 1T Y 1T

1. a) Soit ~:[0,27] — R? le cercle unité. Calculer I'indice de vy selon le champ 7 = (x,y).
b) Soit 7: [0, 7] — R? donnée par 2 = rcosf, y = rsind. Calculer I'indice de 7 selon
le champ 7 = (23, y).

va (,y)
2. Calculer V arctan(—vl(xyy))

3. Rappelons que arctan(%) donne 'angle entre ¢ et ’horizontale. Donner une inter-

prétation de l'indice d'une courbe.

2.3.7 Intégrale de flux

Le dernier type d’intégrale étudié est l'intégrale de flux, définie sur les surfaces. L’idée
est semblable a 'intégrale curviligne : étant donné un champ de vecteurs F' défini sur une
surface S, on peut définir un champ scalaire en prenant le produit scalaire avec une direction.
La direction en question sera la normal & la surface. .

_ On fait immédiatement face & un probléme : il y a deux sens au vecteur normal, soit N et
—N. Il faudra donc faire un choix cohérent sur toute la surface entre N et —N pour calculer
la composante de F' dans la direction de la normale. On appelle ce choix une orientation.

Définition 2.3.15. 1. Soit I' une surface réguliére paramétrée par ¥: E — R3 de classe C1.
Une orientiation de T' est une fonction continue 7i: .S — R3 telle que 7i(u, v) est orthogonale
a S et ||ri(u,v)| =1.

2. Lorsqu’il existe une orientation sur une surface, on dit que c’est une surface orientable.

Sinon, on dit que c’est une surface non orientable.
kookokok

Exemple 2.3.15. Surface orientable. La sphére posséde les deux orientations suivantes :
1. 7 est le vecteur normal unitaire qui pointe & I'extérieur de la sphére en tout point ;
2. 7 est le vecteur normal unitaire qui pointe a 'intérieur de la sphére en tout point.
Si on définit 7 comme le vecteur normal qui pointe & l'intérieur sur I’hémisphére nord
et 'équateur et qui pointe & I'extérieur sur 'hémisphére sud, alors 77 n’est pas continue. Ce
n’est donc pas une orientation.
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Toutes les surfaces qui interviendront pour le cours seront orientables. Ceci comprend
les graphes de fonctions et les surfaces algébriques.
Voici toutefois un exemple d’une surface non orientable.

Exemple 2.3.16. Surface non orientable. Le ruban de Mdbius est un exemple de surface

non orientable. C’est la surface

cos 6 cosfsind
['0,s) = | sinf | +s | sinfsind
0 cos

Elle est non orientable, puisque en « faisant le tour de la surface », on se retrouve sur
Iautre face. Il est donc impossible qu'un choix de vecteurs normaux soit continue.

Soit I" une surface paramétrée par ¥: E — R3 de classe C' et soit 7 une orientation de I'.
Puisque 7 est normal a I', il suit que 77 est linéairement dépendant de NV, le vecteur normal.
On a donc que

— —

N N

= ou n= — =,
V] [ V]]
selon l'orientation choisie. Supposons qu’on se trouve dans le premier cas.
On peut parler de la composante de F' perpendiculaire a la surface, c’est-a-dire

. N .
F — =Fefi.

[ ]
V]

n=

La composante de F perpendiculaire & la surface est vue comme la « quantité de F qui
traverse directement la surface ». On parle du flux de F' au travers I'; on imagine que
F' modélise le mouvement d’une entité dans le plan ou l'espace. La fonction (u,v)

ﬁ(E(u, U)) . ﬁ(E(u,v)) est un champ scalaire sur I', donc on peut l'intégrer comme on
I’a vu & la Becfion 231, Ainsi, pour trouver le flux moyen de F & travers I'yon a

! F e il _# F uw.v)) en(u. v _’UU udv
Aire(I‘)/FF.NdS_Aire(F) //EF(E( ,v)) @ 7i(u, v) || N (u,v)| dud

__ 1 B (Y (0 v .N(u,v) . o) | dudo
B Aire(T") /[EF(E( ) )) ||N(u,v)|| [N (u, )| dud

= ﬁm//Eﬁ’(E(u, v)) e N (u,v) dudv.

Cette derniére intégrale joue un role si important qu’on lui donne une notation et un nom
spécial.

Définition 2.3.16. Soit D C R? un domaine. Soit I' C D une surface paramétrée par
Y:E — D de classe O, ot E C R?. Soit 7 une orientation telle que 7 = N/||N|. Soit

F:D — R3un champ de vecteurs continue. On définit le flux de F & travers T par

/FF. 43 = //Eﬁ(z(u,v)) o N (u, v)dudv.
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On appelle cette intégrale I'intégrale de flux.
ok Kk

Notation. On rappelle que le vecteur normal d’une surface I' paramétrée par ¥: £ — R3
est

- - - ()Y 0%
N(u,v) = Ty(u,v) x Ty(u,v) = %(u,v) X %(u,v).
On notera dorénavant le vecteur normal unitaire par
N
ni=—.
IV

Puisque dS = || N||dudv, on utilisera la notation
dS := Ndudv.

C’est pourquoi on note 'intégrale de flux par

/FF.dS*:/FF.ﬁdS://EF(z(u,U)).N(u,v)dudv.

Exemple 2.3.17. Soit la sphére de rayon 1 centré a l'origine. On considére le champ de
vecteur

., T
F(xuyvz): Y
z

Calculer le flux de F' & travers la sphére qui sort de la sphére.
1. Paramétrer. On paramétrise, comme & ['habitude, la sphére par

cos f cos
X(0,p) = | sinfcosyp
sin ¢

2. Orientation. Le vecteur normal a déja été calculé. On a

cos 6 cos? ¢
N = | sinfcos?
coS P sin

L’orientation revient & choisir si I'on veut N ou —N. Comme le probléme demande le flux
qui sort de la sphere, on doit s’assurer de prendre le vecteur normal qui pointe a l'extérieur
de la sphére. Comme N est continue, il suffit de vérifier en un point que c’est la cas. On a,
par exemple,
. 1
N(0,0)=10
0
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Ce vecteur pointe bien a l'extérieur de la spheére.
3. Calcul de FoX. On a

cos # cos
F oX(6,p) = F(cosfcos p,sinf cos p,sing) = | sinfcosp
sin

4. Calcul de F'e N. On a,

o cos f cos ¢ cos 6 cos? ¢
FeN=| sinflcosy | | sinfcos? ¢
sin ¢ cos p sin

= cos? 0 cos® p + sin? 0 cos® p + cos psin?

= cos® p(sin? 0 + cos? §) + cos psin® ¢
= cos® @+ cosp sin? %)

= cos p(cos? @ + sin? )

= Cos .

5. Calcul du flux. On a

/SFodS’:/O%/% F(2(0,)) ® N(u,v) dupdd

2
:/ / cos pdpdfd
0

=27 / cos dep

13

ICE

|
[NE

ol

[NE

s

_ 2
= 27Tsm<p‘ -
-2

= 4.

2.3.8 Propriété de l’intégrale de flux

Théoréme 2.3.17. L’intégrale de flux a travers une surface ne dépend pas du paramétrage
de classe C'' choisi.

Démonstration. Soit S une surface de R3 de classe C. Soit A € R? un domaine R3 tel que
S C A. Soit G: A — R3 un champ de vecteurs de continue.

Soit D, E C R? deux domaines et soit ¥: D — R3 et I': E — R3 deux paramétrages C'-
équivalents. Soit T: D — F une application bijective, de classe C'! et telle que det Jacz T > 0
pour tout ¥ € D, le changement de paramétrage :

22 ol = 21.
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Les calculs ont déja été fait a la démonstration du Ehéaréme 2727797 ; on trouve

N; = det(Jac T)No.

Le résultat suit du calcul suivant :

/Sé.dé*://DG(zl(u,v)).Nl(u,v)dudv

— //D G(Xg0T(u,v)) e No (T'(u,v)) det(JacT) dudv
. (s,t) = T(u,v)
N / /E G(¥a(s1)) @ Nafs, ) dsdt dsdt = det(Jac T)dudv

tel que voulu.

2.4. Analyse vectoriel

Tous les outils sont maintenant en place. Il est grand temps de passer aux théorémes fon-
damentaux du calcul vectoriel. Le but des prochaines sections est d’adapter le théoréeme
fondamental du calcul aux intégrales que I'on a définies précédemment.

Afin de mettre les idées en place, commencons par un retour sur les intégrales itérées.

2.4.1 Rappel : les intégrales itérées

Soit R = [a,b] x [c,d] un rectange dans R? (ou méme R™). Soit f: R — R une fonction
continue. Rappelons que l'intégrale de f sur R est équivalente a l'intégrale double itérée

//R Mz, y)dady = /ab /cdf(%y)dydx = /cd /abf(x,y)dxdy. (%)

Si F' est une primitive de f par rapport a z, c’est-a-dire que %—5 = f, alors le théoréme

fondamentale du calcul nous donne

/Cd /abf(l‘,y)dxdy = /Cd (F(b, y) — F(a,y)>dy.

L’intégrale double est donc devenue une intégrale simple.

Voici I'heuristique : ces intégrales itérées sont essentiellement les seules intégrales que
I'on sait calculer & la main. Le but du théoréme de Green est d’étendre cette méthodolo-
gie : trouver une intégrale simple équivalente a I'intégrale double du départ, quitte a devoir
intégrer une fonction différente.

\/\IM Il est rare que dans un premier cours de calcul de fonctions de plusieurs variables on montre
léquation (*). On le montre donc ici; la démonstration utilise les sommes de Riemann, ce qui est
la raison pourquoi ce segment est a part.
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Lemme 2.4.1. Soit R = [a,b] X [¢,d] un rectangle dans R? et soit f: R — R une fonction continue. Alors

o //fxydzdy—//fxydydz—//f:cyda:dy (%)

Démonstration. Soit A = {a = x¢ < 21 < -+ < x,, = b} une partition de [a,b] et soit D = {c =yp < 11 <
- < Ym = d} une partition de [¢,d]. Une partition de R en rectangles s’écrit P = A x D = {(z;,y;) |0 <
i <n,0<j < m} pour des partitions A et D. (Ceci est une propriété du rectangle; c’est ce qui rend la
démonstration possible dans le cas d’un rectangle comparé a d’autres types de domaines.)
Soit P = {P | partitions de R}. Une partition P est simplement un nombre fini de points (x;,y;) € R
ordonné de sorte que x,, < T, et Yy, <y, si m < n. Il est seulement nécessaire de considérer les partitions
en rectangle, car pour une partition quelconque P, on peut trouver une partition en rectangle Pr par

PR = {(xwyj) | ELCE, (l'vyj) € P et Ely, (xzvy) € P}

Pour chaque point (z;,y;), on peut définir le rectangle R;; de sommets (z;,y;), (Tit1,Y5), (€4, yj+1) €t
(@it1,Y;+1). Pour une fonction intégrable (donc bornée), I'intégrale est donnée par

/Rf(wyy)dA=gr61§> > ( sup f(w,y)> Aire(Ri;).

(z;,y;)€P (z,y)ER:;

11 suffit de montrer que
L. Sup(yyer,; f(T:Y) = SUPse; wia] SWPyely, s40] £ (T Y)-
2. SUPze(x;,2:41] SUPyely;,y;+41] flz,y) = SUPyely;,y 1] SUPze[w;,2i11] [z, ).

Ceci se voit sans difficulté. Pour le 1., on a

flz,y) < sup sup  f(z,y)  pour tout (z,y) € Ryj,
€[z, i+1] YE[Y;,Yj+1]

flz,y) < sup f(=z,y) pour tout (x,y) € R;;.

(z,y)ER;;
De la premiére ligne, on a
sup  f(z,y) <  sup sup  f(,y)
(z,y)€R;; z€[xi,wit1] YE[Y5,Yj+1]
et de la seconde, on a
sup sup  f(z,y) < sup  f(z,9).
z€[zi,Tit1] YE[Y;,Yj+1] (z,y)ER:;

Pour le 2, la méme astuce fonctionne.
Enfin, pour obtenir le résultat, on a

Z <( sup f(;my)) Aire(R;;)

(2iy;)eP \(TVER

= Y < sup sup f(%y)) Aire([zi, 2] X [y5,y541])

(2i,9;)EAXD €[z, wit1] YE[Y;,y5+1]

= > sup > sup f(z,y)AyAx,
(we A TE@Tit1] e p YE[Ys i1l

/ /R flaaa= [ b / " . y)dyda.



Ensuite, on a

) ( sup f<x7y>) Aire(R;;)

(zi,y;)EP (z,y)ER;;
E : < sup sup f(x,y)> Aire([wi, ziv1] X (Y5, yj+1])
(zi,y;)€Ax D \FE[@iTit1] YEMY; y;41]

= > sup Y sup f(z,y)AzAy,
(y;€D YEY;yi+1] 4, e 4 TE[TH,Tit]

= /cd /ab f(@,y)dzdy.

2.4.2 Théoréme de Green

Définition 2.4.2. Soit D C R? un domaine. La frontiére de D, notée 9D, est I'ensemble

des points atteignables a partir de D et a partir du complément de D.
kokokk

\/VW Remarque. On entend par atteignable, dans la définition précédente, pour un point x qu’il existe
une suite (z,,)nen C D qui tend vers z et une suite (v, )neny C R?\ D qui tend vers x.

kokokk

En pratique, pour le cours, la frontiére d’'un domaine sera une courbe réguliére ou un
nombre de fini de courbes réguliéres qui bornent le domaine.

Exemple 2.4.1. La frontiére du disque D = {(z,y) € R? | 22 + ¢y? < 1} est le cercle
2 .2 _
r*+y =1
Le frontiére d'un rectangle plein est le rectangle qui le contient.
La frontiére d’un anneau est composée du petit cercle et du grand cercle qui le délimite.

Définition 2.4.3. Soit D C R? un domaine. Supposons que la frontiére de D, 9D, soit
composée d’un nombre fini de courbes simples réguliéres v1,...,7,. On dit que D a une
orientation positive si chaque 7; est parcourue dans le sens qui est tel que D se trouve a

gauche de ;.
ok Kk

Exemple 2.4.2. Le disque unité a une orientation positive si le cercle est parcouru dans le
sens antihoraire. De méme pour un rectangle.

Un anneau a une orientation positive si le petit cercle est parcouru dans le sens horaire
et le grand cercle est parcouru dans le sens antihoraire.
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Une fagon possible de déterminer le sens positif est comme suit : on place l'index de
la main droite sur la courbe dans la direction de la tangente, si, en ouvrant le pouce, celui
pointe dans D, alors l'orientation est positive.

Définition 2.4.4. 1. Soit D C R? un domaine. On dit qu’il est de type-I sil existe deux
fonctions y; = f(z) et y2 = g(x) définies sur [a, b] telles que f(z) < g(x) pour tout x € [a, b]
et

D ={(z,y) |z €[a,b], f(z) <y <g(x)}
2. On dit que D est de type-II 8’1l existe deux fonctions x; = h(y) et zo = ¢(y) définies sur
e, d] telles que h(y) > ¢(y) pour tout y et

D={(z,y) [y €le.d, hly) <z <Ll(y)}.

3. On dit que D est de type-1II si D est de type-1 et de type-II.
ok x

Des domaines de type-1, type-1I et type-11I (de la gauche vers la droite).
Y2 = g(z)

ry = L(y)
z1 = h(y)
y1 = f(z)

Théoréme de Green 2.4.5. Soit D C R? un domaine borné du plan dont la frontiére 0D

est composée d’un nombre fini de courbes réguliéres orientées positivement. Si F' = (g) est

un champ de vecteurs de classe C' sur D et continue sur D = D U 0D, alors on a

/8Dﬁods=//D <g—§—g—§>d,4.

Le théoreme fondamental du calcul 2 dit que

b
/ F(@)de = £(b) - f(a),

ol f’ est continue. On passe donc d’une intégrale simple & aucune intégrale a I’aide d’une
primitive. Le théoréme de Green est une généralisation : on passe d’une intégrale double a

une intégrale simple et le champ de vecteur F joue le role de la primitive de %—g — %—5.
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Démonstration. La démonstration se fait en trois étapes. On montre d’abord que le théoréme
est vrai sur des domaines de type-I1 ou de type-II. Ensuite, on montre que le théoréme est
vrai sur un domaine D qui s’écrit comme la réunion d’un nombre fini de domaines de type-
I et de type-II qui s’intersectent sur leur frontiére. Enfin, on montre qu'un domaine tel
que dans I’énoncé se décompose en un nombre fini de domaines de type-I et de type-II qui
s’intersectent le long de leur frontiére. L’étape trois dépasse le contenu du cours.

Etape 1. On suppose que D est de type-I. Le cas de type-II se fait de v2 = g(x)

la méme maniére. On suppose que 0D se décompose en quatre courbes
comme sur la figure, & I'aide des fonctions y1 = f(x) et y2 = g(x) définies ¢,
sur l'intervalle [a, b] telles que f(z) < g(x).

On calcule I'intégrale curviligne sur Cf, ..., Cy4 séparément. On a

Cs




En combinant ces quatres intégrales, on a

/8D Feds= /ab (p(x, f(z)) - P(x,g(a:)))dx
b
+/a (Q@af(x))f’(x) _Q(x,f(x))gl(x)>da;

g(b) g(a)
+ Q(b,y)dy — / Q(a,y)dy.
f(b) (a)

D’abord, notons que

[ (P s~ P go)ar = [ N O s

/ / xydydac

par le théoréme fondamental du calcul. Il reste & montrer que

b
[ (@@ 1)) - Q@) )i

g(a)

g(b)
+/ Q(b,y)dy — Q(a,y)dy
s

(a)
(x,y)dydz.
/ /f(a:) or
Yy
R(z,y) ::/ Q(z,t)dt

C’est une primitive de @) par rapport a y. On pose également

g(z)
= / Q(z,y)dy
(@)

\/\IM On pose

On calcule la dérivée de G. On a

dx/ Q(z,y)d

= 2 (R(x,g(@) ~ Rz, f(x))
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= Ry (2, 9(x)) + Ry(z, 9(x))g'(z) — Ra(, f(x)) — Ry(z, f(2))f'(2)

g(x)
_ / . Bol@)dy + Q. 9(0)g' (@) - Qe S @)

9(x)
“ Lo Qu(z,y)dy + Q(z, 9(2))g'(z) — Q(z, f(2)) ' (x) (car Ryy = Ryz).

b
/ G (2)dz = G(b) — G(a)

De plus, on a

ainsi que
[ cwar= [ /. Qs [ (@) @) - Qe @) )i

En réarrangeant les termes, on trouve

g(z) b g(b) g(a)
A [, amian= [ (@ 1)@ - e oy @)+ [ e [ e

f(®) f(a)

comme voulu.
En combinant les équations, on obtient

/apﬁ.dsz/ab/fj:) (%(m,y)—g—i(:&y»dydx://l) (%(m,y)—g—i(x,y))d/l.

Etape 2. Supposons que D soit un domaine de la forme

ou D; est un domaine de type-I ou de type-II et D; et D; ne s’intersectent pas ou bien
s'intersectent seulement sur leur frontiére.
On doit montrer que

Feds= / /
/3D U;0D; Z aD;

Supposons que D; et D; s’intersectent le long d’une courbe 7y, avec une orientation donnée.
Sans perte de généralité, supposons que D; se trouve a gauche de ~; selon cette orientation.
Comme Dj; ne peut pas se trouver lui aussi & gauche, il doit se trouver a droite de 7. Ainsi,

()

CDL

dans [, p, I #d5, 7y, sera parcouru dans un sens, alors que dans Js D, F e d3, il sera parcouru
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dans le sens opposé. Dans la somme (%), ces deux intégrales curvilignes s’annuleront. On a

donc
/ Feds= / F e ds5,
Ui0D; YU Uy,

ol ;. est une courbe sur la frontiére d'un seul D;, donc c’est une courbe de 0D, c’est-a-dire
Yy U---U~ = 0D. On a bien I'égalité recherchée.

\/\N' \/VW Etape 3. On doit montrer qu'un domaine tel que décrit dans ’énoncé se décompose en un

nombre fini de domaines de type-I et de type-II qui s’intersectent le long de leur frontiére.

En fait, on fera la démonstration dans un cas un peu moins général. On supposera que JD est une union

d’un nombre fini de courbes de Jordan réguliéres et disjointes. Pour le cas général, il faudrait généraliser

aux courbes de Jordan réguliéres par morceau et ensuite aux courbes telles que dans 1’énoncé du théoréme.
Supposons que 9D s’écrit y; U -+ - Uy, oll y; est une courbe simple réguliére et fermée.

Puisque v; est réguliére, on sait que vj(t) # 0 pour tout t. Ainsi, soit 7;,1(t) ou 7} 5(t) est non nul.

Si v}, (t) est non nul, alors par le théoréme des fonctions inverse, on peut écrire ¢ = 'y;ll (u) sur un petit
intervalle I; ;. Sur cette intervalle, on a

Vi (%‘_,11(“)) - <vj,2(wzi,11(u))) ’

c’est-a-dire que le segment de courbe 7;(I; ) est le graphe d’une fonction. On fait le méme argument si c’est

7j,2(t) qui est non nul. Puisque ~; est compact, il existe un nombre fini d’intervalles I, , ..., I Gitm, tel que
~y; est recouvert par v; (L4, ), - - -, 'yj(Ij7tmj ). On applique cet argument pour j = 1,...,n.
On pose

§ =min _min {L(’Ya‘ (L) N (Ijml))» L(”/j (Im)), L(%’ (Ij,tmj)>}~

j 1<0<m;—1

On recouvre D par un trailli de largeur g. On numérote chacun des carrés du trailli qui intersecte D U 9D
par 0;,ou 1 < j < N. Il a deux types de carrés :

1. ceux contenus dans D, o; C D;

2. ceux qui intersecte 9D ou R?\ {D}.

Dans le premier cas, le carré est un domaine de type-I dans D. Il intersecte les autres domaines sur leur
frontiére.

Si o; est un carré du deuxiéme cas, alors g; N (D U JD) est un domaine de type-I ou de type-II, car la
largeur de o; est assez petite pour que o; N 9D soit le graphe d’une fonction (ou de plusieurs fonctions, si
Pintersection n’est pas connexe).

Il est possible qu'un o; contienne un point d’intersection entre un v et un .. Dans ce cas, il est possible
qu’il faille diviser o; en plus petits carrés. On ne fera les détails de ce cas.

O

Exemple 2.4.3. Soit D le rectangle [0,1] x [0,2]. Soit f: D — R? un champ de vecteurs

IRt R R e

-2 »
D ox 3y . (070) (lab)
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On peut calculer directement l'intégrale, mais on constate que I'intégrale curviligne sur
0D devra donner 0. . .

En effet, lorsque z = 0, on a f(0,y) = 0 et lorsque y = 0, on f(x,0) = 0. Lorsque = = 1,
ona f(l,y) = (y(y52)> et lorsque y = 2, on a f(z,2) = (21,(271)).

Or, sur la courbe 7#(z) = (2,2)7, on a #{(z) = (1,0)7, donc f(x,2) e 7{(z) = 0.

Sur la courbe q(y) = (1,y)", on a ¢'(y) = (0,1)", donc f(1,y) e d'(y) =0

Il suit que |, opJ ®ds = 0. Par le théoréme de Green, I'intégrale du départ est elle aussi
nulle.

Exemple 2.4.4. Soit C et (5 les deux courbes obtenues respectivement
par (0,1);
vi=y"—1 et  mp=-—y'+1,

ouy € [—1,1]. Soit f le champ de vecteur Cy
a:% +y2
x,y) = .
fey (a:+ \/z?>

Calculer (0,-1)

/Cfod§,

ou C'= —C7 U Cy (orientée positivement).
Comme la fonction f n’est pas facile a calculer, on dérive pour voir si les dérivées dans
la formule de Green seront plus simple. On a

or _, 9Q _
Gy_y’ or

v
S

1.

Puisque f est de classe C' sur C et son I'intérieur, on peut utiliser le théoréme de Green
pour obtenir
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2
= |V - Yy
-1

Exemple 2.4.5. Aire d’une région. Soit D C R? un domaine. Supposons que sa frontiére
0D est une courbe de classe C'. Alors l'aire de D est donnée par

Aire(D) :/ xdy = —/ ydz.
oD oD

En effet, on sait que 'aire est donnée par

Aire(D) = / /D dA.

Ainsi, en utilisant le théoréme de Green avec la fonction f(z,y) = (2), on trouve

Aire(D) = / /D 1dA
- [, (5 - ) 4
- J], (5 -5 )aa
Z/mjf(w,y)'@

—/ Odz + zdy.
oD

= / xdy.
oD

On trouve l'autre formule de la méme maniére. Soit g(z,y) = (7). On utilise le théoréme

de Green pour trouver
Aire(D) = // 1dA
D
90 I(—y)
= —— —|dA
/ /D (313 Ay ) ‘

= / g(z,y) eds
oD
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:/ —ydz + 0dy
oD

= —/ ydx.
oD

Exemple 2.4.6. Aire du deltoide. Soit C' le deltoide paramétré par
[ 2cost+ cos(2t)
() = ( 2sint — sin(2t) ) '

Calculer aire.

On utilise la formule de I’exemple précédent. Soit D la région a I'intérieur de C'. Vérifions
d’abord que C' est orienté positivement. En ¢t = 0, on a v(0) = (3,0)7. En t = 3, 0n a
v(%) = (-1,2)T. En faisant le dessin de la courbe (faites-le!), on se convainc qu’elle est

2
orientiée positivement.

On a

ydx

2w
(2sint — sin(2t))(—2sint — 2sin(2t))dt

e
)

0

[\

™

Aire(D) =
= 2/0 (2sint — sin(2t))(sint + sin(2t))dt

2
2 / (2sin®t + 2sintsin(2t) — sin ¢ sin(2t) — sin?(2t))dt
0

iy /027r (1 ~ cos(2t) + sint(1 — cos(44)) — “CTOS(“)) dt

2m
=227 -0+ —-7+0) — 2/ sin ¢ cos(4t)dt
0

2m
=27 — / (sin(t + 4t) + sin(t — 4¢))dt
0

= 2.

Définition 2.4.6. Soit D C R? un domaine. On dit que D est simplement conneze si pour

toute courbe fermée simple (courbe de Jordan), I'intérieur de la courbe est contenue dans D.
skokokok
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Autrement dit, un domaine est simplement connexe s’il n’y a aucun trou. Sur la figure
ci-bas a gauche, on voit un domaine simplement connexe, tandis qu’a droite, il n’est pas
simplement connexe.

Exemple 2.4.7. Soit D C R? un domaine simplement connexe. Soit F:D— RZun champ

de vecteurs. Si
oy, 0

o oy
alors F' est conservatif.,

Pour toute courbe fermée simple + dans D, on sait que F est de classe C! sur l'intérieur
de 7, car son intérieur est contenu dans D. Ainsi, on peut appliquer le théoréme de Green

pour obtenir
/Fod§:// (@_@>d,4:// 0dA = 0.
~ D ox 8y D ST

Ensuite, pour toute courbe fermée C', on peut décomposer C v \
en boucles simples et sur chaque boucle, on aura que l'intégrale y /
curviligne est nul, donc que l'intégrale curviligne sur C' est nul.  / ’
Par exemple, sur la figure, on voit que C est composée de quatre ,
boucles simples. Ainsi, F' posséde la propriété d’indépendance << y
du chemin. ~~__.-

Exemple 2.4.8. Soit F:RZ 5 R? e champ de vecteurs

F(z,y) = (2m2y> :

T

Calculer I'intégrale curviligne de F sur la lemniscate L
sin ¢
1+ cos? 6
sin  cos 6
1+ cos?0

Solution. D’abord, notons que F est de classe C1 sur R? et que R? est simplement
connexe. Ainsi, il sera possible d’appliquer le théoréme de Green.
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On remarque que F est conservatif. En effet, on a

o0F,

1 _9
dy o
0Fy
729
ox .

et R? est simplement connexe.

On trouve assez facilement que le potentiel de F est f(z,y) = 22y.

On peut finalement conclure que [ LF e ds est nulle. En effet, la lemniscate est une
courbe fermée qui se divise en deux courbes fermées et simples. Sur chacune de ces courbes,
I'intégrale est nulle, car F' est conservatif.

Le théoréme de Green se réécrit d’une autre fagon. Soit F= (%) un champ de vecteurs

de R%2. On sait que le rotationnel est seulement défini pour les vecteurs de R3, donc on
considére que F' se trouve dans R? en ajoutant 0 & la derniére composante :

. F (.%, y)
F(z,y,2z) = | Fa(z,y)
0
Lorsque 'on calcule le rotationnel, on obtient
. i 7k 0
rot F'= |0, 0y 0.|= 0
Fr Fy 0 %2 - aa—?

Enfin, le domaine de F se trouve dans le plan xy, donc on peut prendre le vecteur normal
i = (1,0,0)T partout. On a

On peut donc réécrire le théoréme de Green de la fagon suivante

Théoréme de Green (version dans R?) 2.4.7. Soit D C R? un domaine borné du plan dont
la frontiére 0D est composée d’un nombre fini de courbes réguliéres orientées positivement.

Si F = <g) est un champ de vecteurs de classe C'! sur D et continue sur D = DUOD, alors

on a
/ ﬁ.ds://wxﬁ).dg.
oD D

Remarque. Cecin’est pas un théoréme différent, ¢’est le méme énoncé écrit dans une notation

différente.
sokokok
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La question naturel est de se demander sur quels domaines de R? cette formule reste
valide. C’est le contenu du théoréme de Stokes.

2.4.3 Théoréme de Stokes

Le bord d’une surface

Pour les besoins du cours, les surfaces considérées auront un bord composé d'une courbe de
classe C1. Par exemple, le bord de I'hémisphére nord d’une sphére sera 1’équation ; le bord
d’un cylindre sera les deux cercles aux extrémités.

On fera donc appelle & une notion intuitive de ce que doit étre un bord et celui-ci sera
toujours « évident » a trouver.

Exemple 2.4.9. Bord d’un paraboloide et d’un cylindre.
Le bord de la partie du paraboloide z2 + Le bord d’une partie de cylindre est com-
y? =2, 2 €[0,2] est le cercle 22 4% = 2. posé des deux extrémités.

:

/

V@

Enoncé du théoréme

Rappelons qu’'une surface est orientable lorsqu’il existe un choix cohérent de vecteur normal
en chaque point.

Définition 2.4.8. Soit S une surface réguliére, dont la frontiére 9S est un nombre fini de
courbes de Jordan de classe C!. Soit 7 un choix d’orientation sur S. On dit que 9S est
orientée positivement par rapport a 77 si un marcheur placé sur une courbe de 0S5, orienté
comme l'indique la normale et parcourant 0S5 dans cette orientation, voit la surface a sa

gauche.
ok Kk
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Exemple 2.4.10. Orientation du bord d’'un paraboloide et d’un cylindre.

Lorsque le vecteur normal pointe vers I'ex- Les deux courbes formant le bord du cy-
térieur, le bord du paraboloide est orienté lindre sont orientées dans des sens oppo-
comme sur la figure. On peut utiliser la sés pour étre compatible avec I'orientation
regle de la main droite pour déterminer du cylindre.

l'orientation.

-

/

V@

On rappelle qu'une surface S est réguliére lorsqu’il existe un paramétrage de classe Ct
et tel que N est non nul. Pour le prochain théoréme, on aura besoin d’une condition un peu
plus forte.

Définition 2.4.9. Soit S une surface dans R3. On dit qu’elle est réguliére de classe C" §'il
existe un paramétrage ¥: D C R? — R3 de S tel que ¥ est de classe O™ et N = g—% X ‘g—% est
non nul pour tout (u,v) € D.

koA k

Pour le cours, on ne demandera pas de vérifier qu'une surface est réguliére de classe C",
on le tiendra pour acquis dans les exemples et les exercices que 1’on rencontrera.
Théoréme de Stokes 2.4.10. Soit S une surface réguliére de classe C? orientable dont le
bord OS est un nombre fini de courbes de Jordan de classe C 1. Soit 7 un choix d’orientation
de S. Soit D C R? un domaine qui contient S et soit F': D — R un champ de vecteurs de
classe C1(D). Si OS est orientée positivement, alors

/(Vxﬁ’)od,g:/ F e ds,
S oS

c’est-a-dire que le flux de V x F a travers S est donné par la circulation de Fle long de 0S.

Démonstration. Soit $: A — R3, un paramétrage de S, ot A C R2. Soit f: [a,b] = A C R?
un paramétrage de 0A. Pour simplifier la preuve, on fait '’hypothése que JA est composée
d’une seule courbe de Jordan réguliére, mais il serait possible qu’il y en ait plus, auquel cas
il faudrait considérer fl, ]?2, ... pour paramétrer toutes les courbes.

On pose () := Z(f(t)), c’est une courbe de S telle que 05 C ([a, b]).

\/\/\M Il est possible que 9S # ¥([a,b]). Par exemple, si S est un cylindre de hauteur 1 paramétré par

V COS U
S(u,v) = (vsinu) , alors D est un carré et v est composé du cercle a la base du cylindre, un
v
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segment de droite qui monte au cercle au haut du cylindre, ce cercle et enfin ce méme segment parcouru

dans 'autre sens.

Dans tous les cas, si une partie de v n’est pas sur la frontiére de S, alors dans l'intégrale, les parties de la
courbe qui ne sont pas sur la frontére seront parcourues deux fois dans les sens opposés, donc ils s’annuleront.

On a
Y1) = SS((0) = e S(F0) J'0).

Ainsi, on obtient

On pose
Gla,y) = (d%(x, )" F(S(x,)),
ou G: A — R3. L’intégrale précédente devient

= N b—» N ’
/(95Fod7:/a G(f(t)) e f'(t)dt

// (% — %) dA. (Théoréme de Green)

On a I'égalité suivante, que ’on démontrera a la fin,

0Go 0G1 7 7 3
oy el

omT;,c—(9 etTy—%g

On remplace dans (x) pour obtenir

fFear= [, (5 -5 )ad
://D(Vxﬁ’)o(fxxfy)d/l
://D(vXﬁ).NdA

:/S(VXF).dﬁ.
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\/\N' Il reste & montrer (xx). Ce calcul est un peu plus difficile & suivre. On omet d’écrire le « (z,y) »
partout afin d’alléger. On a

(C’est un simple exercice d’algébre linéaire que de vérifier cette derniére égalité.) Ici, 'expression TiF Fox
est la produit du vecteur ligne I’ (1 x 3) avec le vecteur colonne F oY (3 x 1). Si on dérive, on obtient

0Gy 0 T2
or _%<TyFOZ)
- ~ 0%

_ 7T T

=T}, F oS + T} dF =

=TLFoX+ Tl dFT, (car &2 =1T,)

et, de la méme fagon,

0G _ g7 Fox 4 1T dFT
Ty_ Ty oX+ T Y-

Ainsi, on obtient
0G,  0G ~ ~
a—z - a—l - (Tg;Foz+deFTI) — (Tg_;FonrdeFTy)
x Yy :
=T dF T, — TTdF T,
- - T _
= TyT dFT, — (TIT dF Ty) (car TT dF T, est un scalaire)
=T dF T, — T dF" T,
=17 (aF — aF")1T,.
On montre maintenant que (dﬁ - dﬁT)Ta: = (V X F) x T,. On le montre pour les vecteurs de la base

canonique {e, ez, es}. On a

5 . 0 Fly_FZx Flz_Fd:v 1 0
(dF - dFT)€1 = F2z - Fly 0 ng - ng 0 = Fgw - Fly
F3w_Flz F3y_F2z 0 0 F3I_F1Z
et aussi
i j k 0
(VX F)xe = By —Fy, Fi,—F3, Fop—Fiy| = | Iy, — Iy
1 0 0 FBI _Flz

Ceci montre que (dﬁ - dﬁT>el = (V x F) X e;. Les calculs pour ey et ez sont analogues et sont laissés en

exercice. Pour v € R3, 'application v x - est linéaire, donc on conclut que (dﬁ — dﬁT>w = (V x ﬁ) X w

pour tout w € R3.
Ainsi, on peut finalement conclure que

o =T (dF—dF )Tx

- "
=T, (VX F)xT,
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=T, e (VxF)xT, (car pour v,w € R”, on a vw = v e w)
=det (T, VxF T,)
=det (VxF T, T,)
= (V x F) e (T, x T,).

Ceci termine la démontration de (%) et donc du théoréme de Stokes.

Exemple 2.4.11. Soit C' le cone paramétré par

rcosf
0 ecl0,2
Y(r,0) = | rsinf |, E{O’l]ﬂ)’
T )

r
avec l'orientation induite par X, c¢’est-a-dire N = %—% X %—%. Soit le champ de vecteurs
2
B y+e
F(ZL‘,y,Z): Z + cosy

T

Calculer [, acL'e dS, ot OC est orienté dans le sens positif par rapport a N.
Calculons le rotationnel pour voir s’il est plus simple. On a

7 J k
V x ﬁ(l‘,y,Z) = ax ay az
y—i—e"f2 zZ4cosy x

-1

=1 —1

-1

Comme c’est un champ constant, on préférera utiliser le théoréme de Stokes. On a déja
calculé le vecteur normal du cone, qui est donné par

—7rcosf
N=| —rsinf
r

On a

/ ﬁ.dgz/vXﬁ.dﬁ
oC C
—rcosf

-1
:// —1 | e| —rsinf | dfdr
D\ —1 r
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2r pl
= / (TCOS@—H“Siﬂ@—T)deQ
0 0
2m

1
= —/ (cos @ +sinf — 1)do
2Jo
= —m.
Exemple 2.4.12. Changement de surface. Soit & nouveau le cone C

Y(r,0) = [ rsind |,
r

?

r e [0,1]

avec l'orientation induite par . Soit le champ de vecteurs

. cos(xz)
F(z,y,2) = | = +1log(y* +2° + 1)
ZE2 +y3 +Z4

Calculer fas F eds.
Calculons d’abord le rotationnel de . On a

. i Oy cos(xz)
VxF=|j 0 x+log(y*+22+1)
k0. 2?4yt + 2

2 2z
?)y + y2+22+1

= | —2x — zsin(xz2)

1

On voit que ceci ne sera pas simple a calculer sur le cone. Puisque 95 est le cercle 22 +y% = 1,
z = 1, on utilise le théoréme de Stokes sur une surface différente qui a le méme bord que S.

Soit D le disque a l'intérieur de 05, c¢’est-a-dire
D= {(z,y,1) [ 2* +y* = 1}.
On a bien 0D = 0S. Puisque N pointe a vers le haut, l'orientation de 0D est dans le

sens positif, c’est-a-dire de 'axe des x vers I'axe des y. Ainsi, pour que l'orientation de D
et 0D soit compatible, on prend un vecteur normal 7 qui point directement vers le haut :

i =(0,0,1)T. On a
/F.dgz/ Fedd
oS oD
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/vﬁ edS

3y + 0
// —Qx—xsm(xz) o0 |dA

ff

= Aire(D) =

Exemple 2.4.13. Soit l'ellipse E défini par 22 + 4y> = 16, z = 0, orienté positivement,

c’est-a-dire de 'axe des x vers ’axe des y. Soit le champ de vecteurs

z—1
Flz,y,z)=| =(z— 1)2
(z —1)e?

Calculer fE Feds

On ne peut pas calculer directement l'intégrale a cause du 622, donc on calcule le rota-
tionnel. On a

i j k
VXFI 8.1‘ ay az
z—1 z(z—1) (2—1)622
—x
= 1
z—1

Comme le rotationnel n’est pas compliqué, on utilise le théoréeme de Stokes. On peut choisir
la surface de notre choix, tant qu’elle ait £ comme bord.

Comme la courbe est une ellipse, il n’est pas évident de choisir une surface simple sur
laquelle le calcul sera possible. On prend donc un cylindre ellipsoidal C' de hauteur 1 :

C={(z,y,2) | x2 +4y2 =16, z € [0,1]}.

Le bord de C' est composé de deux courbes, de E et d’une autre ellipse que 1’on appelle E’.

Pour que l'orientation de C' et de E soit compatible, il faut que le vecteur normal pointe
vers I'extérieur de C'. Ceci induit une orientation a E’, qui est celle opposée a E, ¢’est-a-dire
allant de 'axe des y vers 'axe des x. Par le théoréeme de Stokes, on obtient

/Vxﬁ’od§:/+/ ﬁ’od§,
C E E’

donc on obtient I'intégrale voulue en isolant :

/F.dgz VXF.dE—/ F ed3.
E C E’
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Commencons par calculer I'intégrale curviligne sur E’. Puisque sur £/, on a 2 = 1, on
voit que F'(z,y,1) = 0. Ainsi, il suit que

. b dx

/ Fod§:/ F(z,y,1)e | dy

E' a 0

=0.
Pour l'intégrale de flux, on commence par paramétrer C. On a
4 cos
¥(0,2) = | 2sinf |,
z

avec 6 € [0,27] et z € [0,1]. On calcule le vecteur normal. On a

—4sinf 0
d¥(0,z)=| 2cos@ 0 |,
0 1
donc on a
2cosf
N = [ 4sino
0

On vérifie qu'il pointe vers 'extérieur. En (6, z) = (0,0), on a N(0, 0) = (2,0,0)7, ce qui est
la bonne direction. .
Ensuite, on calcule (V x F) o ¥ (la composée). On a

. —4 cosf
(VX F)oX(0,z2) = 1
z—1
Le produit scalaire donne
. . —4cosf 2cos b
(VxF)oXeN = 1 o 4sind | = —8cos? 0 + 4sinb.
z—1 0

Enfin, I'intégrale nous donne

2 rl
/Vxﬁ’odgz/ /(—800820+4sin9)dzd9
c 0 0

2
:/ (—8cos®f + 4sin §) df
0
27
:/ —8cos® 0 db
0

_ / 41 - cos(26))a0
0

= —8&.
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Conclusion:/chE’z/(Vxﬁ)odg—/ Feds=—8r+0=—8r.
E C £’

On s’intéresse a nouveau a la question de champ conservatif. Si F:D — R3, ot D C R3,
est irrotationnel (rot(F) = 0), est-il conservatif? Dans le cas de R?, on a vu que cela était
vrai si D était simplement connexe.

Définition 2.4.11. Soit D C R™ un ensemble. On dit que D est simplement connexe si
pour toute courbe fermée simple C, il existe une surface S (de dimension 2) contenue dans

D dont le bord est exactement C.
oKk ok

La simple connexité dans R est un peu plus nuancée que dans le plan, car ce n’est
plus simplement un « domaine sans trou ». En effet, R3\ {6} est simplement connexe. Un
exemple trés simple d’un domaine qui n’est pas simplement connexe est R3 \ {J}, ot d est
une droite.

Corollaire 2.4.12. Soit D C ]R3 un domaine simplement connexe. Soit F:D — R3 un
champ de vecteurs. On a V x F =0 si et seulement si F est conservatif.

Remarque. L’hypothése que D soit simplement connexe est importante. En effet, le champ
de vecteurs

-y

" x4y
— T

F(ZL’, Y, Z) - xi_é_y?

défini sur R3 \ {(0,0,2) | z € R3} satisfait & la condition V X F = 0, mais ce n’est pas un

champ conservatif, car f() Feds= 2, oit C est le cercle 22 4+ 42 = 1, z = 0, orienté dans le

sens antihoraire.
kokoskox

Démonstration. On montre que F posséde la propriété d’indépendance du chemin. Soit C'
une courbe fermée. Si C' n’est pas simple, on la décompose en courbes simples et fermés
(1, (9, ... aux points d’'intersection. Puisque C} est simple et fermée et que D est simplement
connexe, il existe une surface S; telle que 95; = C;. On a, par le théoréme de Stokes

/ ﬁ.dgz// VxFedS=0.
Cj Sj

Il suit que I'intégrale sur C' aussi vaut zéro, puisque c’est la somme des intégrales sur les C}.
O

Pour les champs conservatifs, s’il est possible de relier deux courbes par une surface,
alors leur intégrale est égale, si les courbes sont orientées correctement.

Exemple 2.4.14. Soit C le cercle 22 + 22 =1, y=0,et Cy, le cercle 22 + 22 =1, y = 1.
Soit F' un champ conservatif. Montrer que fC F ds = fC Fe ds, si C'1 et Cy sont tous
deux orientées dans le sens allant de ’axe des x vers 'axe des z.
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Comme C] et Cy forment le bord du cylindre 22 4+ 22 = 1, y € [0, 1], on a, en orientant
le cylindre avec la normale qui pointe vers I'extérieur

/VXﬁ.dgz (/ +/ )F’od§:0.
S —-Ch Ca

Le résultat en suit.

Retour sur le rotationnel

On a déja vu la définition du rotationnel, mais on a reporté son interprétation. Avec le
théoréme de Stokes, il est possible de lier assez simplement la circulation au rotationnel.

Soit ¥ un champ de vecteur défini sur un domaine D simplement connexe de R3. Soit @
un point de D. Soit S, un disque centré en @ de rayon r, paramétré par X: R — D, et soit
77 son vecteur normal unitaire. Remarquons que ¢ ne dépend pas de r. On a

/ 7edi= | V xvedS,
857" ST‘

par le théoréeme de Stokes.
Voici 'idée (les détails rigoureux ce trouvent plus bas) : on approxime V x ¢ e 7i(¥) par
V x U e d(d), puisque quand r est petit, ¥ se trouve prés de @. Ainsi, on a

V x TedS ~ // V x 7 e @i(@)||N||dA = V x ¥ e 7i(a) Aire(S)).
Sr E

On a donc .
Tliréhm/asrvodS—V X U eri(d).
Ici, Vaire du disque est 7r2.

D’un c6té, on a la circulation et de ’autre, le rotationnel. Ainsi, le rotationnel mesure la
densité de la circulation le long de cercles infiniment proche de @ dans le plan perpendiculaire
a m. Si cette densité est grande, cela signifie que la circulation suit des cercles de trés pres,
donc que le champ de vecteur a tendance a tournoyer dans ce plan.

On remarque également que V x v(d@) e 77 est maximal lorsque 77 est paralléle a V x (@).
C’est donc dans ce plan perdiculaire que le tournoiement est maximal. De plus, lorsque 72
est perpendiculaire a V X v(d@), le tournoiement est nul. Ainsi, la tendance a la rotation
du champ de vecteur s’effectue autour d’'un axe principal, dont la direction est exactement
V x v(a).

Enfin, notons que cette analyse n’a rien de physique, c¢’est une interprétation géométrique
(mathématique) du rotatinnel a I'aide d’outils de 'analyse réel. Ainsi, c¢’est une interpréta-
tion qui fonctionne quelque soit ’objet physique que ¥ représente. Par exemple, si ¢ modélise
la propagation de la chaleur, le rotationnel mesure la tendance a la charleur de tournoyer
(ou, plus vraisemblablement, a ne pas tournoyer).

\/\/m. On pose F' =V x ¥ e 1, c’est champ scalaire de D — R. Par la définition de la dérivée, on a

F(Z) = F(@) + Jacg F(Z — @) + R(Z — @),
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ou R est un reste qui satisfait a
R(¥—a)
lim ————=
F—a Hx——a”
Soit ¥: E'— D un paramétrage de S,.. On a

/ Vxﬁodgz//FoﬁdS.
Sy FE

Soit € > 0. Il existe 6 > 0 tel que si ||& — d|| < 0, alors || Jacz F(¥ — @) + R(Z — d)|| < €. On pose
Z = X(u,b) et @ = X(ug,vg). Sir <4, alors on aura |[|X(u,v) — E(ug,v)|| < § pour tout (u,v) € E. Ainsi,

o // (u,v) onHNHdvdvf// @) + Jacg F(Z — @) + R( — @)) dS.

// @)||N||dS = Aire(S,)F(&).

‘/ v ed§ — Aire(S // edS.
S,

On voit que I'inégalité est vraie pour tout r < §, donc on laisse r — 07. Comme ¢ > 0 était arbitraire, on
conclut que

=0.

De plus, on a

Il suit que

: 1 Lo e V.
Tli%lJrAire(Sr)/OSTUOdS—F(a)—VXU(a)on.

2.4.4 Théoréme de Gauss (ou de la divergence)

Le dernier théoréme du cours porte sur 'intégration d’'un volume. Un volume est une région
connexe de ’espace.

Définition 2.4.13. Soit V' un volume. La frontiere de V', notée OV, est 'ensemble des

points de R3 atteignable a partir de V et de R3\ V.
sekkok

Remarque. On parle d’un point atteignable au sens ot il existe une suite de points qui converse vers
\/\Nﬂ le point atteignable.

Plus rigoureusement, un point & est sur le frontiére de V si pour toute boule ouverte B centré z, B
intersecte a la fois V et R3\ V.

KKKk

Les volumes avec lesquels 'on travaillera auront une frontiére formée d’une ou de plu-
sieurs surfaces.

Exemple 2.4.15. La frontiére de la boule ouverte
B ={(,y,2) | 2* +y°2* < 1}

est la sphere de rayon 1.
La frontiére du cylindre plein

C={(z,y,2) | 2 +y* <1,2€[0,1]}
est formée de trois surfaces : le cylindre et les deux disques a chaque extrémité.
La frontiére de la boule de laquelle a été retiré une plus petite boule
B={(r,y,2) | 3 <2+ 4+ 2 <1

est formée de la sphére de rayon 1 et de la sphére de rayon %
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Définition 2.4.14. On dit que OV est orienté positivement par rapport V si le vecteur

normal & dV pointe toujours a l'extérieur de V.
kKK

Exemple 2.4.16. La sphére est orientée positivement par rapport & la boule qu’elle contient

si son vecteur normal point a ’extérieur.

Théoréme de Gauss 2.4.15. Soit V' un volume tel que sa frontiere JV' est composée d’un
nombre fini de surfaces de classe Cl. Soit F:V — R? un champ de vecteurs de classe C' sur
V et continue sur V =V UV . Si OV est orientée positivement par rapport a V', alors on a

/ F.dﬁ:/// div F'dV,
ov Vv

o dV = daxdydz est un élément de volume.

Exemple 2.4.17. Soit S la sphére unité et soit le champ de vecteurs

yz’
F(x,y,z) = xe”
cos(zy)

Calculer le flux de F' au travers S, ou 'orientation est positive.
On remarque que la divergence est nulle. En effet, on a

/ (y=") + 3(9662) + o cos(zy) = 0.

div F = oz dy 0z

Ainsi, par le théoréme de Gauss, on a

/F-d?:/// div FdV = 0,
S B

ou B est le volume contenu dans la sphére.

On peut utiliser le théoréme de Gauss pour calculer des volumes. En effet, on a

flfor - o= 1, () s

De maniére similaire, si F est un champ de vecteurs défini sur VUJV de sorte que div F= 1,

alors on a
Vol(V) :/// dV:/ FedsS.
1% ov
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Exemple 2.4.18. Volume de la surface de révolution de l'astroide. Soit 1’astroide dans le
plan xz défini par

(1) cos3(t)
v(t) = 0 = 0
v3(t) sin®(t)

Calculer le volume du solide de révolution obtenu par la rotation de la région contenue dans
I’astroide autour de ’axe des z.

Appelons V le solide de révolution. On souhaite calculer Vol(V') = [[f}, dV, mais il n’est
pas évident comment paramétrer cette région. On penche donc vers la formule du volume
offerte par le théoréme de Gauss.

On paramétrise d’abord la surface de révolution, c’est-a-dire V. On a

cos) —sinf 0 (D) ~1(t) cos 0
X(t,0) = | sinf cosf O 0 = | 7(t)sind |,
oo 1)\l (1)

avec t € [— 5. 5] et 0 € [0,27]. On restreint ¢ & cet intervalle, car autrement, on recouvrira

la surface deux fois. (On aurait également pu prendre ¢ € [0, 27] et 6 € [0,7].)
On trouve ensuite

Y1(t)cosf  —~1(t)sind
dX(t,0) = | y1(t)sinf  ~1(t) cosb
75(t) 0
et donc, le vecteur normal est donné par
i Yi(t)cosh —vi(t)sinb —y1(t)v5(t) cos 0
N=|j ~)sing y(t)cosh | = [ —y1(t)r4(t)sind
ko) 0 () ()
Si on remplace v; et 74, on trouve
—3cos® tsin®t cost cos f 3cos tsin®t cos 6
N =| —3cos’tsin’tcostsing | = — | 3cos*tsin®¢sind
—3cos?tcos? tsint 3cos’ tsint

On vérifie que N pointe a l'extérieur de la surface. On a

5(2)° 3
N (3.0) = - <5>6 —— 0
3(%5) g



Comme les composantes sont négative et que l'on se trouve dans le premier octant, il suit
que N pointe vers U'intérieur de la surface. C’est la mauvaise orientation, donc on prend
I'autre, a savoir — V.

Pour se simplifier la tache, on prend

x
Fr,y,z)= |y
0

Remarquons que div F' = 2, donc on calculera deux fois le volume. On a

cos? t cos 6
F(X(t,0)) = | cos®tsind
0

Enfin, on obtient

2Vol(V) = / / / 2dV
1%
:/ FedS
oV
3costtsin?t cosf

. om cos® t cos 6
= / / cosPtsind | e | 3costtsin®tsing | dodt
— 0

3cosd tsint

3(cos’ tsin®tcos? @ + 3cos’ tsin® ¢ sin” 0)dAdt

Il
—
R
c\

¥

- r+ -t — o

1, 3, 35 1
—6 3 9 4 5 6
”{3 T S



Le volume est donc Vol(V) = 27,

Interprétation de la divergence

Le théoréme de Gauss nous permet de donner une interprétation a la divergence. Comme
pour le rotationnel, cet interprétation est mathématique; lorsque I’'on donne un contexte
physique au champ de vecteurs, l'interprétation se transfere au contexte.

Soit F' un champ de vecteurs sur R3. En un point @, on note la boule de rayon r par

B(@,r) = {(z,y,2) | 2* + > + 2% < r?}.

La frontiére de B(d,r) est la sphére S, de rayon r centrée en d.
Par le théroéme de Gauss, on a

/// divﬁdvz/ FedS.
B(d,’/‘) aB(ﬁ,T)

On le combine au théoréme de la moyenne : pour chaque r, il existe un point ¢, tel que

/ / / div FdV = div F(&,) Vol(B(@,r)).
B(d,r)

/// dideV:/ FedS
B(d,r) B(d,

=

r)
= div F'(¢,) Vol(B(@,r)).

Ainsi, on obtient

Lorsque 7 — 07, &. tend vers @, car le rayon de la boule diminue. On a ainsi

Lo 1 L
div(F)(d) = r1—1>I(I)1+ W /T FedS, (%)
ou Vol(B(a,r)) = %7’371

L’intégrale dans (x) est la différence entre le flux qui sort de la boule et le flux qui entre
la boule. Ainsi, la divergence de F s'interprete comme la densité de la différence de flux a
travers une boule infiniment petite. Lorsque div(F')(a@) > 0, on peut s’imaginer qu’il y a plus
de flux qui s’éloigne de @ qu’il y en a qui s’en approche, et inversement pour diV(F )(a@) < 0.

Ceci explique 'appelation suivante : lorsque div(ﬁ )(@) > 0, on dit que @ est une source,
puisqu’il « génére » du flux; lorsque div(ﬁ )(@) < 0, on dit que @ est un puit, puisqu’il
« absorbe » du flux.
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