



































































































EXERCICESDE LASÉRIE 6
HI Soit f R IR définiepar feuy Ç si le y 10,0 et 0

sinon

a Ma f est continue
7 est continue sur RYKO01 car c'est le quotient de
deux polynômes continus
f est continue en 10,0 soit E 0 Soit Ca y e R2 tiq
dux y 10,01 s E Alors en particulier belt Hty E

On a d'fix y f10,01 ÇI of III 0 si x 0

Sinon d fa y f10,01 III II bel E

alone f est continue en 10,01 aussi

b Soit y 1,11 R2 dérivable en 0 telle que 910 0 et

l 10 10,01MG foy est dérivable en 0 et calculer 7 g o

Posons que 4,1M 42cm Alors folles yÜEY
on a

Ling t.ylothj f.lk bhg à Ête O

Ka ÎleïHamil
mêlait
Kilo 3

Hilfe
E R






































































































cMG fr10 et fylo existent et les calculer
on a

fr10 thy fth f10,0 Ling Mh 1

fylo thy f10 ht f10,0 fi 0

dMg f n'est pas dérivable en 10,0

Si f était dérivable en 0,0 on aurait 7 0,0 5710,0
Il 0 par le c Or
lim Ifthih f10,0 1 a f l
h 0 IlChihH

Kel ht him È Ie 0
2KF

d'où the 1f47 710,0 Jalo0 G l 0 et f
HUMA

n'est pas différentiable en 10,0






































































































HI Soient f R R et g IRS R définies par
feuv U ve ne et glx y z rez yz x

Onpose h gof Calculer L11,0
Calculons les dérivéespartielles de 7 et g

2 tu V t 3f lu v 0 ageex y z z 1

ff lui ve of lui e agiry z z

Falun e at my ne ago
in y z sexy

Alors les matrices jacobiennes de f et g sont

quoi f È et traits Itametanomposantes
est une fonctionTantes continue R R

est une fonctioncontinueR2 R

Elles sont toutes les deux continues sur tout R et
R respectivement d'où 7 et g sont dérivables en tout
point
Par la règle dedérivée en chaine on a alors

h 1,0 gof 1,0 g f11,0 7 1,0

Jg 1,0 1 Jf 1,0

Ei






































































































HI Soit f R R une fonction dérivable telle que tre IR
11711111 1 9Mf fast f x O Ax Elk

Soit IR x R IR x y a xty Alors est le

produit scalaire habituel sur IR qui est bilinéaire
Comme f est dérivable la fonction f f R R

l'est aussi et the R

f f se h f lu h flu f a f x h
flash fin fast flash
2 fait f a h
2h fait f he x

Ch f f n 7Mt fin HAUT 1 KHEIR d'où la

fonction f f est constante et f f n O KHEIR

Alors A donne 0 2hf a t f a fast f x Kree R






































































































HI Pour Cr 0 E R on pose sur 0 r caso et yLr 0 rsino

les coordonnéespolaires
a mo zer0 GEH est dérivable en tout point de R
et calculer z r O
Calculons sa matrice jacobienne

Ç N O cas0 ça o rsino

II 40 sino agir pas Izu 0
so sino

sino raso

Chacune des composantes de Jzir 0 est continue sur

tout IR d'où z est dérivable et z r 0 Tzu 0

b Soit f IR IR une fonctiondérivable On pose
gerO fixer o yer0 Calculer It et If en fonction de
Fe et Zy
On a g 7oz d'où la règle de dérivation en chaîne
donne g r 0 f zer0 o z r 0

On a alors

Fer0 fou 0 Jglu 0 Jf zer0 Jzlt 0
Ç tros o r sino ft troso rsino leso rsino

sino raso

CasoÊtreso rsino sinofercoso sino

tsinoftrasoirsino rcosofftrcoso sino






































































































I Soient U E R un ouvert et f U IR une fonction
dérivable en a eu Calculer 7 f a si 7ha 0

Soit h U IR x ne 1 Alors h x 0,0 0 free ll
Par la règle du produit 9 on sait que

0 h a ft f a f a f a p'pa t a

f a t a c'est à dire que
7 f a pela a 8f a






































































































II Soit f IR IR définie par fin arctan 4x4 MQ
Ifk fly I I Ux yIl Ya yaR
Posons g R R x arctan se Alors 1g x t I I I Freer
Ainsi le TVM donne arctance arctan y I Ix y1 fr yaR
En particulier étant donné x y a R on a

larctanchan arctan llyn I I Illa Hy I I Illa y Ilseyil
tel que désiré D




































































EXERCICESDE LASÉRIE 7

HI Soit UER et f U IRM une fonction.MG si les Fej
existent et sont bornées dans un voisinage de see U

alors f est continue en x

Soit r 0 Posons M MEIEfan IlÊj z ll On a alors
the R t.q.sethe Ble r
Il fGeth f a l1 Ifla h Katha Unthn f14 2ndll

II fait hi Katha Unthn f x Hatha Enthn
FINHatha Unthn f14,2223 hz Unthon

FIX AnsUnthn flan Un1 Un ll
Il fait hi Katha Unthn f le Hatha Anthnill

théorèmedelaval

ymoyenneappliqué
aux fonctions
flXIXI tej En IlFIX AneUnthon flan Un1 Un ll

tuées M Ilhi 0 014 t a t Mllto 0 hall
dedérivéesFj M Ê Ilhill o lorsque h 0



Pour chacunedesfonctions IR R suivantes déterminer
il en quelspoints de R2 elle est localement inversible
ii si elle possède un inverse global sur R
a fin y x2 y

2 2xg
t

On a Jfk y 2x 2g
y z

qui est continue sur

tout R2 d'où f est

dérivable et de classe C partout Elle est donc
inversible localement en Ueg ER si 5f la y est

inversible ssi det Jfk y 0 On a

det Jfk y 422 412 0 x y 0,0
d'où f est inversible localement et est un C

difféomorphisme local partout sauf en 0
Soit B BLO r On a f E O E a t f l'E O d'où

7 n'est pasinjective sur BLO r Comme r est arbitraire
on conclut qu'il n'existe pas de voisinage ouvert de 0
sur lequel f est inversible car f n'y est pas injective



on pose U la g FR211 x2 y
2 2 Soit f U IR définie

par Faire ÜÉÊ
a En quelspoints de 4 f est elle localement inversible
Calculons Jfk y on a

3f X Y 2xperty
K y2
2Ff

2
Ç la g

x2 y 3kg y
sexyZx Katya ses y'a

24 y2 312

23 3y2x
14 y2 312

Ça y Lys
xyy2312

2 le y 2µs
2444312

d'où

Jfk y type
23 394 3kg y3

Zy 223

Alors Jfk y est bien définie et continue sur U
donc f est de classe C On a

det JAMAI gym KÜÇÜK
2 x2 rt Zyteky y set 2kg y
2 x4 y2 x4y2

2

HEY z

Donc Jfk y est inversible vin g eu d'où f est un



C difféomorphisme local sur u par le théorème
d'inversion locale

b Soit b f E O Calculer f b

Par le théorème d'inversion locale et les calculs du
a on a que If b 7 E O et Jf E a j2
Alors f b JflE O

e Calculer V f U
C'estplus facile à voir en passant aux coordonnées
polaires Posons donc x rcoso y rsino pour r 0 E R

0,2a On a alors U Crcoso rsino I I r r et

f Xlr 0 yer o fr
050 sin 0 E r cas20

Lr Lasosino t sin 20

Donc 7 U r cas20 rsin20 1er a

la g e R I I x y a 2 U

d La fonction possède t elle un inverse global de
V sur u

Non car f n'est pas injective Par exemple
tire g E U L X y eu et fin y ft x y



Soient U V EIR ouverts 7 U V un homéomorphisme
et a eu On pose b fla et g f et on supposeque 7
est dérivable en a et que t a cMnt
a Pour k dans un voisinage de OER on pose
h k glbtk gb Ma 78 0 et C 0 t.q.si 11411 S alors

Ilhull ICIKH
On a her glbt k gifla glbtk a h a glbtk

flath btk

ke flath fla
comme 7 est dérivable en a

flath f a t a h r h où high 0

Alors
h fla flath fla rt Fla k rek

d'où
Ilhemll Il t a ll Il k renill k Ifla II AKH Archill

Soit Eso tiq YI Hian lorsque HIKE

Lorsque Koo on a h glbtk glbt 0 par
continuité de g Alors 78 0 t.q.HR ICS 1h11 E

Dans ce cas Archill Il t a Ils Illhll d'où
Hall Éthll Hhtall Archill Ifla Il Atlas ll Akil

c à d 11h11 C Ilkll avec Ce 2117 a Il dis que IKU S



b déduire que g est dérivable en b et que g b t a
on a alors

leg Il 9lb k 9lb Fla DkIl bby Il t a f a h KI
NKII IKIl

Ils Ht lat'll Il t a h flat h fla ll
MkII

hin ta

ft11h11

0

donc g est dérivable en b et j b t a



On considère dans R la courbe C d'équation xet yer 0
où x ya R
a Ma a un voisinage U de l'origine et une fonction 7 U R

de classe C t.q.lk feu E free ll

Posons F R R x y net ye Alors F est de
classe C Felmy et yen et Éluy ret et sont
continues
On a F10,0 O et Ç10,01 l e é I E Mj d'où

par le théorème des fonctions implicites au

un voisinage ouvert de 0 et 7 U R de classe C

tq F x feu O free ll ce feat E free ll

b Quelle est l'équation de la tangente à C en 10,0

Le vecteur tangent à C en 10,0 est donné par
4 gros Le théorème des fonctions implicites donne
g lo ÉluÀFeu0 t 1 1 Donc la droite tangente
a comme vecteurdirecteur e 1 d'où elle est d'équation
g x

e Ma il existe un uniquepoint où la tangente est
horizontale et calculer son abscisse
on peut appliquer le thm des fers implicites en tout
cag e C t.q.GE la y 0 Dans ce cas la tangente à
C est de pente Fyla y Facey Cet net yet et
Cettepente est nulle ssi yet et 0 Comme on a



aussi yet net 0 on peut soustraire les deux

pour obtenir ceMet 0 x 1 Ceci est l'abscisse
du point cherché
Reste à vérifier les points où le thm ne s'appliquepas
notons que tu g EC vérifie Ça y O ssi

xet yen 0 net et 0 y 1 en 0

y 1

Par symétrie de l'équation définissant C on sait

que ce point correspond à celui où la pente est
une droite verticale on peut appliquer le thon des

pets implicites pour obtenir x en fonction de y et

on obtient une pente nulle de x en fct de g de façon
analogue à la démarche ci haut



I On considère la surface SE 10 a définie par
2xz logxyz 7 y

3

a Ma 7 un unique point de la forme 1,2 z et calculer z
Si x 1 y z l'équation deS devient 2g logZz 1 7

Une solution est donnée par z E
Posons f Rsa R x ne se login 1 Alors 7 est dérivable
et si 7 a deux zéros Jee Ro t.q.FI O par Rolle
On t 1h It I O txt Rso d'où f a au maximum

un zéro Comme les zéros de 7 sont en correspondance
biunivoque avec les solutions de a on conclut que z E
est bien la seule
b Ma JU un voisinage ouvert de 11,2 et une fonction
7 U R de classe C t.q.tn g eu et tz 0 on a
le y g ES z fu y
Posons F 0,0 R x y z 222g logxyz 7 y

3

on a F I 2 E 0 et Ez 1,2 E 2x LÀlay _un
qui est inversible
Alors on peutappliquer le théorèmedes fonctions
implicites et on obtient un voisinage ll de L1 2 et

une fonction f U Rpt.q.lay g ES Fla y z 0

declasseC z f x y
tir g EU et t z dans un voisinage V de E
On a montré tir g eu et tz 0 z fu y la y 3 ES
Notons g Rso R z 222g logayz 7 y



Alors g z 2x Iz 0 dès que se 0 et 370
Autrement dit quitte à restreindre le voisinage trouvé
ci haut pour que se 0 tu g EU 7 zeRsot.q.FMY z 0 par le même argument qu'au a

et ce z est donné par fix y
a Calculer Fehr et Ça 2

Le théorème des fonctionsimplicites donne
t 11,2 Fg 1,2 EJ'EglinE

4oz te yt 39 la y z 1,2 E

LE E
Donc 4,4 E et ff144 E



I On supposeque la yoyo no va wo est une solution du

ï42 3y z n v w 10

a Ma il existe un voisinage ouvert de Croyozo et des pets
dérivables n v w de x y g définies sur ce voisinagequi
résolvent ce système
Posons F R IRS cay z u v w ÉLITEYÉTI

x 332 W v2

Alors F est de classe C et FluoYozo no vaWal O On a

Emmungoisanavonde PEE
dont le déterminant est

3mi t 2v0 240 24 34041 0

Donc JE Hogogonanoin est inversible et on peut

appliquer le théorèmedes fonctionsimplicitespour
obtenir un voisinage ouvert u de Crogogo et des
fonctions un w U R t q Fla y z nueyg very z wa yz
vieg zeu c à dque c'est une solution du système



b MQ il existe un voisinage ouvert de Luovawo et des pets
dérivables x y z de lu vin définies sur ce voisinagequi
résolvent ce système
on a ftp.zleoitoisomoivoiwo If
dont le déterminant est

1 21 3.230 630 3.3 4 2 240

Donc Ça yoZononowe est inversible et on peut

appliquer le théorèmedes fonctionsimplicitespour
obtenir un voisinage ouvert U de Luo vawo et des
fonctions a y z U R t.q.FI relu vin ycuirW zu V w U Vw

tLUNNIEU c à dque c'est une solution du système
e Calculer YÛGIHogogo dans le cas particulier
XaGogo 0,4 1

Si no yo30 0,4 1 alors

8 1 43 tu v2 1 as tu tu ne 2

12 1 V4 V W 10

www.a
avoua

wa 7

Le théorèmedes fonctionsimplicites donne

aggyItraitais ftp.mail.io miam Eggs éstb

_prît I H



là X
ï 3 3



a Posons E as bi ba bu Comme f est de classe
C et ao bi est inversible t i I K J Ui
des voisinages de as Vi des voisinages de bi et

Gi Ui Vi de classe C t.q.FI a b O b gila
tachi beVi par le théorème desfonctionsimplicites
Comme les bi sont distincts et par continuité des gi
on peutprendre des Ui tq les Vi sont disjoints
on obtient en posant à U n run tact
7 la gitan O ti d'où IElall k IELao

Ta tous distincts car les Vi sont disjoint
supposons que t voisinage ouvert u de as Jae U

t.q.IE a l Elad
Soit t 0 t.q.Bla.ir E U En particulier Une IN
Jane Blas E et Elan Elan Nécessairement 7
Cn E Elan t.q.cn Vi Kiek Alors la suite

Lanont E Blas r Y Ela E Blatt x K qui est



compact Alors J une sous suite ann Cnn qui
converge disons vers la c Par construction
on a at do Aussi comme Flann Cnu O Hk

Le FlameCnn Flao ca o par continuité
Or comme Cnn Vi t kick C _Mes Cnn Vi

d'où ca Ela ce qui contredit Flan C o

Donc J un voisinage ouvert de as t.q.IE a I IEla Il
Ya eu

b

On a f la y x y xy y x x y xy 1 qui
a comme racines en y et pour x fixé y x et

y Ex Ainsi pour as 0 et a o dans un voisinage
de as on a Ela a Ta Comme bha ta os

on conclut que Ya Ela n'est pas borné donc
voisinage
de 0

pas contenu dans un compact



Trouver dans R le minimum et le maximum

de la fonction fin y z x ya z sous la contrainte
242g z

2 1

Posons g RS R X y z x2 2g z 1 Alors g est de
classe C et g ex y z 2x 4g Zz qui est de
sang 1 t ex y z E R31103
Posons Lex y z 7 fu y z 7g x y z

24 y
2 z par 12g 734 7

1 7 x 1 21 y4 1 8 z a

Alors Ilse y z 7 2 27 x 2 47 y 2 27 z
selon Ü théorème de Lagrange si ix y za satisfait
gensyo zo O en particulier no yo go t 0,0 0 et

est un extremum local de 7 alors 77 ER Aq

Ça yo zo 7 O On obtient les équations
x2 2g

2
z
2 1 0 A

f
12 a r o u

f
comme a peutprendre uneseule valeur ceci implique2 47 y a 14 que 2 des 3 variables x y zsont nulles2 27 z O 3

Cast y z O Alors A donne x 1

Cass x z O Alors A donne y te
Cass x y a Alors A n'a pas de solutionréelle
Onvérifie les points obtenus
f I OO fl 1 0,0 1

f O E O E f10 IE 0



Donc 7 restreinte à cette contrainte atteint son max

f 1 en 4 1 0,0 et son min E en 0 tt o


