
 

HI Soient X a H d deux espacesmétriques et soit 7 X Y une

fonction
a 9Mf si 7 estuniformément continue alors pour chaque
suite de Cauchy sen de X on a que flan est une suite de

Cauchy de Y

fait au 5

bMG si pourchaquesuite deCauchy sen de X flan est une

suite de Cauchy de Y et si X est compact alors 7 est

uniformément continue
Comme X est compact 7 est uniformément continue si et

seulement si elle est continue

Supposonsque 7 n'est pascontinue Alors axeX et JE 0

t.q.USO JyeX t.q.dk y S mais d'Ifla fly E En particulier
the N 7UnEX t.q.dk sent h mais d FIN flan 7 E
Posons la suite yn définie par Yan Fa

Yan Un
Alors yn

d
x donc yn est de Cauchy Or 7 yn n'est

pas de Cauchy posons E comme plus haut Soit Ne N
Alors 2N 2N 17N et

d Elyan f Yann d FINN FN 7 E

On conclut que 7 estuniformémentcontinue D

e9Mf si pour chaque suite de Cauchy lien de X Hent est

une suite de Cauchy de Y et si Y est complet alors 7 est
continue



Onpeut faire la même preuvequ'au b sans le

premier paragraphe
L'hypothèse que Y est complet n'est pas
nécessaire

dMQ si X E R est un ouvert borné Y est complet et
si pourchaque suite de Cauchy sen de X flan est

une suite de Cauchy de Y alors 7 est uniformément
continue
Par le cas on sait déjà que 7 est continue Comme
X est fermé et borné dans R il est compact
si on prolonge f en une fonctionÀcontinue sur

on aura que 7 est uniformément continue

Soit un EX t.q.sn see aX Alors ben est de

Cauchy fun est de Cauchy fun y c Y
car Y est complet Posons fin y Montrons que
Fix est bien défini soit En EX une autre
suite t q En x Alors la suite définie par
32m i sen zone En converge aussi vers x exercice

Alors f7 zn est aussi de Cauchy donc converge
Me f Jen Mes f zen hie 7 zani fimsfirent Île

Donc 7 est continue f est unif continue D



EXERCICES DE LA SÉRIE 6
Soit X II Il un espace vectoriel normé tel que dimX neIN

et soit Vi un une base de X Construire une bijection
y R X et une norme H.H sur R tg

y lax by x qui Billy et 119cal Hall
t x y a R et ta BER
Soit er er en la base standard de IR Posons y R X

définie par l'ei Vi et étendue linéairement c à d

t r É Kil E R que Ê aille Ê Kivi Par construction
y est linéaire doncrespecte la première propriété K a BeR et
tre ye R yCare By a plu pyly
Y est une bijection car elle possède une inverse q X IR

déf par 4 Vi ci et étendue linéairement

On a alors q q Vi Vi et y aq le e Ki 1 n d'où

g q 1x et y ay 1mn y est bien l'inverse de 4
Posons tre R Hall Aqui l Comme y est un isomorphisme
d'espaces vectorielles toutes les propriétés des normes pour
II Il découlent directement de cellespour II l sur X vérifier
en exercice si ça vous dit



Ondéfinit 11.11 Mmm Coco par I All Est Il Axl où
S RER Hall 1

a Ma IIn'est une norme sur Mmxn
1 HAH O HANI O Ux ES Ax O tres A O

2 Il All SEPHansell saufXIAN IA YEHAN INHAH AXER

3 IlA Bll Ef Il A Bselle ff4 Axl 11Ball
YepHAN Yf Ubell IAll IBN

b MG HAKUKIAll Hall FAEMmxn free R
Soient AEmmen et ne R Alors En ES d'où

Il Axl IIA E Il ff 11Ay11 IlAll IlAselleHAHHell

c MG lIABU I I All HB'll Y AEMmxn BEMap
Soit xes Alors

IlABallÀ I All HBallÀHALI IBH HallÉ Hall ABU
d'où HABl ESHABall I I All HBll



Soit UER un ouvert 7 U R une fonction et a eu un
point omg si 7 est dérivable en a alors t a est unique
Supposons que 74 la IR IRM linéaires t q
flath fla L ht r ch et flat h flat Laht ra h avec

Fh o et EH o lorsque h 0 Alors tree U

H 4 L2 sell IlLise La all Il flatte flat r la flat a flat rire
II race r all

d'oùashy in hie iii the ht o

Eh Ii o

Soit de U Ht ER on a 4 4 Ex t 14 Lire par
linéarité d'où 1114 4 all f1114 4 tell A te Rko Alors

lli Latrell EH Illy label hey
4 4 tre
Il ta ft eRKO

ILL 4 telle fin pay 4 4 tall
Iltall Hall O O

4 L D

4 la

Donc t a est unique



Soit UER un ouvert 9Mf si 7 U IRM est constante
alors t a O taek

Soit at U Alors on a flath fla car f estconstante

leg Il flath feat O ht fin 0
11h11

blanc t a o kaou par unicité 4



Soit 7 IR IRM une fonctiondéfiniepar feu Ax b où

AEMun et beIRM
a Pour tout aeR calculer t a

Soit acIR Alors on a

thy Ilflathtfla Ahll lhy Il Alath b Aa b Ahh o
11h11

d'où 7 a A
b Onposeg a f a C est une fonction de U Mmn Calculer

glas Quelle est la dimension de la matrice qui représente
g comme application linéaire
Soit a EU Alors

hier l glath glas O hit fight O
4h11

g la O

Comme Maman à R gca est une matrice nx mn



Règlede Leibniz Une application IRM Rl R est
dite bilinéaire si Fx x me R Ky y yetRl et ta ne R

on a k x y aaya x x y a le y et

air aver y a X y x2 x2 y
Soit RmxR R une application bilinéaire et soit UER
un ouvert f U R et g U

1Re des fonctionsdérivables
en a EU

bMG 7M tg FreeRM et Hyc1Re on a Un yHIM HellKyll
Posons M Fff Ilse yA Ce nombre est fini en

écrivant x Éric et y Ê Gili on obtient

Ux y11 II É ni ei Ê Yie ll

Ê Hilly j l Hei ej ll fille ej ll K as

hallet Hyllet kil KI lyjte l

on a alors Kx y a R
Ilse y ll HallHyll IlEu Y Il M HellHyll

tel que désiré
c Déduire que 7 g U R est dérivable en a et

que f g a h t a h g a flat g a h

Calculonsdirectement

tg llteglath f g a t a h gla fla j a h Il
11h11

Hg Il flath glath fla gla t a h gla flap gcashIl
11h11



Hy Ilflathloglath ftp.glathltflal.glath
fla gla t a h gla flat j a h

him Il flash flat t a h glath t a h g la ht glas
fla glath gca g a h Il

thing Il flath feat t a h ll Ilgcathill
Ilt'lashll Ilglath glasll Ilflaill Ilgcatht gla j aht

ça might
et MHt IIIÈ

parcontinuité
Prontinuitideg0



HI Utiliser l'exercice précédent pour calculer la
dérivée de f Mn Mn X Xs en Ac Mn
tu en classe la dérivée de g Mn Mn X X est

g A H AH HA
on a f g id où est la multiplication
matricielle Alors
t A H G id AH

I
g A H id A g A id CASH

Lidl AH H I AH HA A A H

AHA H A AH



II a Soit XeMn une matrice t.q.HXII41 MG I X est

inversible où I est la matrice identité
notons que III all I IXII Hell Kree R et Une IN direct

par induction Comme IX I IXII a lu es

Soit NEIN t.q.tk N IXII H pour un E 0

montrons que E X est bien définie On va MQ
Sm E X est une suite de Cauchy soient men

Msn SmII HÉ X Il I Ê UN AXUMÊÎ Hulk
AXUM III I Axum Ü E

dès que min N

Alors Sm est une suite de Cauchy Comme Mn
est complet JSE Mn t.q.sn S

Affirmation ce S est l'inverse de I X Kree IR

I X Sx I X EX se E X se Ée x x

X se se I X s I

SCI X x EX x Xx EI Xx Éex x x

SCI X I

b MG si XaMn alors BIX EMn En déduire

que Mà est ouvert
Soit Ye BIX Alors Y X H pour un certain
HEMn t.q.UAIl Hip On a X H X I I X H et

H X HH UXHH I UX A HAI C IX H 1 I L X H

est inversible par le a YÉYÉ aussi



Alors X est un point intérieur et Mâ est ouvert

par définition
c On définit F Mâ Mnt par FIX X t.MG F

est dérivable en chaque Ac Mn et que F A est

l'application linéaire H A HA
notons qu'on a

FLA H FLA A H t A t

It HA A t A t

A I L HA A
pour IAN YAH I At É HA A

A I HA É t HA K I

Ainsi
O E time A FIAT H FLA L A HA ll

UHIl

Inge ll A L HAI Êt HA AHA'll
Il All

Hero III ÉVIAN

fin AII É IlHII HAH

Aff A IHH É HANNAH 0

Donc F A a bien la forme voulue D



Soit FR3 R la fonctiondéfinie par f a RÈGLE
Mgf est dérivable en tout point aek et calculer t a
Calculons la matrice jacobienne Jf a pour a anar a ER

Jf a cas as Ifla a ces a

3f la 2 ff la sinca

Hyla aisin as tf a 0

Donc
j a

Costas 2 aisin as
arcos ai sinon 0

Chacune des entrées est une fonction continue
d'où Jf est continue en acte Par un
théorème vu en classe on conclut que f est
dérivable en a c R et que t a Jf a


