



































































































EXERCICES DE LA SÉRIE 3

AI MQ si X d est un espacemétrique compact alors il
est séparable il existe EE X au plus dénombrable et

dense dans X

Soit ne IN et considérons le recouvrement ouvert de
donné par Bla h Comme X est compact
7 Xp Xr xp En t.iq X Lee Bla h
Posons E En Pour chaque ne IN En est un

ensemble fini d'où E est au plus dénombrable
car une union dénombrable d'ensembles finis est
dénombrable
Montrons que E est dense dans X Il suffit de
MQ X E E car on a déjà É EX
Soit je X et soit r 0 Soit NE IN t.q.IE E Comme

EE Bex X Jae En t.q.ge Bla E Alors on a

aussi x e Bly f et comme re E on obtient

Bly r ME 2 BLY f NE

Comme ceci vaut tro on conclut que je E
Alors E est dense dans X et X est séparable
tel que désiré
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I Soit X d un espacemétrique et soit EE X un ensemble

borné et non vide Le diamètre de E est SCE SHI da y
a MQ si E est contenu dans une boule fermée de rayon r alors
SCE Zr

Soient x ye E et BIZI t.q.EE BlzTr Alors on a

dix y I dix z diz y et t 2r

x y a BUT
d'où JE dire y f Zr
b Laréciproque est elle vraie

Non Soit X un ensemble muni de la métriquediscrète d

Alors SIX 1 car dla y I I va ye X et dix y 1 dès que
se y Or free x Bla E a X

c MQ si E est compact alors Jx yeE tiq SCE dix Y
D'abord par le 15 on a que EXE est compact dans

X dit où d ki y heryet Idle a Idly yall
Montrons que f EXE di IR di x y dix y est
continue soit E 0 Alors pour ki y CarYVE EXEt.q.dece y la yet Ida kill t Idly yell 8 on a

ditflanyil flanya I dla y dur yall
I dla y d y X2 d'y H da Ye
I dla y dly ki t Idly a da Ye

k dla a t dly yn C 8 F E dèsqueSI






































































































Alors f atteint son maximum sur EXE d'où 3 x y E E t q
da y dire y fr y EE Donc SCE EYE day dla y

d Ma c est faux en général si E n'est pascompact
Exemple si E n'estpasborné si E R alors SLE os n'est pas
atteint
Exemple si E n'est pas fermé si E 0,1 alors 8 F 1 car

deny Il Y a yeE et d h I h I E l Insa d'où

FRedlniyIII Or ceci implique que a get t q
SCE 1 da Y






































































































HI Soit l'espacemétrique l dos Trouver un exemple
d'ensemble fermé et bornéqui n'est pas compact
On peut prendre Flo 1 Eneffet cet ensemble est borné
et fermé mais la suite x nen E BLO1 où

x fin ie µ c'est à dire la suite
X 10,0 0,110 0,0 1,0

ne possède pas de sous suite convergente
Preuve si x y alors yi 0 Vie IN Mais alors

dos y x Eff Iyi x I I then ce qui donne une

contradiction

Donc Flo n'est pas séquentiellement compact d'où il
n'est pas compact






































































































I Soit E E R compact et f E R Ma f est continue ssi son

graphe G Cafaut I re E est un compact de R

Posons F E Ex R x la fin Montrons que F est
continue sur E Soit Caen E E t q Un LE E Alors on a

Fun Un flan sex Yx E Ex R Par un résultat

d'un précédent TP on a alors Un se et flan y
Par unicité de la limite on obtient xx x et y fix
par continuité de f Donc Flan Ca fa Fla Comme

ceci vaut pour toute suite convergente de E on conclut que
F est continue

L'image d'un compact par une fonction continue est
compacte Comme G FCE on obtient que G est

compact
Supposons que G est compact Soit YER un fermé

Montronsque f Y est fermé Soit sen E f Y t.q.hn x

Il suffit de Ma ref Y c à d fluteY Considérons la

suite un flan E G Comme G est compact J Cana flanul
une sous suite t.q.lk nu Flamel ex ya E G Comme

Un x on a Un x d'où se x Comme x y le G
on a yx 7fr Comme Cena E f Y flan E Y d'où

7lb EY car Y est fermé Alors x Ef Y

Comme la préimage par 7 de chaque fermé dans R est

un fermé on conclut que 7 est continue






































































































Autre preuve de

Soit a E E t q Un x et soit tenu une sous suite

arbitraire Considérons la suite Crenn faena E G Comme

G est compact 7 Canne flannel une sous sous suite t g
renne flanne Xx Y E G Comme Un x on a

Anne x d'où xx x Comme x y E G on a

Y Fla d'où fCanne 71k
Comme toute sous suite de flan possède une sous suite

convergente on conclut que fan f a Donc f est
continue

Preuve de sen x VCana E Un 7 renne E Una t 9 Une x

Clair

f Supposonsquesen x Alors JE o t.q.tk EIN I na K

t.q.deann x E Mais alors la sous suite Crenn ne

possèdepas de sous suite convergente




















































EXERCICES DE LA SÉRIE 4

HI Soit E E R connexe contenant au moins deux points
distincts p q MQ VS 0 t.q.co s deCpg I see E

t.q.dzx p S

Supposons le contraire Posons U Blp S et

V y e Et daly p s Alors U et V sont des ouverts de

X U est une boule ouverte VC Btp est une

boule fermée peUAE qeVME et un un E D et

E E UUV car UVV IR yaR dalyp s et

En yaR daly p par hypothèse
Or ça implique que E est dis connexe par le 1 a

Donc Jae E t.q.dz la p S D

Notons qu'on n'a rien utilisé de spécifique à CR da
Le résultat reste vrai avec la même preuve dans

un espace métrique X d quelconque

MQ si X d est un espace métrique contenant
plus d'un point alors X est infini indénombrable
Soient p q EX t.q.pt 9 Par le 3 V8 ER tq
0 scalp g Jx EX t.q.de p se S Ceci entraîne

que X 7 10 dcp91 d'où X est infini indénombrable
car l'intervalle 0 dlpg EIR l'est



I Soit 0,1 muni de dos et soit M 0 On pose
E S'f 1 0Ff I M et f10 711 O

a MQ E est connexe

Montronsque A f eClo11 0kf EM f101 f11 O est

connexe par arcs Soient f g t A et posons 8 j App tg
Alors 8 est continue soit E 0 Posons 8 Ey Alors tt tre 10,1

t.q.lt tels 8 on a des Nti Mtr Ef lalala 8147cal

aff cte tilfeat Lt ttgoal
Epo tte til fa It telgue
I It til MTM

Ç 2M E

Aussi Kt ECO13 84 U t ft tg e 0,1 et

Ht O rt F10 tg o 0 0 0

Ht 1 rt f11 tg 1 0 O O

Donc 8A E A

Finalement 810 7 et 811 g Donc A est connexe par
arcs En particulier A est connexe

La fonction F Clo 1 R fr fa f est continue soit c 0

Alors Y fige 0,13 t.gr dos 7 g Epa Ifla goal E on a

1Ff Fig ISo f g I So1f gl E S E E

Alors E FLA est aussi connexe

b Trouver l'intervalle qui correspond à E
On a toujours 0F Si7 M FTE A Alors EE O M En fait



E o M on a DEA et foO O Posons Fn 0,13412
définie par Fnla a nm sixelo m n

M Ai re l'In 1 Yn
I na M si deltyn 13 in tini a

AlorsFneA et Flfn M I Alors Flfnl peut se rendre
arbitrairementprèsde M E O M



Soit X d un espacemétrique et soit Y 0,1 muni de la

métriquediscrète Ma X est connexe ssi toute fonction continue

7 X Y est constante
E Supposons que X est connexe Alors f X est connexe

Or EE 0,1 mon vide est connexe ssi E a ou 513
Alors f X a on 1 d'où f est constante
Supposons que X est disconnexe Soient U V ouverts

tiq UN Utd V 0 X UUV Posons 7 X 0,1

t.q.fro si Kell et fin I si KEV Alors 7 n'est pas constante
mais 7 est continue parce que F Y X f a U

f 1 V F Q sont ouverts Donc V0 EY ouvert

f a est ouvert 7 est continue



HI Soient X d et Y d des espaces métriques MQ XXY di

est connexe Ssi X et Y sont connexes où

diluery krill da ke d y ya
Supposons SPDG que X n'est pas connexe Soient U V

ouverts de X t.q.UAV G et X UUV Alors UXY V Y sont

ouverts dans XXY di et UxY UXY d UxY AVxY

et Xx YE UXYU VXY Donc XXY n'est pas connexe
e Soit 7 XXY 0,1 continue où 0,1 est muni de

la topologie discrète Montrons que 7 est constante Fixons
yeY et posonsfy X 0,13 x f x y Alors f est
continue donc constantepar le 6 car X est connexe
Fixons sexeX et posons 7 Y 0,1 y flux y Alors fax
est constante aussi

Alors 7 est constante soient la y la YVEXXY Alors
f la y f X Y f Xz Yr Par le 6 on conclut queXxY

Lofa
est
constante estconstante est connexe

D



HI Soit k 2 un entier

a MQ R a est connexe

Montrons que R a est connexe par arcs
Soient x y a R 190 Si la droite reliant x et y ne

passe pas par l'origine alors on peut prendre
8 0 1 R a t 1 t set ty nCeciestla parti

Sinon prenons ze Rk au zerz.AM quinécessite
K 2

r co1 R Ho définiepar t si telo

si tel'a

est continue et ne passepas par 0 et 810 x NI y
on conclut que R 40 est connexe par ares

b Déduire de a que S KE R I di x 0 1 est connexe

soit x E R a et soit E 0 Soit y a R a t.q.dz la g
Alors

iii
da fly Fla HÉ Y Il Hy Hanyu yuanll

Illy Ilselyll yllyntynyll yaseull
yay y yll.lk y11 Illyll hautIly11

H Hay11 Ily sell

Alors f Rt a S est connexe car R a l'est

c Déduire de a que R et R ne sont pas homéomorphes
supposons qu'on a f R R un homéomorphisme



Alors À R 0 RUFIO est un homéomorphisme
également Ou R 0 est connexe par le a mais

IRI f107 tes f10 U f101 tes ne l'est pas


