
 

EXERCICES DE LASÉRIE 2

Soient X d et 14 d des espacesmétriques et
f X Y une fonction
a Ma E x EXIF est continue en x est un Gs
Suivons l'indice et considérons

Un re XI as 0 t.q.y.ge Bla 8 d fly f181 et
Un est ouvert

soit sent Un Soit 8 0 tiq y je Blao 8 d fly Fez1 h
soit xe Blue 8 Soit M 0 t.q.BR 1 E BLU 8

Alors Hy je Blx n on a aussi y ze Blas 8 d'où
d fly Hz h On conclut que xe Un et donc

que Blas 8 E Un Donc Un est ouvert
on veut MQ E E Un
E Soit see E Alors Une IN 78 0 t.q.ge Bla 8
d'Aly Flat In Pour tous y ze Box 8 on a

alors d fly flz d17111 flu d'Alz FN
En En h

d'où HE Un Comme ceci tient then on a en

fait ne AnUn d'où EE A Un
E Soit REÇU n Soit E 0 et soit Ne IN t.q.tn E

Comme seeUn 78 0 t.q.tt y ze Bld 8 d fly Fiz LE

En particulier Hye Bla 8 d fly fu C E

Donc f est continue en x d'où KEE Alors

PanUn E E



b En déduire que l'ensemble despoints dediscontinuitéde f est un Fr
Cet ensemble est Ee XIE Par un résultat d'un

tp précédent 24b de la série 1 E est un Gg
Ssi E est un Fr d'où E est un Fr par le a

c Est il possible de construire une fonction7 10D R

continue en chaque point rationnel est discontinue

en chaque irrationnel
Supposons que la métrique sur 0,1 et sur R est da
l'ensemble des points de continuité d'une telle f
serait 10 1 10 et par le a ce serait un Gs
Or 10,1110 n'est pas un Gs il suffit d'adapter la
preuve du 24e de la série 1 Donc non ce n'est

pas possible

d Soit Fun Fr de R Soient Fn des fermés t.q.FI Fn
on définit 7 R R par Fla IL sggfnMQIIFU.VEsi x E Fn I OUFU UFn

MQ l'ensemble despoints de discontinuité de f est
exactement F

D'abord 7 est continue sur FC soit Gendron E R t.q.ru KEF

Alors fun 712 O soit E 0 et NEIN t.q.EC E Comme

Fn est fermé FI est ouvert et a rn O tq Ble ru E Fn Comme

xp x Kn t.q.tk Kn HaE Bla HE FI d'où Un Fn



Enprenant K IE Kn on obtient Un F UFav UFo Fel
Alors tu K I flan Fla fa s E

Montrons que 7 est discontinue en tout point de F
soit de F Y Fn Soit N l t.q.ae Fn F U U Fn 1
Posons E Soit 8 0

Cas 1 ne Alors 71k Par densité de RIO
aye Bla 8 t.q.ge RIO Si y F Fly O et

sinon 7 y T pour un certain n Dans tous
les cas I Fly fu Ifla f y T fly et
Cas2 x c RIO Alors 71ns Par densité de Q
Jy c Bla S t.q.ge Ok Si y F Fly O et sinon

fly et pour un certain n Dans les deux

cas 17 y 71k 2 fly f a 30 H E E

On conclut que 7 n'est pas continue en ne F

Alors l'ensemble des points de discontinuité de f est
exactement F D



20 Soit F R R une isométrie Ma FR Ax b où A

est une matrice kak orthogonale et beR On suppose

pour le moment que f10 O
a Ma FH Fly x y tre ya R
Comme 7 est une isométrie

Ilf12 Fly l de fa fly delay
2
111 y112

En particulier freeRk Il fall AFIN ONE Ifla 7107112 11211

On a aussi
1171k f y l FN fly f a fly

Ifla FN fly Fly 712 f y
fin 71N fin Fly
Fly FN Fly Fly

Html 1171g112 2471NFly
Halle Ily112 2471NFly x

et Ilse y112 2x y x y Hall Ily112 241 y x

De l'égalité x x on déduit que tu JER
227121Fly 2ha y fa Fly x y

b Ma flore y aFH fly fr ye R et VOER

Onpeut calculer
dalflanty 271k f y

Flax y offre fly flare y Xfce f y
flanty fCarty 222fCarty f a
24712mg Fly 22471k FN
2247K Fly Fly f y



Lasexy sexy 2x art y x 2 arty y
a 2 la se za x y y y
Lanty au y z art y arty

Lanty art y
0

Donc Flax y afin fly
c Ma fin Ax où A est une matrice Kx K

orthogonale
Au b on a montré que f est linéaire R R

Donc f est représentée par une matrice A E Ma R en

fixant une base e er en de IR Alors Arj est
la composante en ei de flet AnAy Ax Ayon a Fx GEIR f atAtay Ix ATAY

x y 47cal Fly Ax Ay x AtAy
Ceci donne

AtA ij Lei AtAej Lei ej Si j
C à d AtA I

Donc A est une matrice orthogonale et f a Ax

KHEIR

d Déduire le résultat général c à d lorsque
FLO b ER

Si 7 est une isométrie g R R sera fa b

est aussi une isométrie et Glo O Alors glas Ax

trek par al b c et fa Ax b Kree R



I Soient d d des métriques sur X MQ LÉSSÉ
a d et d sont Lipschitz équivalentes
b JA B O t.q.fr y ex A d'la y dire g Bd x y
c Je 1 t.q.fr yex etd'la g Id x y E d'Ir y

Rappel On dit que d et d sont Lipschitz équivalentes
si l'application identité I X d H d est bilipschitz
a b comme I X d X d est lipschitzienne
Je 0 t.ge d Ila Ilm K C dla a Va Kat X
Alors en posant A E 0 on obtient

Ad ki ke du xD ta sesEX

Comme I X d1 X d est Lipschitz JB o

t.q.deI ki I ai E B d'la a Y a LEX On a donc

bien A d'la ni I dla a I B d'la XD Fae REX

b e posons B max B 1 et A min A 1

Alors A K A et B B d'où
A'd'IX x2 dix N B'd'la 2 ta Ka EX

Posons c max B à Comme B l et A'Il
CII On a aussi c B et C À Et A

d'où E d'la ne du xD I C d'la xD Ka Ka EX

c a Soient x y ex et considérons I X d X d

Alors d ICK Ily d X Y I Cdex y Donc I

est c Lipschitz on a aussi
de I'M I y da y C d'IX y



d'où I est également C Lipschitz On conclut

que I est bilipschitz et donc que d et d sont

Lipschitz équivalentes
D



EXERCICES DE LA SÉRIE 3

z Soit X d un espacemétrique KEX un compact
et Ui ie I un recouvrement ouvert de K Ma 78 0 t q
Kreek Jie I pour lequel Bex 8 E Ui Un tel 8 est

appelé une constante de Lebesgue pour K et Milice
Pour chaque KEK Jie I t.q.ae Ui Comme Ui est
ouvert 781k 0 t.q.BG SCH E Ui
Considérons alors le recouvrement ouvert de K donné

par E Bla Islas Comme K est compact on peut
en extraire un sous recouvrement fini
KE BIN ESCH U Blez 18141 U U Blan Esten
Posons s min Estas Esta Esten Montrons

que ce s fonctionne soit seek Alors Ike 1,2 n

t.q.ae Blan ESCH Soit ye Bla 8 Montrons que
YE BA SAI on a

dly ka Idly 2 dix xD S E scan a Su
par choix de S Alors Bla 8 E B Un 812m E Ui

pour un certain ie I par choix de Scaer
D



HI Soit X d un espacemétrique U un ouvert de X
et K EU un compact non vide
a Ma JE 0 t.q.kz x EX dist r k E E EU

Notons d'abord que 42K est un recouvrement ouvert
de K Par le 3 78 0 t.q.tk EK BCX8 EU Posons
E E Soit seeKE Alors dis the k Ief dla y s E

d'où ayeK t.q.dk g 2E et LE Bly 2E Bly 8 EU
sinon dlay 2E f yak d'oùgifdixg 2 2E

b Ma sik est fermé mais non compact alors il est

possible que a soit faux
On peut prendre K Cag E R y a et

U heg E R Kyle 1 Alors KE U U est ouvert

K est fermé mais K n'est pascompact
Dans ce cas le a n'est pas satisfait soit Eso
Considérons la y E E E R On a lay1 1 d'où

K Y u mais dist µ y K E dla y E O E

donc lag EKE et KE U



Soit X d un espacemétrique FEX un fermé dans
X et KEX un compact tels que FAK Ma Jr a

t.q.dky r Vx EF yaK
Comme FAK d KEF et F est ouvert car F est

fermé Par le 4 Jr 0 t q K EF Alors tre F

et tyeK dix y I dist X K r car x Kr
D


