
 

EXERCICES DE LASÉRIE 2

HIQuellessont lesfonctions7 R d IR d qui sont
continues lorsque d est la métrique discrète
Par définition une fonction f IR d R d est
continue si Hae R KE 0 7870 t.q.dz r a s

a fin Fla C E

Comme d est la métrique discrète on a

dHIM Flat f si 71N fla
si 711 f la

Ainsi en prenant Est dans la définition on

doit pouvoir trouver 8 0 t.q.ae17111 Flat O fre R

t.q.dz la a s c'est à dire que fire fla free Bla 8
On conclut que f est continue si f est constante
soit x EIR et posons y fluo Considérons E f y
E est ouvert soit ne E Alors 71k y Par les
résultats ci haut Js 0 t.q.dz xie s flu flat
Ceci donne BCX 8 EE
E est fermé soit x E E Alors f12 z y Par les
résultats ci haut 78 0 t.q.dz ailes fla fix z
Ceci donne BIX S E E Donc E est ouvert et

E est fermé
Comme E est ouvert fermé et non vide on conclut

que E R d'où flaky tree R et f est constante



HI Soit f R R une fonction définie par

feug ÇÀ
si ce y coo

si K y 0,0
a Soit LE R une droite passant par l'origine Ma si

Un yn now est une suite de L tg Un yn 10,0
lorsque nos alors flan yn 710,0 lorsque ns es

Si Lanyn et alors yn arn pour un certain a R
ou un ayn On a alors

flan yn flan aun Un Laren
sent argent

Adn
si a of art sen

t ai En 0 f10,01

et similairement pour une droite de la forme x ay
Si a o flan aun 0 0 710,0 aussi tel que
désiré

b La fonction 7 est elle continue en 10,0
Non Considérons par exemple la suite h E new
Alors h E 0,0 n ses mais

71h Il E E
µ II te E 710,0

d'où 7 n'est pas continue en 10,0



I On considère l'espacemétrique Cla b d et la

fonction T CCab R définie par Tlf là 1ff Est ce
que t est continue

uniformément continue
A Lipschitz

une isométrie

Soient f g e a b On a

da Tlf Tlg Tlf T g l

I Sab 11ft 1911mmomiateaes.a.EEIfla goes7115calIgas1110

d Cf g
d'où T est l Lipschitz Elle est donc aussi uniformément
continue et continue
Par contre T n'est pas une isométrie Par exemple
pour f Cab IR x Ça

g Cab IR x 1 Ça
on a Tlf S Ça du Ça E à a YÉ a ça

T'g Sa Ii Ça du Ça
Donc dz Tlf Tlg Ça Ça 0

Mais d Cf g Sab If gl fab TÉ Il ÇI de

Sab I du b a O

D



I CasTrouver une fonction f 0,13 IR continue et

surjective
on peut prendre f O D R x ts à sin te par
exemple
b Puisque R est ouvert la fonction en a est elle
un contrexemple au théorème affirmant que f R

est ouvert

Non Dans l'exemple précédent 7 R 0,1 est

un ouvert dans l'espace métrique 0,17 de
Plus généralement V7 X d IR continue où
X d est un espace métrique on a f R X

qui est ouvert dans X d



HI On supposeque Clo D est muni d'une métrique
d On définit T Clo D IR par Tlf f10 On pose
E 7 ECCO D 710 1

a T est elle continue si d dos
Soit E 0 Soit f E CCO 1 Posons S E 0 et soit

JECCO D t q des g f S En particulier
Iglo f1011 Efo Igoe fast dog g 7 s

d'où

da Tlg TCF 1910 710 S E

Donc T est continue en fait le S qu'on a

trouvé ne dépend pas de 7 et T est même

uniformément continue

b E est il fermé si d dos
Notons que E T 1 Comme Test continue

par le a et comme 1 est fermé dans CR de
on conclut que E est fermé
c T est elle continue si d d
Considérons la suite fn 10,13 R x max I n o

Alors fn ECCO D Une IN et fr10
di Ifn 0 So Imax Il nu 0 01 de

So Il nul du In Is O

Or TA n fr10 1 O T O dans CR di donc

T n'est pas continue



d E est il fermé si d d

Non on l'a montré au TP 2 En fait ceci

implique c car si t était continue on aurait

que E est fermé par le même argument qu'au b
D



I Deux espaces métriques X d et CY d sont dits

isométriques s'il existe une isométrie surjective
de X dans Y
a Ma s'il existe une isométrie surjective de X dans
Y alors il en existe une de Y dans X ce qui justifie
la définition précédente
Soit 7 X Y une isométrie surjective Soient se ne

tiq fait fait Alors 0 d'Ifla fa dla 2 2 x

Donc f est aussi injective Elle possède un inverse

f Y X Montrons que F est une isométrie
soient y y c Y Comme f est surjective au ne

t.q.la y et fait y Alors

dit y f yet d f flan 7 Fla
d ki ke

d fai flat car f est une
isométrie

d'y Yr
Donc f Y X est une isométrie

b MQ O D di et 10,23 di ne sont pas isométrique
soit 7 0,2 0,13 On a de12,0 12 01 2

mais da 712 710 1f14 f10 I I 2 car

f121,710 E OD Donc il n'existe pas d'isométrie de

0,23 de dans 0,13 di d'où ils ne sont pas
isométriques par le a

D



z Soient X d et 4 d desespacesmétriques discrets
on suppose qu'il existe une bijection f X Y

a Ma X et Y sont homéomorphes
Montronsque f est continue soit xpEX et soit E 0

Comme X d est discret 78 0 tiq Bla 8 IX
Alors tre EX t.q.dk ko 8 on a en fait x x

et donc d fik fluo d fluo f Xo O L E

Donc 7 est continue
Soit 7 Y X l'inverse de f qui existe car f
est bijective Par la même démarche que ci haut
on peut montrer que f est continue
On conclut que 7 X Y est un homéomorphisme
b MQ si X et Y sont de plus uniformément
discrets alors ils sont uniformément homéomorphes
La même preuve qu'au a en notant que le

8 ne dépend pas du point a EX si X d est

uniformément discret montre que dans ce cas

7 est nuit continue
Similairement pour f
Alors 7 est un homéomorphisme uniforme



HI MQ La propriété posséder exactement n points
isolés est une propriété topologique
Soit X d un espace topologique possédant n

points isolés se Un et soit 7 X d 4 d un

homéomorphisme
Alors 7 Y X est une fonction continue Alors

chaque fai i I n est un point isolé
soit Ei o t 9 Bixi Ei ai Comme f est continue
en fait 78 0 t.q.ge Bifixi si f y e Blf fai E
Blai si ai Comme 7 est injective on en

déduit que je B Fixi si y fai d'où
Bltait si fait et c'est un point isolé
En utilisant la continuité de f on peut montrer de
la même façon que chaque point isolé de l d
est envoyé par F sur un point isolé de X d

On obtient donc une correspondance bijective
entre les points isolés de deux espaceshoméomorphesd'où la propriété posséder exactement
n points isolés est topologique

D


