











































































































EXERCICES DE LASÉRIE 1 SUITE SUITE

I a Soit la new une suite dans IR muni de la

métrique dos MQ x x dans R dos ssi ai ki

convergence usuelle dans R tie 1 k

H Supposons que N x dans R dos Alors

par définition
docx se Foyn1kf y 1 o

En particulier t Kiek

Ox x Kitt MIKIn'Y kj l 0

d'où lui kil o par sandwich Or ceci veut
dire que xi ri dans R tel que désiré
E Supposons que ki ki f le idk Alors par
définition dit ai 0 na ti

Alors

dos x r Mfk Inf sejI o euses

aussi d'où un x dans LIR dos

b Pour toute norme Il Il sur R MQ x converge
vers se dans UR 11.11 ssi se di dans R
vie l k

Équivalence des normes sur R

Def Soient X un espace vectoriel et II Il Hello deux normes

sur X On dit que ces normes sont équivalentes si Je d 0

t.q.clselloIllsell IdllselloV xeX avec c d indép de x



Thm Dans IR toutes les normes sont équivalentes
Par le thon II Il et II lles sont équivalentes alors
74 di Ca de 0

t.q.ciIl y 11 Il yHas I di ll y 11
call y look Il y11 I da ll y Has YER

d'où Ham sell 0 Ham selles 0 par
sandwich

Par le a on a la all 0 x ni
vie Et k Donc

x se dans LIR 1 1 a ai dans IR
Vie I k

D



Soit X d un espacemétrique Soit a ex et
r 0 Ma Bla r est ouvert dans X

Soit see Bla r On cherche s 0

t.q.frBla s e Bla r
Posons s min r dla x dla x

Soit ye Bla s donc dix g s On a

dla g I dla e dix y par A
dla a t s

I dla a t t dla se t

ye Bla r

dla g I I dla k dix y
dla a l Idle G l
dla n dix y
dla n dla x 0

d'où en particulier y a Alors y aBla r
Commeye Bla s est arbitraire on conclut que
BCX s E Bla r
Comme see Blair est arbitraire on conclut
que Blair est ouvert µ



I Soit X d un espacemétrique et soit EE X
MQ x est un point isolé de E si il existe un

voisinage ouvert V de x tel que V ME x

Rappel Def Soit X d un espacemétrique et EE X
1 x EX est un point limite de E si fr 0
Bla r ME

2 L'ensemble des points limites de E est
noté E

3 x EX est un point isolé de E si KE E E
Soit x EX un pt isolé de E c à d R E ETE Comme
HEE Jr 0 t.q.BG r NE

Alors Ba r est un voisinage de x et
x E Ba r LE E Bla r n E a

D



I Soit X d un espace métrique Ma FEE X
E est fermé
Soit NE E Alors Jr 0 t.q.BG r n E d
Montrons que Ble r E E C

soit je Ba r Comme Ba r est ouvert 7s 0

t q Bly s C Ba r Alors

Bly s DE EBLY S ME E Ba r NE
d'où y E

On en conclut que BU DE LEX
LE est ouvert E est fermé D



He Donner un exemple d'ensemble E dans R da
tel que
a E

On peut prendre E Le met new

b Et Q et E E

On peut prendre E 0,1

c E 0 et E E
On peut prendre E 10DU 2 h ne N



24 Soit X d un espacemétrique
a MQ une intersection dénombrable de Gs est un

Gg Demême MQ une union dénombrable de Fo est
un Fo
Soient G Gr des ensembles Gg Alors chacun
est de la forme Gi Ê Un où les Uin sont
ouverts On a alors

Il Gi FI I Uin ÇI Uin
qui est une intersection dénombrable d'ouverts
c'est à dire un Gs
De même soient E Ez des ensembles Fr Alors
chacun est de la forme Ei II Fi n où les Finn
sont fermés On a donc

II Ei Ê Ê Fi n Ê Finn
qui est une union dénombrable de fermés
c'est à dire un Fr
b MQ E est un Gg Ssi XIE est un Fo
e Soit E AI U un Gg avec Ui ouvert ti Alors

XIE E FIUi C E Ui
par la loi de DeMorgan pour les intersections
infinies Comme les Ui sont ouverts les Uie
sont fermés par définition UE Ui est
ouvert XIE est donc une union dénombrable



de fermés c'est à dire un Fo

f Supp que XIE est un Fr Alors XIE É Fi
avec Fi fermé ti Alors

E XIE QI F
C AI F

où on a utilisé la loi de DeMorgan pour les
unions infinies Fi est ouvert ti par définition
donc E est une intersection dénombrable
d'ouverts c'est à dire un Gg

c MQ la b la b et Cab sont des Fr et Gg dans

R da
Cab on peut écrire la b il la b Gs

a b il Cath b h Fo

la b on peut écrire la b il la b h
a b YI ah b

s

Fo

Cab on peut écrire Cab I la h beh
Ca b II a by

G

Fo

d Ma l'union des droites passant par l'origine
et de pentes rationnelles est un Fo
Soit ribien une énumération des rationnels
Pour chaque vie posons



Di Ca g E R I y vise
la droite de pente ri passant par l'origine
dans IR
Montrons que D est fermé pour tout i
soit Un yn nen E Di une suitet.q.cnyn la ER Alors par le 7 xp sexe

et yn y dans R
On a yn ti sen Une IN car Un Yn E Di
et donc yn risen tire In soo d'où

y tidy et Lxx Yx Xx Vite E Di
Donc D est fermé tien

Alors II D est un Fo
D



26 Soit X d'un espacemétrique MQ les énoncés
suivants sont équivalents
1 E est dense dans X
2 Y re ex 7 Xn E E t q En x

3 Axe X et fr50 Ble r NE

Rappel E EX est dense dans X si E X

1 2 Soit x EX Alors Ke É d'où par une prop
vue en classe J Gen CE t.q.sn X

2 3 Soit x EX Soit Caen E E t 9 Un x Alors
fr o 3N t.q.tn N d sen 2 r c à d que
Une Ble r ME tn N En particulier Ba r ME 0
3 71 Soit LEX Si x EE alors ne E EUE

Sinon comme Ba r ME 0 fr 0 et comme

BCX r ME Ba r ME on obtient que Bla DAE
Vr 0 d'où x E E E E VÉ É
Donc X E É Comme ECX on obtient E X
d'où E est dense dans X ts

27 MQ l'intersection de deux ensembles denses
dans un espace métrique n'est pas nécessairement
dense dans cet espace
Dans LR di et MQ sont des ensembles
denses mais an RIO n'est pas dense
dans LIR d



29 Soit we Cla b t.q.ws 0 sur Cab Pour f gECla b
on définit

du f g fa I f g w

MQ du définit une métrique sur Cla b ssi

Z xela b wa o est nulle part dense dans

a b

Rappel E EX est nulle part dense dans X si
E

On a clairement dulf g duly f et l'inégalité
du triangle est respectée car treeCa b

Ifla heu was I Ifla goes Igen haut was
Ifla gens way Igen hallway

Ja lf hlwsfahlf glwtfablg.hn
où on a utilisé le fait que wins 0 la

monotonicité et la linéarité de l'intégrale
Tout se joue donc dans la propriété 1

Supposons que Z n'est pas nulle part dense
dans la b et soit je E Alors Jr o

t.q.BYr E E Montrons que E Z c à d que Z

est fermé soit zn E Z t.q.zn zc.la b
On a wezu O t ne IN d'où par continuité de w

W z Eh Wizn O ze Z

Alors on a en fait Bly DE Z Z et



WIN O tre Bly r
Posons f Ca b R définie par

feu L y
dix Bly r
si ne Bly r

Alors f est continue sur tout Ca b

à y
Il faut vérifier en y r yer et c'est
clair partout ailleurs

On a aussi 1f O w O sur tout Ca b d'où
0 Sab If 01W du If 0 mais 7 0 Alors dw
n'est pas une métrique
E Supposons que dw n'est pas une métrique
Alors 77 g E Cla b t.q.tt g et du17g O

On a donc 0 dulf g fa f g W d'où

fin gens was 0 tue la b car 1f glu 0

Soit je la b t q 7 y guy
Par continuité Jr o t.q.fm gcrstxely r y r
et on a 0kff If glu a Sa If glu O d'où
If g w O sur y r yer car 1f glu 0 Comme
17in guest 0 on doit avoir was O

tre Ly r yer Mais alors yo E donc w

n'est pas nulle part dense
D


