











































































































ÜCHARLESSENÉCAL
Charlessenecal umontreal.ca 15h30 17h30
Bureau AA Et je III
EXERCICES DE LASÉRIE 1

1 Déterminez si les fonctions suivantes sont des

métriques sur RX
a dire y x y e Co e

Soient x y JER
1 on a due y O x y 0

a y o a y
2 dire y x y y 2 d'y x
3 dll z x 3 x y y g

2

x g
2 212 g y g y g

2

K dire g Ily z x y y g
2

112,0 22 4
d 2 1 dll 0 12 12 2 4

ce n'est pas une métrique
b direg Ix 2g
1 dix y O x 2y 0 x 2g
Ce n'est pas une métrique sur R

c direg Ilog la y l si x ya six y
1 dire g O sexy ou a y et log x y1 0
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K
Ix y 1

d 1,0 log11 01 log1 O

Ce n'est pas une métrique sur R

d dire y Ix y où re lo a

1 la y
r o 1re y o a y

2 dix y la y
t

y sel diy se
3 dex z la zir

Ix y y zit
ln y ly zi par D pour toi etmonotoncité croissante

I Ix yl y zl de araser

Certainement pas vrai en général
pas pour r 1
supposons que la zira In y y zit
Donc 12 01112 1 1 0fr

12 11 Il 0fr j 1re 2

d'où 222 Mais r 1 2 2 y
oui pour OCHI

on peut montrer que laIIIIIII tre 0,1














































































































HI Soit X d un espacemétrique Montrer que ta y z et
on a dla g d'y z dire z
Soient x y z ex
Par l'inégalité du triangle on a

dire g I dla 3 d'z y dire z d'y z
dix y dly g I dla z

Aly z Idly x t dla z dla g dla z
Aly z da y f dix z

Par on a

dire y dly z I I dla z














































































































3 a Soit Y du un espacemétrique et 7 X Y

une fonction Ma dyck y dy fer Fly est une

métrique sur X ssi 7 est injective
Soient x y z ex
2 dx x y dy fin Fly dy Fly Flat dx y x
3 dx x z dy f a Fez

dy f11 fly dy Fly f z
Axle y dx y z

1 dx X Y O dy17cal Fly 0

fin fly x y
Si f est injective Flu Fly x y Donc
si f est injective dx est une métrique
Si dx est une métrique alors fin Fly x y
d'où 7 est injective

b Déterminer si les fonctions d Xxx 10 a

suivantes sont des métriques
i X R dix y 122 y
On sait que LIR 1 1 est un espacemétrique
Considérons la fonction f R R x x

Alors dix y est de la forme du f111 Fly
avec Y R du 1 1 Comme 7 n'est pas
injective d n'est pas une métrique p.ex.dk 11 0














































































































Iii X 0,0 dix y min 1 max logY log t
On peut réécrire cette expressiondifféremment
on a logG login bogey

log t log y logea
Alors max log E logik Ilogin loglyll
d'où dire y min 1 login log y

min 1 17cm fly
dy 71k Fly

où 7 0,0 IR x log n
Y R dy x y min 1 la yl e lo a

plusgénéralement si Y d est un espaceexercice
métrique alors d'ex y min t dla y
est une métrique sur 4

Comme f 0 a IR est injective on conclut

que d est une métrique sur 10,0

iii X R2 d a y re ya la y rez y a
Encore une fois de la forme dy fla y flanYal














































































































où Y R dy l l et f R R x y x y
f n'est pas injective donc d n'est pas une
métrique sur R2

f X X O KHEIR
d U K 0,01 0 même si ce x 10,0

En fait ce n'est pas tout à fait de cette forme
Il faudrait plutôt dure g car ya la y Arya

ki y sertyet
Le contrexemple donné reste valide et ce n'est tout
de même pas une métrique sur R2














































































































I Soit la Ku E R Calculer

lez ante 0 Me YÊgT
si cette limite existe Correspond elle à la
définition de dos donnée en classe

i e dos x 0 Mfk 1sej1

Essayons de calculer

himÜÈyT en sandwichant l'expression

Posons m dos K O ff4 1kg1 On a

m Était I É m K M

car tous
les Inju sont70 Étaient

d'où M Fmn IVÉHT E Kmf Tu m

car la fonction x Fn est monotone croissante

sur 10 os

On a donc
ma lift fête m a m m

d'où him ancre 0 m docx 0














































































































I Soit X un espacevectoriel sur R Une norme sur X
est une fonction Hall X f0,0 t.q.fr y EX et de R
1 11211 O a r o

2 114211 101Hall
3 Hatyll Hall Hyll
On dit que X 1111 forme un espace vectoriel normé
a Métrique induite Soit X 11.11 un espace normé
MQ la fonction d Xxx 10 os x y la y ll
définit une métrique sur X Cettemétrique est
induite par la norme
1 dix y 0 Ux y11 0 x y o x y

par 1 de la déf de 1 ll

2 dix y la y11 11 1 y allt t Il lly sell Ily sell d y x
3 dix g 111 z11

Ux y y z ll
Un y ll Il y zu dla g dly z

HIÉRARCHIE DESESPACES

Éneilbertiencephécepaigne c Espacetopologique

À t.tl ÎÎ doit mÉiens T














































































































b MQ dix g le et est une métrique sur IR
et montrer que d n'est induite par aucune norme

Par un exercice précédent avec Y R du l l
et f R IR n ex qui est injective d est bien

une métrique
Par contre si on avait dix y Ux y ll pour
une certaine norme 11.11 on aurait taek rayer
le eat Hare xyll KI UX y ll

KI per et
Ke deal

ce qui est faux en général
c Norme induite Soit X un espace vectoriel et
d une métrique sur X MQ qu'il existe une norme

Il Il sur X t.q.dk y Hx Jll Ssi Kx y z ex et

Kae R on a

deux xy Kld x y et direz y z dix g
Montrer que dans ce cas Hall dix 0
e Supposons que dix y Hx yil Alors
deux ay Han xyll KI Ux y11 121 dix y
acretz y z Hatz Cytzillalx yll dix y
dix 0 Ux 011 11211

E Supposons que deux xy KI dise y et

direz y z dix y Posons 11211 du 0

1 11211 0 a dix 0 0 A se 0
2 Udall deux 6 dla x d 0














































































































Kl dlx o Kl Hall
3 112 411 d'sexy 0

dirty y y
dla y

E dla 0 t d10 y
HUH d y 0 Hall Hyll

D














































































































Soit V un espace vectoriel Un ensemble EEV est dit
convexe si treYEE on a Day U t x ty te Co II CE

Ici Dr y est le segment de droite entre x et y dans
l'espace
a Soit d une métrique sur V Montrer que si d
est induite par une norme alors Kat V et r 0

Bla r est convexe
Soient x y e Bla r Soit te 0 1 On veut MQ
I t atty c Bla r On a

du tire ty a dll E x a ty
dll the G tla ta ty

I dla E x l t a

ah ha Il Hatta tg
Il tl dix a

dlty ta

Il t diga Itl diya
rt t tir
r

Done I t x ty E Bla r Alors Da y
C Bla r

Alors Blair est convexe D

b Trouver une métrique d sur R pour laquelle
BILLOI 2 n'est pas convexe
On peut prendre d R x IR 0,0

ki Yi car yD la kil Pt y y P


























































































d'Anyi car yn fige
à Ospel

X 0 du 0 1,0 F1 to
2 12 11 4

d 3,2 1,0 Et V2

t s rais r

d R XR 0,0 dise y
Kyll si x et ysont lin dép
Halthyll sinon

x

métrique suces

Paris ÇgÏ


