Analyse 1
Série 3

Séries (solutionnaire)

1. Notions de base

Exercice 1. Montrer que les séries suivantes divergent.

= n > . >, n! 14 (1)
a)22n+1 b) > V/n ) 2 ) 2
n=1 n=10 n=31 n=2

Solution. Dans tous les cas, il suffit de vérifier que a,, / 0 lorsque n — oo.

Exercice 2. Soit (ay) une suite. On pose s = Y 2 (ap+1 — ap). Trouver une condition
nécessaire et suffisante sur (a,) pour que s converge.

Solution. Soit (s,) la suite des sommes partielles de s. On voit que
51 = az — ai,
so = (ag —a1) + (ag — az) = a3z — aq,

s3 =S92+ (a4 — az) = as — ay,

sy = s3+ (a5 — aq) = a5 — aq,

Sp = Sp—1 + ((]fn—i—l - an) = Qp+1 — a4y,

Ainsi, (sy,) est convergente si et seulement si (a,) est convergente.

0 m
Exercice 3. Soit m € N et |[r| < 1. On considére la série s = ) 7. Montrer que s = {—..
n=m

Exercice 4. Pour chaque série, calculer sa valeur si elle converge.

o0

DY o nyY Y E 9> o
n=0 n=1 k=1 n=2000
03 () 0% (i) 13|55



Solution. a) C’est une série géométrique, donc on a

oo

i 1 1 1
5on an 1~
n:02n n:04n 1_‘_1

N[
w

b) La série diverge. En effet, le terme général de la série tend vers 1. (Voir I'exercice 25 de
la série 2.)

c) C’est une série géométrique. A 'aide de 'exercice 3, on trouve

2000
an 7 _ 1 5. 22000
n=2000 3 g 23

d) On divise le terme général en fractions partielles. On trouve

1 1 1

n24+n n n+1

C’est donc une série téléscopique. Par le numéro 2, on sait qu’elle converge et qu’elle vaut

i(?ﬂin):_i(n—lﬂ_%):l

e) On utilise & nouveau les fractions partielles. On a

2 1 1

n2+on n n+2

L’idée est trés semblable au numéro 2. Pour les sommes partielles (sy,), on a

51:1—%
=19+ (G-
s=(1-5+G-H+G-Y
1= 4 (=)
a=st(-h)
1 1 1
=1-5%375
5= s+ (1=
-1+-4-4
Sn:1+%_n+&-1_n—1&-2

Ainsi, il suit que la série converge et tend vers %
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. . —1)" ' . : —1)" _ .

f) Pour n pair, on a V Qn) J = LQ%J = 0. Pour n impair, on a L(Q%J = b—nlj = —1. Ainsi,
frt ~ , (=" C Jiver .

la série est en fait de la forme ) —————=, qui diverge, selon le numéro 1d).

Exercice 5. Soit s = ) ay, une série. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents.
a) s converge;

b) pour tout £ > 0, il existe N € N tel que si n > N, alors
©.9]
D an| <5
k=n

c¢) pour tout & > 0, il existe N € N tel que si n,m > N avec n < m, alors

m

S an| <=

k=n

Exercice 6. Soit s = > (—1)" et soit (sy,) la suite des sommes partielles. On voit que

sop=(-1+1)4+(-14+1)+---(-1+1)=0

(. 7

n blocs

pour tout n € N. On a donc que s = ILm s2n, = 0. Ou est lerreur ?
n—oo

Solution. [’argument montre que (s2,) converge vers 0, mais il ne dit pas que (s,) converge
vers 0. En fait, ici on voit que s2,4+1 = —1 pour tout n, donc sgp4+1 — —1. Il suit que (sy,)
ne converge vers aucune limite.

Exercice 7. Soit (a,) une suite. Soit s = ) a, une série et (s,) la suite des sommes
partielles de s. Montrer que si s converge vers L, alors

. S1F+S2+ 8y
lim

n—00 n

= L.

Solution. Il suffit d’appliquer le numéro 11 de la série 2.

Exercice 8. Soit (a,) une suite positive, s = S°°° | a,, une série et (s,) la suite des sommes

n=1
partielles de s. On suppose que
R R

lim ———

n—o0 n
converge (voir 'exercice 7). Montrer que si (nay) est bornée, alors la série s converge.

. : _ 1 n ) n ‘

Indice. Si tn, = ;> ;_; Sk, alors montrez d’abord que s, — 7aqtn est bornée.
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Solution. Puisque (na,) est bornée, il existe M tel que na, < M pour tout n. On a donc

n

n 1
T e

1 n
S R
(n+1)k:1
1
:sn—(n+1)(na1+(n—1)a2+---+2an_1+an)
1 n
=1 Z(n + Dag — (nal +(n—1ag+ -+ 2ap_1 + an)
k=1
1
:n+1(a1+2a2+---+nan>
1
< (M Mt M)
- " m<wm
n+1

Il suit que (s, — ;37tn) est bornée par M. Puisque (¢,) converge, elle est bornée par, disons,

R. 1l s’ensuit que (s,) doit étre bornée, car s, < M + A5t, < M + R. Puisque (sp) est

une série a termes positifs, elle est croissante et donc convergente.

2. Séries a termes positifs

Exercice 9. Déterminer la nature des séries suivantes.

0 [ee) [ee]
1 n+3 . (n!)?
)5 DD Beerey, D
[ee) o0 0
Vn a™ ny g
_vn @ f
DB 0D pa>0 )2 5
> n n? > 1 > a\"™
9 () WY )Y (-9 eck
n=1 n=1 n=|la||+1

Suggestion pour le ¢). Montrer que % < nl,'l

Solution. a) Diverge b) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.
c) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.

d) Converge, par le critére du quotient, avec b, = - et le critére de Riemann.
n2

e) Converge, par le critére de d’Alembert.

. L. 4 . . n
f) Converge, par comparaison avec la série géométrique » | (%) .
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g) Converge, par le critére de la racine de Cauchy.

h) Converge, par le critére du quotient, avec b,, = -

i) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.

Exercice 10. Soit (a,) une suite telle que n?a,, — 0. Montrer que Y a,, converge.

Solution. Il existe N € N tel que si n > N, alors |[na,| < 1. Ainsi, pour tout n > N, on
o0

a lap| < n% On sait que »_ n% converge, donc par le critére de comparaison, la série > ay,

n=N
converge.

o
. , . 2
Exercice 11. Montrer que la série ) 77 converge et calculer sa valeur.
n=1

o0
Indice. Utilisez le fait que > 4 =e.

n=0

Exercice 12. Sommation par partie. Soit (a,) et (b,) deux suites. Soit s = > ay, et (s,)
la suite de ses sommes partielles, avec sg := 0. Montrer que pour n < m, on a

m m
Z apby = (Smbms1 — Snbnt1) — Z Sk (br41 — br).
k=n+1 k=n+1

Remarque. Si vous pensez au symbole de sommation ) | comme au symbole d’intégrale, a s,
comme & une primitive de a, et & (b1 — bg) comme & une dérivée de b, on constate que
cette formule est analogue a 'intégration par partie, ou n et m jouent le role des bornes.
Solution. Il s’agit de réarranger les termes correctement. On a

m
(Smbm—H - Snbn—&—l) - Z Sk(karl - bk)
k=n+1
= *Snbn—i-l + Sn,+1<bn,+1 - bn—&—Q) + 57l+2(bn+2 - bn+3)
+ -+ 5m<bm - berl) + Smbm+l

m

= > (seb — sp—1br)
k=n-+1
m

= Z akbk

k=n+1

Exercice 13. Lemme d’Abel. Soit (b,) une suite décroissante et positive. Soit (a,) une
suite pour laquelle il existe m, M tels que pour tout n € N, on a

m<ay+ay+--+a, <M.
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Montrer que
bym < ayby + -+ - + apby, < by M.

Solution. On utilise la sommation par parties. Soit (s,) la suite des sommes partielles de

> n>1an; avec sp = 0. On a

n n
> agbp = (snbni1 — sob1) = Y _ sp(bp1 — be)
k=1 k=1
n
= snbni1— Y sk(bpp1 — bi)
k=1

= Spbpp1 4+ s1(01 — b2) + -+ + 5,(bp — bpy1)
= Sl(bl — bg) + -4+ Sn—l(bn—l — bn) + Spbn
< M(bl _b2)+"'+M(bn—1 _bn)+Mbn
= Mb;.

L’autre sens de fait de la méme facon. A partir de (), on a

n
Z akbk - Sl(bl - 62) + -+ Sn—l(bn—l - bn) + Snbn
k=1

>m(by —ba) + - - + m(bp—1 — by) + mby

- mbl.

(car sop =0)

()

(car (by,) est déc.)

Exercice 14. Critére de Dirichlet. Soit s = > anb,. On pose (t,) la suite des sommes
partielles de > a,. Montrer que si (¢,) est bornée et si b, | 0 ou b, 10, alors s converge.

Solution. Commengons par le cas ou b, | 0.

Puisque (t,) est bornée, il existe m, M € R tels que m < t, < M pour tout n € N.

Ainsi, il suit que pour tout £ < n, on a

m—M<m—tp_1 <t,—tp_1 <M-—1tp_ 1 <M-—m.

Autrement dit, pour tout k,n entiers avec 1 < k <n, on a

lag + -+ an| < M —m.

Ainsi, on applique le lemme d’Abel avec ¢, := ag_11, €t dp, = bg_14m, ce qui donne

(m—M)dy <cidi + -+ cppr1dn_+1 < (M —m)d,

c’est-a-dire
(m — M)bk <apbp + -+ apb, < (M — m)bk
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Il suit que |s,, — sp_1| < (M —m)by, et puisque by — 0 lorsque k — 0o, cela montre que (s;,)
est une suite de Cauchy, d’ou elle converge.

Pour le cas b, 1 0, il suffit de constater que —b,, | 0, donc > a,(—by,) converge par le
cas précédent, d’ou ) apb, converge.

Exercice 15. Soit E1, Fs, E3, ... des ensembles tels que
1. E; € N pour tout j,
2. By CEy CE3C -+ (cest-a-dire E; C Ej_|_1)
o
3. N= U Ej.
j=1
Soit (ay) une suite positive. Montrer que

Zan— lim Z ap,.

]—)OO
nek;

3. Séries alternées

Exercice 16. Déterminer si chacune des séries suivantes converge ou diverge..

o (_qynty, < (C1)/a T o
a)z% b)z()% ZZ() Jeonk

n=1 n=2 n=0 k=0

Solution. a) On pose a, = 57. On montre que (a,) est décroissante. On a a, > ap11 <=

gr > ;ﬁ,tll = 52 %, ce qui est vrai pour tout n > 1. Par le critére de Leibniz, on

conclut que la série converge.

vn+1

n

b) On pose a,, = . On montre que (a,) est décroissante. On a

vn+1 - vn+2

(p = Apil <

n — n+1
o n+1> n -+ 2
n? ~ (n+1)

& (n—|—1)3 Zn2(n+2)
n3+3n2+3n+12n3+2n2

¢

& n’4+3n+1>0.

Par le critére de Leibniz, on conclut que la série converge.
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c¢) La série diverge. En effet, par la formule du bindéme, on a

n

-1 =3 (7) =kt

k=0

Ainsi, la série se réécrit Y 1, qui tend vers co.

Exercice 17. Soit (a,) la suite définie par a, = +. Soit s = >0°,(—=1)""a, la série

harmonique alternée. On pose mg := 0.

a) Montrer qu’il existe m; € N tel que
my
Zagk_l > 1.
k=1

b) Montrer qu’il existe mg € N tel que ma > mq et

mi m2
Z&2k—1 —az+ E agg—1 > 2.
k=1 k:m1+1

c¢) Pour ¢ > 2 entier, montrer qu’il existe my > my_ et

mi m2 my
Z agk—1 — ag + Z Agp—1 — a4 + -+ Z agk—1 > L.
k=1 k=mi+1 k=my_1+1

d) Déduire que la série

00 my

Z Z agk—1 — A2¢ | = +00.

/=1 k:mg_1+1

Remarque. Ce numéro illustre un réarrangement de la série harmonique qui diverge. Au-
trement dit, en changeant 'ordre dans lequel on additionne les termes de la somme, on
trouve un limite différente. Cela est seulement possible pour les séries conditionnellement
convergentes. Comparer avec I'exercice 31.

Exercice 18. Utiliser le numéro 17 pour montrer que le numéro 15 est faux si la suite change
de signe une infinité de fois.



4. Convergence absolue

Exercice 19. Déterminer la nature des séries suivantes. (Absolument convergente, condi-
tionnellement convergente, divergente.)

n=0 n=1 n=1

X n_ |n| _ l ee] o0 —n n

d) Z% e) > (n—(-1)"n) f) Z(ln—n)
n=1 n=1 n=1

Solution. a) Converge absolument, série géomtrique.

b) Converge conditionnellement, par le critére de Leibniz. (Elle ne converge pas absolument,
par le critére de Riemann.)

c¢) Converge absolument, par le critére de d’Alembert,

L L o . ~1 n+1
d) Converge conditionnellement, car le terme général se réécrit (=1)

e) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.

f) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.

Exercice 20. Soit s = ) a, une série convergente. Montrer que s’il existe 0 < M < 1 et
N € N tels que |ap41| < Mlay| pour tout n > N, alors

|s — sp| < |ay| pour tout n > N,

1-M

ol (sy) est la suite des sommes partielles de s.

o0

Exercice 21. Soit s = nz::() E/_n—lT):

a) Montrer que s est conditionnellement convergente.
b) Donner I'expression du produit de Cauchy de s avec elle-méme.

c) Montrer que ce produit diverge.
Indice. Si le produit de Cauchy s’écrit s*s = > ¢, alors montrez que |c,| > 3. Pour ce

faire, montrez que (n — k + 1)(k + 1) < (n + 1)* lorsque n > k.

Solution. a) On pose a, = —L_ 1l est clair que a, — 0. On montre que (a,) est

vn+1’
P 1 1 . .
décroissante. On a a, > ap4+1 & TnTl > ) & /n+2>+/n+1, ce qui est vrai. Par le

critére de Leibniz, la série converge.

) N . ) . 1 . ) . Lo
Par le critére de Riemann, on voit que » Tt diverge, donc la s est conditionnellement
convergente.



o © N (_Dk( n k
o ZZ\/k+ k+17Z Z\/k+1n—k+)

n=0

¢) Puisque 0 <k <n,ona (k+1)(n—k+1) < (n+D(n—k+1) < (n+1D)(n+1) = (n+1)2.
Ainsi, on obtient

- 1 n

1
Z\/n+1 —k+1) Z\/n—i—l ko<”“)_”“ 2

v

Il suit que le terme général de s * s ne tend pas vers 0, d’ou la série diverge.

n!
n=0

o0 2 o0 n
Exercice 22. Montrer que (Z l) =3 2

[e.e] 2 o0
Exercice 23. Soit || < 1. Montrer que ﬁ = (Z r”) = > (n+1)r"

n=0
5. Séries entiéres

Exercice 247. Fonction génératrice de la suite de Fibonacci. Soit ag := 0 et a; := 1. Pour
n > 1, on pose api1 = an + ap—1. Soit la série entiere f(x) = "7 aya”. Déterminer son
rayon de convergence.

1+5

Solution. On utilise le critere de d’Alembert. Pour n > 1, on pose b, = == et ¢ = =52,
le nombre d’or. On montre que b, — .

D’abord, on a

b _ Qp42  Qp41 T+ ap 1 an 1
n+l1 — - =1+ b .
anp+1 an+1 an+1 n

On montre que (b,) est une suite de Cauchy a l'aide de cette formule de récurrence. Pour
ce faire, on montre d’abord % < b, < 2 pour n > 2. On voit que by = Z—; = % = 2, donc

I'inégalité est vraie. Ensuite, on suppose qu’elle est vraie pour b, : on a

3 <b, <2 >

wlno
v

ol Sl
D=

\G][V]

121+

T ¢ 3
|v:

> 1+
12>

@‘

1
b
3
2

wlot
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Ensuite, on a

bpr — b = 1+ ——1— 2
) —bp| = ——1-
n-+1 n bn bnfl

1 1

bn bnfl

_ |bn - bnfll
‘bnbnfl‘

|bn - bn—l’

< -
2
(3)

4

Par 'exercice 25 de la série 2, il suit que (by,) est Cauchy. Soit L sa limite.
On laisse maintenant n — oo dans ’équation b,+1 = 1 + i7 on trouve L = 1+ %, dont

les deux solutions possibles sont L = 1%—\/5 Puisque b, > 0 pour tout n, la limite doit étre
I = 1+5

T2 T ¥
Le rayon de convergence se trouve maintenant a ’aide du critére de d’Alembert. On a
1
an+1xn+ ) n—qo |
— | = |z|b, — |x|p
apT"

et |x|¢p < 1 si et seulement si |z| < é. Le rayon de convergence est donc R =

€=

& n
Exercice 25. Fonction exponentielle. Montrer que le rayon de convergence de ZO o7 est
n=
infini.

On définit exp(z) :=

fald
n! -

ot

Exercice 26. Propriétés de la fonction exponentielle. Montrer les propriétés suivantes de la
fonction exponentielle.

a) exp(0) = 1.
b) Pour tout z,y € R, on a exp(z + y) = exp(z) exp(y).

¢) Pour tout = € R, on a exp(—z) = ex;(:c)

)
)
d) Pour tout ¢ € Q, on a exp(q) = e.
)
)

e) La fonction exp est strictement croissante : si < y, alors exp(x) < exp(y).

f)TSoit # € R. Si N € N est tel que |z| < 2N + 1, alors

2N on 2N |z[" |z [2N+1
— < < .
n;) nl —eXp(I)—nE:% ol T NN 1= ]a])
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Indices. Pour le b), pensez a utiliser le produit de Cauchy et la formule du binéme. Pour
le d), commencez par les cas ¢ € N, ensuite ¢ = % avec n € N. Pour le e), commencez par
le cas ot p,q € Q. Ensuite, faites le cas 0 < x < y; faites les autres cas a l'aide du ¢).

Solution. a) On peut écrire exp(x) = 1 + E o1, donc lorsque z = 0, on trouve exp(0) =
oo

1+ 0=1.
n=1

b) D’une part, on a

- T " = 1 a n—
e S ELE (SR

D’autre part, en utilisant la formule du produit de Cauchy, on trouve

n n—k

Y

n k Z.k:
! <kl (n—k)!

exp(x) exp(y) = Y | i— > % =Y
n=0 ’ n

00
k=0 =0 k=

On voit que les deux quantités sont égales.

_ 1
z) = exp(z)

c¢) Puisque 1 = exp(0) = exp(z — x) = exp(z) exp(—x), il suit que exp(—

d) D’abord, on remarque exp(l) = Z 1 = e (chapitre 2). Par le ¢), on a exp(—1) =

11

exp(1) e’
Pour n € NU {0}, on a

exp(n) =exp(l+1+---4+ 1) =exp(l)---exp(l) = exp(1)" = e".
N— _p— N 7

n fois n fois

Ensuite, pour n € N, on a

3=

b L) = en(d)"

n fois

e=-exp(l) = exp(%) = exp(

|

1
n

Il suit que exp(l) =en.
Pour ¢ = 3, otta,b € N, on a

) =esp(}) - emp(}) = (cF) =

N
—
a fois

Slfs)
SyS]
Il
o
_

exp(

Enfin, pour ¢ € Q, si ¢ < 0, alors 1 = exp(q — q) = exp(q) exp(—q) = exp(q)e” 4, car
—q > 0, d’ott exp(q) = €.
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e) Soit p,g € Qavecp <q. Sip=fetqg= g, aveca,cc Zetbdc N, alorsp=¢ < 3 =gq
et donc ad < be. 11 suit que e < e, car ad et be sont des entiers. On a donc eb < ec, car
la racine n-iéme est croissante pour tout n € N.

Salo

Pour xz,y € R avec 0 < x < y, par la densité des rationnels dans les réels, il existe p,q
rationnels tels que x < p < ¢ < y. On a, pour tout m € N,

mxn mpn mqn myn

car x,1, p,q sont postifs, donc si on laisse m — 0o, on trouve

exp(z) < exp(p) < exp(q) < exp(y).

Or, on a montré que eP < ef, donc exp(z) < exp(y).

Lescas t < 0 <yetx <y <0 sefont al'aide duc). Si z < 0 <y, alors —x > 0, donc
exp(—z) > 1, donc exp(x) < 1 et exp(y) > 1. 1l suit que exp(x) < 1 < exp(y).

Siz <y <0,alors —z > —y > 0, donc exp(—z) > exp(—y), donc exp(x) < exp(y).

f) Pour tout x € R, on a

DA<
n! — n!
n=0 n=0

Pour alléger la notation, on pose y = |z| et M := 2N + 1.
Sin est de la forme n = M + k, ou k € NU {0}, alors on a que

y" yMyk
al  nn—1)- - MM—1)---1
M, k
yy <*)
= MFI(M —1)---1
My
- M MF

0 yn > yMJrk
Z_!:Z—(M—i—k:)! (avec m = M + k)
n=M k=0
x M ,k
yy
< Z 1 ME (par (x))
k=0



<
=

= : (car 0 < 44 < 1)

=
l

=
=<

=
=
|

yM
(M — 1) (M —y)

En utilisant cette inégalité dans (sx), on obtient

n m

Y — y" )
— ml = mzﬁ M—1D!(M —vy)

pour tout n > M, comme voulu. On peut maintenant remplacer y par |z| et M par 2N + 1
pour obtenir I'inégalité demandée.

Pour la minoration, si x > 0, alors elle est évidente, puisqu’enlever des termes positifs a
une série la rend nécessairement plus petite. On suppose donc que —2N — 1 < z < 0. Pour
tout k € NU {0}, on a

I2N+2k 1’2N+2k+1 :132N+2k T
- - b (1
2N +2k)! T 2N +2k+ 1) (2N + 2k)! ON + 2k + 1

Puisque —2N — 1 < z, on a que —1 < QNJF"ETH De plus, z2NV*26 > (0. Ainsi, on conclut
que () est strictement positif.

Ensuite, on a

X .n
T
exp(r) = ) ]
n=0
2N-1 00
x"
=2t 2
n=0 =2N
W Lo X 22N+2k 22N+2k+1
= (car la série converge)
ZO nl " & < 2N + 2k)! (2N+2k+1)!)
n=
2N-1
> o (car les termes de la deuxiémes sommes sont positifs).
n.:
n=0

Exercice 27. Trouver une série entiére pour exprimer les fonctions suivantes pour |z| < 1.
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a) iy b) ) %

Solution. Pour chaque partie, on utilise le fait que
1 (0.

-y g
ot n=0

pour |z| < 1. Cela découle simplement de la formule d’une série géométrique de raison r = x.

a) On remplace z par 2% dans () :

1—12 ZI%

n=0

b) Cette fois, on utilise (x) et le produit de Cauchy. Puisque la série dans (x) converge
absolument pour |z| < 1, on sait que le produit de Cauchy converge absolument. On a

(1—x)? Z ZT ZZTan_kzzzfn:Zn%”
n=0

n=0 n=0 n=0 k=0 n=0 k=0

c) On a

1ji:1i —Z:z: +:1:Zx —1+22x

n=1

6. Autre

Pour cette section, on tient pour acquis l’existence de la fonction logarithmique en base e. On
tient pour acquis que log: (0,00) — R est telle que log(zy) = logx + logy, logz¥ = ylogx,
log est strictement croissante et loge = 1.

o0

Exercice 28. Soit a € R. Déterminer pour quelles valeurs de « la série ) L
n=2

n(logn)e
converge.
Attention, on ne peut pas utiliser le critére de l'intégrale!

Solution. Si a < 0, alors la série diverge par le critére de comparaison. En effet, on a alors

(loén)a <= pour tout n > 1.

1

Pour o > 0, on utilise le critére de condensation de Cauchy. On pose a, = g )™

D’abord, on a

1
> >
On Z Ontl < n(logn)® = (n+ 1)(log(n + 1))«

<= n(logn)* < (n+ 1)(log(n + 1))
et cette derniére inégalité est vraie pour a > 0, d’out (ay,) est décroissante.
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Ensuite, on a
1 1

27 (log 2m)® a 2nn(log 2)*

(1271, e

On voit que la série > 2"agn =
de Riemann.

—no‘(lolg 3ya converge si et seulement si a > 1, par le critere

o0

Réponse : > —
n=2

—(10;; e converge si et seulement si o > 1.

Exercice 29. Pour cet exercice, on tient pour acquis l'existence et les propriétés des fonc-
tions transcendantes usuelles (sin, cos, tan, exp, log, etc.). Déterminer la nature des séries
suivantes.

o o o0
n
a cos(an), ou a, converge b lo
)nzz:l (an) > an g )nZ::l g(n+1)
[e.e]

n=1

o
1 1
S d -
°) Z n? + cosn ) Z (log n)logn

Solution. a) La série diverge, car on a a,, — 0 par la condition nécessaire et donc cos(a,) —
1. Puisque le terme général de la série ne tend pas vers 0, il s’ensuit que la série diverge.

b) La série diverge. On a log (nil) = logn — log(n + 1). C’est donc une série téléscopique,

mais la suite (logn) diverge, d’ou la série diverge par I'exercice 2.

c) La série converge par le critére du quotient. En effet, on a

n2

2——>1
n“ -+ cosn

lorsque n — oo. Puisque ) niz, il suit que la série de départ converge.

d) On utilise le critére de condensation de Cauchy. On pose a,, = W. On a

1
>
(logn)lOg" — (log(n+ 1>>log(n+1)

ap 2 Apyl <

— (logn)'8™ < (log(n + 1))+
<= lognlog(logn) < log(n + 1)log(log(n + 1))

et cette derniére inégalité est vraie, d’ou (a,) est décroissante. Ensuite, on a

n — — — < -
2 (log2n)los2" — (nlog2)nlog2 ~ pnlog2(log 2)nlog2 = pn’

n “g s . s e
On a que 2"agn < %, donc par le critére de comparaison, la série > 2™agn converge. Par le
critére de condensation de Cauchy, on conclut que la série de départ converge.

16



Exercice 30. Soit (a,) la suite dont le terme général est an = '+ +oim +  + pae
(Les parties a), b) et ¢) sont indépendantes; elles servent & se pratiquer & minorer et majorer.)

a) Montrer que (a,) vérifie

> n
Gn§2n+4k
k=0

pour tout n € N.

b) Montrer que a,, > nLH + %
c) Enfin, montrer que (a,) est croissante et aqn > §. Déduire que a, — oo.

Solution. a) On a

b) Pourn >2et 1 <k <n,ona

n 1 k k
ntak =g & ombzntd
e 4mn-1)>n
n 1

.
o 4k > =1
“—n-—1 +n—1

et cette derniére inégalité est vraie, puisque 4% >4 > 1 + ﬁ Ainsi, on a

- n N 1 N " 1 n N 1 1 n N 1
a [ — — — — —.
"Tn4+1 4 m o+l 41-1 w4103
¢) (an) croissante : Pour tout n € N et tout £ € N, on a
(n+1) n 2 k ko2 k k
- > — n“+nd"+n+4">n"+n+4" < 4" > 0. ()
(n+1)+4F = n+ 4k
Cette derniére égalité est vraie, donc la premiére aussi. On a donc
Y (n+1) N (n+1) (n+1) (n+1)
T D) +1 (n+1)+4 (n+1)+47  (n+1)+40tD)
(n+1) N (n+1) (n+1)
“m+1)+1 (n+1)+4 (n+1) 44"
SSRLCE R L (en appliquant (+) & chaque terme)
n +1 n +4 n+4n €N appliquan a Cchhaque terme
= ap.

On conclut que (ay,) est croissante.
17
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Ensuite, on a

e n n
T T
4n 4n
T T U
St o o
=2 2 2

Comme aqn — 00, par le théoréme des deux gendarmes, et que (a,) est croissante, il suit
que a, — 00.

Exercice 31f. Théoréme de Riemann. (Facultatif) Montrer que si 3 a, est condition-
nellement convergente, alors pour tout r € R U {+£o0o}, il existe un réarrangement »_ b, de
> ap tel que Y b, = r, en suivant ces étapes.

a) Soit n; < ng < n3 < --- la suite des indices tels que a,, > 0 et soit m; <mg <mgz < ---
la suite des indices tels que que a,, < 0. Montrer que ) a,;, = 00 et Y @y, = —00.

Solution. a) Supposons le contraire. Si ) a,, < 0o, alors c’est une série absolument conver-
gente. Puisque ) a,, converge, on a

Pn dn dn Pn

n n
Z(Lk = Zank +Zamk = Z(]ﬂrnk — Zak_zank7
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

oll pp+¢n = n. Puisque ) a, et Y a,, convergent, il suit que ) a,,, converge, mais cela est
impossible, car dans ce cas, Y a, serait absolument convergente. C’est une contradiction.

Le raison est le méme si I'on suppose que ) ap,, > —o0.
b) Soit r = co. On pose kg := 0.
i) Montrer qu'il existe un plus petit kj tel que
k1

Zani > 1.

=1

i1) Montrer qu’il existe un plus petit ko > k; tel que

k1 ko
Zanz"‘arm"‘ Z ap; > 2
i=1 i=k1+1

i13) Pour p > 2, montrer que si kp—1 a été déterminé a I’étape précédente, alors il existe
kp > kp_1 tel que

p—1 kg kp
E E Qn; + am, | + Z Qp; > P.
/=1 Z':kg_1+1 i:kp,1+1

Déduire que cela donne un réarrangement qui tend vers 4+o0o. Expliquer comment
trouver une réarrangement qui tend vers —oo.

18



Solution. b) i) Puisque ) a,, = oo, il existe N € N tel que si k > N, alors

k

> an, > 1. (%)

i=1
On pose E = {k € N | () est vraie}. Par ce qui précéde, E est non vide. Par le principe du

bon ordre, £ atteint son minimum, donc on pose k; = min .

ii) Puisque ) ;5p 1 an, = 00, il existe N € N tel que si k > N, alors

k k1
Z Ap; > 2 — Qmy — Z Ap, - ()
i=1

i:k1+1

On pose B = {k € N | k > k; et (xx) est vraie}. Par ce qui précéde, E est non vide. Par le
principe du bon ordre, le minimum de E est atteint. On pose ko = min E. Puisque ko € E,
on a kg > k.

i7i) Ce la méme idée qu’au 7). Puisque ng%ﬁl ap+; = 00, il existe N € N tel que si
k > N, alors

k p—1 ke
SRS i () SRPRRO e
i=kp_1+1 (=1 \i=kp_1+1

Soit £ ={k € N |k > ky_1 et (x*x) est vraie}. Par ce qui précéde, E est non vide. Par le
principe du bon ordre, £ atteint son minimum. On pose k, = min E. Puisque k, € F, on a

Apreés avoir choisi k; < ky < k3 < ..., on obtient un réarrangement de »_ a,, en posant

ng_p, 'l existe £ € NU{0} tel que ky + € < k < kpiq + ¢,

s ={

my, s'il existe £ € N tel que k = kyp + £.

Cette fonction est une bijection de N — N et donc ) ay(,) est un réarrangement de ) ay.

On montre maintenant que la suite (s;,) des sommes partielles de ) a () tend vers +o0c.
Puisque ) ay,, converge, on sait que a,,, — 0 lorsque i — oo. Ainsi, il existe N € N tel
que pour tout m; > N, on a |am,| < % Sin > max{N, k, + p}, alors par construction, on a
snzp—%. Si p — oo, alors k), — 0o et n — o0, et donc s = 0.

Pour construire un réarrangement qui tend vers —oo, il faut intervertir les roles des n;
et des m; et échanger le sens des inégalités dans les équations (x), (%) et (x * %),

c) Soit 7 € R. On pose kg := 0 et £y := 0.

i) Montrer qu'il existe k; tel que

k1
> an, >
i=1
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i1) Montrer qu’il existe ¢; tel que
k1 2
Zam —|—Zami <.
i=1 i=1

i7) Pour p > 2, montrer que si k,_1 et {p—1 sont déterminés, alors il existe des plus
petits K, et £, tels que ky > k1, £, > £,—1 et tels qu'on a

p—1 k; Ly, kp
Z ap,; + Z am; | + Z Qp;, > T
J=1 \i=k;_1+1 i=L;_1+1 i=kp_1+1
et
kj o,
Z Z ap,; + Z am,; | <T.
J=1 \i=k;_1+1 1=0;_1+1

iv) Montrer que ce réarrangement converge vers r.

Solution. ¢) i) C’est simplement parce que ) a,, = 0o. Voir le b)i).
it) C’est parce que Y a,,, = —oo. Voir le b)i).
i17) Mémes idées qu’au c)i), c)ii) b).

iv) On pose

) Nk—t;, s'il existe j € NU {0} tel que k; +¢; < k < kj1 +{;,
F) =

Mp—k, ., Sl existe j € NU{0} tel que kj1 +£6; <k < kjp1 + £,

C’est une bijection, donc Y a f(n) €st un réarrangement de > an. On montre que la suite
(sn) des sommes partielles du réarrangement converge vers r. D’abord, on voit r < Skp+lp—15
par construction de /£, et donc r + Uy, < Skytt, < T- De plus, on a sy, 44,1 < 7 par
construction de kpi1, et donc r < sg ., 4p, <7+ Ay, - Pour n tel que k, + /0, < n <
kp+1 + £p, on a donc r + g, < Sp < T+ Qny - Il suit que lorsque n — oo, alors p — oo
et donc g, — 0 et Gy, | — 0. On conclut que s =r.

20



