Analyse 1
Série 2

Suites (solutionnaire)

1. Convergence

Exercice 1. Trouver un entier N € N tel que pour tout n > N, on a :

N SESLISIERE
2n + 3 327 3n2+4 3 826
Solution. a) On a
'1 2n ‘_ 2n+3 —2n
2n+ 3 2n+ 3
3
C2n+3

Ensuite, pour que 5-5 < 537, on voit que

3 1
— < — & 3Ix32T<2 3
m+3 327 e
& OBl —3 < 2n
& 978 < 2n
& 489 < n.

Ainsi, il suffit de prendre N = 490.

Exercice 2. Pour chaque suite suivante, trouver un candidat L € R et montrer que cette
suite converge vers L en utilisant la définition de limite.

5n + 8 b) n? ) 1+2+ +n—1
= an = c) ap = — + -
2n + 3 244 " n? n2

Solution. b) Secrétement, on sait que la limite est 1. On montre donc que a, — 1 lorsque
n — oo en utilisant la définition de la limite.

a) a -
) an 3

Soit € > 0. D’une part, on a

n? n? —n?—4
n? + 4 n? +4
4
n?+4
On cherche N € N tel que sin > N, alors n;i_ 7 < &. Enréarrangeant les termes, cela devient
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% — 4 < n?. Ainsi, si on prend N = {\%J + 1, alors lorsque n > N, on a bien

n? ] 4 _

— —_ - 87
n?+4 n?+4
comme voulu.

c¢) On peut réécrire ay,, sous la forme

1 . n—1
7 1 .

anp = _— = — —
n2 TL2 .

1 =1

n 2

(n—1n n®—n

1
n2 2 - 2n?2

7

Ainsi, secrétement on sait que la suite tend vers % On le montre & 'aide de la définition.

Soit € > 0. On a

n?—n 1 B n? —n —n?
2n? _5’_ 2n?
1
T o

Si on prend N = \_%J + 1, alors si n > N, on a que

> ! +1>1
n — —
— | 2¢ 2e

qui se réécrit en % < g, ce qui montre que a, — % lorsque n — oc.

Exercice 3. Déterminer si chacune des suites suivantes est bornée.

2
a) an = (—1)"n b) ay = 5LHCD” ) ay = (n N %)

3n? +7
~6n2+5
Solution. a) La suite (a,) est non bornée. On suppose d’abord qu’elle est majorée. Soit M
un majorant. Pour tout n = 2k pair, on a ag, = 2k < M. Or, par le principe d’Archimede,
il existe N € N tel que N > M. Si N est pair, alors ay > M ce qui est une contradiction.
Sinon, N + 1 est pair, ce qui méne également a une contradiction.

) ap e) an = (n+1)% — (n® + 2n)

On montre que la suite n’est pas minorée de la méme facon.

b) On voit que la suite est de la forme (a,) = (1,25,1,25,1,25,1,25,...). Cette suite est
majorée par 25 et minorée par 1, donc elle est bornée.

c¢) La suite est minorée, mais pas majorée.

d) La suite est bornée.



e) La suite est bornée.

Exercice 4. a) Montrer que la suite (ay),cy = (1,0,1,0,1,0,...) est bornée et divergente.

b) La suite dont le terme général est b, = (1 + (—1)"1) converge-t-elle ?

Exercice 5. On définit les suites (a,) et (by,) par

1 1+1 + L L t b + L
a o _— = _—— e s . - e =a .
" 2 3 n—1 2n T oap 41

a) Montrer que (a,) est croissante et que (b,) est décroissante.

b) Montrer qu’elles convergent toutes les deux.
Indice. Remarquez que ﬁ — ﬁ est positif quelque soit £ € N.

Solution. a) On montre en premier que (a,) est croissante. Pour ce faire, on montre que

apt+1 — ap > 0. On a

1 1 1 1
>

= — — =0.
n+1 2n+2 " 2Mm+2 2n+2

Qnp+1 — Qnp

On montre maintenant que (by,) est décroissante. On a

bn+1 — b, = ap+1 — Ap + ! — !
n+3 2n+1
1 1 1 1

Tl mt2 m+3 o+l
1 1

T +3 242

__ 11

—2n+2 2n+2

=0.

b) Si on montre que (a,) est majorée, alors on pourra conclure qu’elle converge. D’abord,
on remarque que pour tout k£ € N, on a
1 1 1 1

—— > - = 0.
% 2%k+1-2k+1 2%k+1

Alinsi, on a




D’ou (ay,) est convergente.

Pour (by,), I'idée est similaire. On a

»— (4 1 N 1 1+ N 1 1 N 1
" 2 3 4 n—1 2n on+ 1

>04+0+---+04+0=0.

D’ou (by,) est minorée, donc convergente.

Exercice 6. Soit la suite dont le terme général est a,, = 1 + % + % + -+ % Montrer par
récurrence que aqr > 1+ % Déduire que (ay,) diverge.
Solution. On procéde par récurrence. Le cas k = 1 est évident.

Supposons que aqr > 1 + % et montrons que aqr+1 > 1+ % On a

Qok+1 = Qgk + + -+

2k 41

2k termes

2k+1

1
> gk + = e F

2k+1 2k+1

~
2F termes

2/4:
= azk: + W

:a2k+§
ko1

> 14 = 4=
>1+5+5

=1+
L

Ensuite, supposons que E = {a, | n € N} est majoré. Soit M un majorant. Par la
propriété d’Archimede, il existe N € N tel que N > 2M. Ainsi, on a aoy > 1+ % > M, ce
qui contredit le fait que M est un majorant. D’ott £ n’est pas majoré, donc (a,) diverge.

Re.marque ' il est facile dej' voir que (an). est Cl".Olbdelte, PUISQUE Apt1 — Gn = 77 > 0. On
voit plus loin dans la matiére qu'une suite croissante qui n’est pas majoré diverge vers oo,
donc on peut méme conclure que a, — .

Exercice 7. Soit (a,) une suite. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
1. (ay) converge;

2. pour tout M € NU {0}, la suite (a,+ps) converge;
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3. il existe M € NU {0} tel que la suite (a,4+ps) converge.

Montrer que dans ce cas
lim apypr = lim ay.
n—oo n—o0

Exercice 8. Soit (a,),., une suite. Montrer que si (a,) est décroissante a partir du rang
M € NU{0} et est minorée, alors (a,) converge et

lim a, =inf{a, |n € N, n > M}.
n—oo

Exercice 9. Soit (ay,) et (b,) deux suites qui convergent vers L. Montrer que la suite

(Cn> - <a17 b17 az, b27 ag, b37 . )

converge aussi vers L.

Exercice 10. Soit (a,) et (b,) deux suites telles que a,, > 0 et b, > 0. On définit la suite

(¢n) par
(Cn) = (a17 _b17 az, _b27 az, _b37 o )

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (ay) et (b,) qui permet de conclure que
(¢n) converge.

Solution. II faut et il suffit que (a,) et (b,) convergent toutes deux vers 0. En effet, si (ay,)
et (by,) convergent vers 0, alors le numéro 9 montre que ¢, — 0.

Ensuite, si on suppose que (¢, ) converge, disons vers L, alors pour € > 0, il existe N € N
tel que pour tout n > N, on a |¢, — L| < e. En particulier, on a |cop—1 — L| = |ap, — L| < ¢
pour tout n > N et donc a, — L. De méme, on a |c, — L| = | — b, — L| < & pour tout
n > N et donc b, — —L. Or, on voit que —b, <0 < a, et pour n > N, on a

lbp+Ll<e = L<e—b,<c¢
IL—an|<e = —e<—e+a,<L.

En combinant, on trouve —e < L < ¢ pour tout € > 0, d’'ou L = 0.

Exercice 11. Soit (s;) une suite. On pose

S1+S2+ -+
tn, = ! 2 " neN.
n

a)T Montrer que si s, — s lorsque n — oo, alors t, — s lorsque n — oc.

b) Trouver une suite (s,) qui diverge, mais pour laquelle (¢,) converge.
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Solution. a) Soit € > 0. Puisque s, — s, il existe NV € N tel que sin > N, alors |s, —s| < 5.

On pose M = max{|s; — s|,|s2 — s|,...,|sny_1 — s|}. Ensuite, il existe Nj € N tel que si
(N—1)M

n > Ny, alors < 5. Ainsi, pour n > max{N, N1}, on a

s1ts2+ -+ 8y
[tn, — s| = —s
n

S1+Ssy+ -+ s, —1ns
n

(s1—58)+ (s2—8)+-+ (s, — 5)

(inégalité triangulaire)

T
)

|
3|
|M:
o
x5
|
o

=

I
S|
i

—_

1 n
|3k_3|+ﬁz ]
k=N

1 1 e
<EZ’87€_ |+ — B (car k> N = |s — sp| < §)
k=1 k=
1 1 & ¢
< — M+ — — (car1§k<N:>\sk—s|§M)
n n 2
k=1 k=N
(N—-1)M (n—N)
— —+ —
n n 2
N-1)M
SR L (car 22 < 1)
<g+§:€’ (carnZNléi(N_nl)M<%)

d’ou t,, — s.

b) Soit (s,,) = (1,0,1,0,1,...). Par le numéro 4, on sait qu’elle diverge. Par contre, on voit
que

2 - '
t 1+0+1l+ +0 _ % =1 si n est pair,
- 1)/2 : nai
14041441 (n41)/2 1 L sinest impair.
- 0 2732 b

+ % et (by) = (%,%,%,...), on conclut que t, — % lorsque

DO —

Par le numéro 9, avec a,, =
n — o0.

Exercice 12. Soit (a,) une suite.



a) Montrer que si a,, — 0o lorsque n — 00, alors (ay,) est minorée. Déduire que si a, — —o00
lorsque n — oo, alors (a,) est majorée.

b) Si |a,| — 00, a-t-on nécessairement que a,, — 0o ou a,, — —oo lorsque n — 00 ?

Exercice 13. Pour chaque suite, déterminer si elle est bornée. Si elle n’est pas bornée,
déterminer si elle tend vers oo, vers —oo ou ni 'un ni 'autre.

) (%) e 5 (™), ) (V) o

Solution. a) Cette suite tend vers co. L’inégalité de Bernoulli n’est pas tout a fait assez
fine ici. On a

n |

n_ n_ n n. o ) nin
=0+ Z(/@-)EHTHQ!(”—Q)!H”Jr 2

k=0

Ainsi, pour n > 2, on a
27L71+1+n—1>n—1>n
non 2 - 2 T4

Ainsi, pour tout M € R, on prend N = max{l, M| + 1}. Sin > N, alors 27—: > > M.
D’ou a, — oo lorsque n — oo.

b) Cette suite n’est pas bornée et elle ne tend pas vers +o0o0. Au numéro 3a), on a montré
que la suite n’est pas bornée.

On pose a, := (—1)"n. On suppose par l'absurde que a, — +o00. Soit M = 1. Pour
tout N € N, on voit que asy11 = —(2N + 1) < M, ce qui contredit le fait que a,, — +0o0.

De la méme facon, si a,, — —o0, alors avec M = —1, pour tout N € N, on voit que
asny = 2N > —1, ce qui contredit le fait que a,, —» —oc.

Exercice 14. Soit (a,)nen une suite qui tend vers +oo. Montrer qu’il existe un rang K € N

tel que la suite (m neny converge vers 0.
K

Attention! Assurez vous qu’il n’y a pas de division par zéro.

Exercice 15. Limites supérieure et inférieure. Soit (a,) une suite majorée. On définit
la suite (by,) par
bp = Sup Gy, :=sup{an, | m € N, m > n}. (%)
m>n
a) Montrer que (b,) est décroissante.

b) Montrer que si a,, 4 —o0, alors (b,) est minorée. Conclure que la suite converge dans
ce cas.

c) Montrer que si a,, — —o0, alors b,, = —oco lorsque n — 0.
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Définition. Dans les cas de b) et ¢), la suite (by,) a une limite; on 'appelle la limite supérieure
de a, et on pose

limsup a, := lim b,.
n—oo n—00
Si (ap) n’est pas majorée, alors on pose limsupa, := oo. Dans tous les cas, la limite

n—oo
supérieure existe ou tend vers +oo ou tend vers —oo.

d) Montrer que si (ay,) est bornée, alors on a

limsup a,, = inf sup a, (%)
n—00 nzlm>n

ot on utilise la notation 1r>1fi cn i=1nf{c, | n € N, n > 1} et celle de (x).
n>

e) Donner une définition pour la limite inférieure de (a,) en s’inspirant de a), b) et c).
Montrer que cette limite existe ou qu’elle tend vers +o00 ou tend vers —oo et trouver une
formule analogue a (xx).

Exercice 16. (Equivalence 1 de 'axiome de complétude). Le but de I'exercice est de montrer
que l'axiome de complétude est vrai si et seulement si toute suite croissante et majorée
converge.

a) Montrer que si I'axiome de complétude est vrai, alors toute suite croissante et majorée
converge.

b) On découpe la réciproque en étapes. Soit a; € E et M; un majorant de E. Pour chaque

k € N avec k > 2, montrer récursivement qu’il existe a; un élément de F et M} un

; My _1—ap_1
majorant de £ tels que a1 < ap < My < My_y et My, —aj, < ——5——.

. . .. . M, _
Indice. Si ay_1 et My_1 ont déja choisis, considérez %

c) Montrer que (ay) et (My) convergent vers une limite commune, disons L € R.
d) Montrer que sup £ = L.

Solution. a) Déja montré en classe.

b) Pour I'étape k > 2, on suppose que ai,...,ax_1 et My,..., My 1 ont été choisis aux

étapes précédentes. (Si k = 2, on se retrouve dans le cas départ ou seuls aj et M; sont
choisis comme dans I’énoncé.) On considére deux cas :

M;. . . )
1. % est un majorant de F et dans ce cas, on pose ap = ap_q1 et My =
My _1+ap_1,
2 9
Mj._1—ap._ s . . .
2. klfakl n’est pas un majorant de F et dans ce cas, il existe un nombre dans F,

. M. o ) ) )
disons ay, tel que % < ap < Mj_q et on pose My, = Mj,_;.
y / ]\Jk,l—ak,l
Dans les deux cas, on a ag_1 < ap < My < My_1 et My —ap < ——5——.

Mp_1—ap_1 -1 _» .
—r=—k=L 1] s’ensuit que

]\[1 — al
ok—1 ~

¢) Comme M} — ap <
My — aj, <

8



De plus, puisque (ay) est croissante et majoré par My, elle converge par hypothése, disons
vers a. De méme, puisque (M,,) est décroissante et minorée par ap, elle converge, disons vers
M. (Remarque : (—M,) est croissante et majorée par —aj.) Ensuite, pour € > 0,

e il existe N € N tel que pour n > Ny, on a |a, — a| < &;

e il existe Ny € N tel que pour n > Ny, on a |M,, — M| < ¢; et

|]Wl*a1‘

e il existe N3 € N tel que pour n > N3, on a < g, donc en utilisant I'inégalité
]\/[1—0,

de Bernoulli 2°~! > 14 (n — 1) = n, on obtient | 2n_11| < |Mln—a1| <e

Ainsi, pour n > max{Ny, Na, N3}, on trouve

| My — a;

M —a| < |M — M|+ | My, — ap| + |an — a| <2e+ o1

< 3e.

Comme ¢ est arbitraire, on a bien M = a. On pose L =a = M.

d) Montrons que sup £ = L. Sisup E < L, alors avec ¢ = L —sup E' > 0, il existe N € N tel
que L —ay < g, c’est-a-dire ay > sup E, ce qui est une contradiction, car ay € E et donc
on aurait di avoir ay < sup E.

De fagon similaire, si sup £ > L, alors avec ¢ = sup EF — L > 0, il existe K € N tel
que Mg — L < g, c’est-a-dire M < sup E. Cela est une contradiction, puisque Mg est un
majorant de F, mais sup F est sensé étre le plus petit majorant.

2. Calcul de limites

Exercice 17. Soit (a,) une suite telle que a,, > 0 pour tout n et qui converge vers a € R.
Montrer que pour tout p € N, on a li_>m Yan, = {a.
n—oo

Solution. Pour améliorer la lisibilité, on pose z, = ¢/a, et x = Y/a, de sorte que 2 =a,
et 2P = a. Ainsi, 'hypothése devient z, — 2 et on veut montrer que x,, — . Soit € > 0.
On commence par le cas ot z = 0. Comme on veut |z,| < &, il suffit de voir qu’il
existe N € N tel que si n > N, alors 0 < b < . En prenant la racine p-iéme, on a bien
0 <z < g, cest-a-dire |z,| < €.
Ensuite, on suppose que z > 0. Il existe N € N tel que sin > N, alors |2}, — 2P| < 2P~ e,
Ensuite, on a

|28 — 2P| = |zp — 2| (227 F 2l 2 4 2P R 4 2P > |2y, — 2P
Ainsi, on voit que lorsque n > N, on a |z, — z| < xpl_l |lzh — 2P| < 32:1;1115 = . On conclut

que x, — .

Exercice 18. Soit (ay,) et (b,) deux suites.
a) Trouver un exemple de (ay,) et (by,) bornées telles que li_)m (an + by) existe, mais (a,) ou
n—oo

(by,) divergent.



b) Si (anby) converge, alors (ay) et (by) convergent-elles toutes les deux ?

c¢) Si (apby) et (ap + by) convergent, alors (ay,) et (b,) convergent-elles toutes les deux ?

Exercice 19. Calculer la limite lorsque n — oo des suites dont le terme général est donné
par les expressions suivantes.

nd—1 9 500

b) 1+ —

2) (n—1)(n2+n+1) )( +n)
3n? 4+ 7y/n+3 Vn+24/n

c) d)

™2+ 2

vn 4+ 12
n?+1 n
e) —— f) V1+n+n2

n

27Z
g)Vn2+n-—n h)

n!

Exercice 20. Soit =,y € R tels que 0 < y < x. Montrer que 1i_>m V" +y" = x.
n—oo

Solution. D’une part, on a
n/xn + yn > l "+ 0=~ .

D’autre part, on a

{VZL'” +yn < {7/:1/.71, Lot = J/W

Par le théoréme des deux gendarmes, puisque z4/2 — z lorsque n — oo, on obtient la
conclusion.

Exercice 21. Soit (ay), (by) et (c¢,) des suites. On suppose qu’il existe L € R tel que
b, — L et ¢, — L lorsque n — oo. De plus, on suppose que pour tout n > 0, on a
by, +1n < a, <c, +n. Montrer que a, — L.

Exercice 22. Calculer les limites lorsque n — oo des suites suivantes, si elles existent.

a) an = Y1+ 2" +n b) an = Y/n — X/n ¢) an = 1+gr+gr+ +gm2

Solution. a) On pose a, = /2" + n. On montre d’abord que (a,) converge. On a

De plus, il est clair que 2 = /2" < a,, et donc par le théoréme des deux gendarmes, il suit
que a,, — 2 lorsque n — oo. En particulier, cette suite est bornée, disons pas M. On a donc

1< Y1+ ¥24n< VIHM -1 (n— o).

Il s’ensuit que la suite converge vers 1.
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b) On sait que {/n — 1 lorsque n — oo. Ensuite, on a X/n = v/{/n — V1 = 1 lorsque

n — oo. Il s’ensuit que
lim (Yn— X/n)=1-1=0.

n—oo

Exercice 23. Soit (ay,) et (by) les suites de l'exercice 5. Montrer que lim a, = lim bj,.
n—oo n—oo

1 1 .« o o
o1 Ve T e

Solution. D’abord, on voit que (¢y,) est majorée par 1. En effet, on a

1 1 11 1
T I

Cn S —= +
T Vn2 o Vn2 vVn2 n n

Ainsi, on se doute que ¢, converge vers 1, donc on essaie de minorée ¢, astucieusement.

On a

Exercice 24. Calculer la limite de la suite définie par ¢, =

1 1 n
n > e e+ = .
S/ Vn2+n  Vn2+n

Ensuite, on a

1
" = — 1

V n2 +n /1 + 1

n
lorsque n — oo.
Ainsi, on a

n
<c, <1.

VT S

Si on laisse n — oo, par le théoréme des deux gendarmes, on conclut que ¢, — 1.

Exercice 25. Soit la suite

1 20 3l (n—1)!
=+ b b

= T + 1

n!
Calculer la limite de (ay), si elle existe.

Solution. Le nombre de terme dans la somme augmente lorsque n augmente, mais ils tendent
assez vite vers 0, sauf 1, qu’ils ne contribueront pas, a la limite.

On voit que a, > 1. On voit ensuite que

1 1 2! -, (=1 : ap—1
an_n((n—l)!+(n—1)!+ +(n—1)!>+1 b

Si on montre que (ay) est majorée, disons par M, on aura a, = 1 + ””T’l <1+ % — 1et
on pourra conclure par le théoréme des deux gendarmes que a,, — 1.

11



Pour n > 2, on a

IA
|
+

Ainsi, comme (a,) est majorée, il suit que a, — 1.

Exercice 26. Calculer la limite de la suite (a,), dont le terme général est donné par

a) an=(1+%)n b) an=<1—%>n c)’ an—<1—%>n

3n Vvn
2 1 bn
d)an:<1+—) e)an=< ) f)anz(l—l—m) oum, k € N.

n n

Suggestion pour le c¢). Considérez d’abord (

Solution. Soit x > 0. On montre d’abord que bn = (1 + %)n est croissante; c’est le méme
argument qu’en classe. On a
1+ )

()

™ (A ) (o0 A s= U205

0‘
| |
/N

SeH

|
>~
3 |l
[an]

IN

k 1
(-77 Ak7n+1) + "t An+1,71+1

i
o

12



n+1

- Z (xkAk,n+1)
k=0

- bn+1-
a) On consideére la sous-suite (ag,). On a

9 2n 1 n2
2 [T

lorsque n — oo. Ainsi, puisque (ay) est croissante et que 1'une de ses sous-suites converge

vers e, on a que a, — €.

1 n+1 n n+1 1 —n—1 .
1- = =1+ —e
n+1 n+1 n
1

c) On pose b, = aj.. C’est une sous-suite de la suite du b), donc elle converge vers e .
Ainsi, on a a, = /b, — 1 lorsque n — oo.

b) On a

lorsque n — oo.

d) En utilisant le a), on voit que a, — 5.

e) On voit que b, = a,\l/ﬁ — e lorsque n — oo. Ainsi, la suite (b,,) est borné, disons par M.
-+ B

On adonc 1 < a, = b,‘ﬁ < M+vn — 1 lorsque n — oco. D’ou a,, — 1 par le théoréeme des

deux gendarmes.

m mk

n)n — e lorsque n — oo. Il suit que a,, — €

f) De la méme fagon qu'au a), on a (1 -+
lorsque n — oo.

Exercice 27. Pour quels valeurs de x € R la suite

A ke

Sn=1+§+?+"'+2—n

converge-t-elle 7 Lorsqu’elle converge, déterminer la valeur de la limite.

Exercice 28. Soit £ un ensemble non vide et majoré. Soit S := sup E. Montrer qu’il existe
une suite (ay) dans E (c.-a-d. {a, | n € N} C E) telle que a, — S lorsque n — oo.

1
n’
Supposons le contraire, alors pour tout e € ', onae < S — % Il s’ensuit que S — % est un

Solution. Soit n € N fixé. On montre qu’il existe un élément a, € E tel que a, > S —

majorant de E et on voit que S — % < S, donc c’est un plus petit majorant que le suprémum,
ce qui est une contradiction.
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Ainsi, pour chaque n € N; il existe a,, € F tel que
1

S——<a, <58S.
n

Par le théoréme des deux gendarmes, on conclut que a,, — S, comme voulu.

3. Sous-suites, suites de Cauchy et suites récurrentes

Exercice 29. Trouver une sous-suite convergente des suites suivantes, si possible.

n
a) ap = (—1)"n b) an = (% —1) c) ap = \_%J
Solution. a) Il n’y a aucune sous-suite convergente. En effet, supposons le contraire. Soit
(ap, ) une sous-suite telle que a,, — L € R. On voit que |a,| = n — oo lorsque n — oo.

Puisque (|ay, |) est une sous-suite de (|ay|), il suit qu’elle tend aussi vers co. Or, puisque
an, — L, on doit avoir |ay, | — |L|, ce qui est une contradiction, car |L| € R.

b) La sous-suite (ag,) est convergente. En effet, on a

B 1 ' 2n e 1 2n . 1
ton = 2n N 2n e

. n .
lorsque n — oo, car (ag,) est une sous-suite de b, = (1 — %) , qui converge vers

1

.-

c) Par I'inégalité de Bernoulli, on a 2" = (1 4+ 1)" > 1 +n > n. On voit que 0 < 57 < 1
pour tout n € N, donc |g%| = 0 pour tout n € N. Ainsi, (a,) est convergente et (a,) est
une sous-suite de (ay).

Exercice 30. Soit (a,) une suite dont tous les termes sont positifs ou nuls. On pose b, =
(=1)"an+(—1)"1. Quelle condition sur (a,) est suffisante pour déterminer que (b,,) posséde
une sous-suite convergente ?

Solution. Il y a plus d’une réponse possible. Si (a,) est bornée, alors (b,,) est bornée. Dans
ce cas, (b,) posséde une sous-suite convergente par le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Une condition un peu plus générale est de supposer que (a,) posséde une sous-suite
convergente, disons (ap,). Dans ce cas, (ap,) est bornée, donc (b,,) est bornée et cette
derniére posséde une sous-sous-suite convergente par le théoreme de Bolzano-Weierstrass.
Or, une sous-sous-suite est en particulier une sous-suite, donc (b,) posséde une sous-suite
convergente dans ce cas aussi.

Exercice 31. Soit (a,) une suite. Montrer que s’il existe L € R tel que pour toute sous-suite
(ap,), il existe une sous-sous-suite (ank@) qui converge vers L, alors a,, — L lorsque n — oo.

Solution. On suppose le contraire. Alors il existe € > 0 tel que pour tout k£ € N, il existe
n > k tel que |a, — L| > . Pour chaque k& € N, on note par nj le naturel qui est tel que
ni > k et |ap, — L| > €. Par hypotheése, il existe un sous-sous-suite (anw) telle que Qny, = L
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lorsque ¢ — oo. Or, par construction de (ay, ), on doit avoir ]anké — L| > ¢, ce qui veut dire

que (anw) ne converge pas vers L, un contradiction.

Exercice 32. Soit a; = 1. Pour n € N, on définit a1 = %.
a) Montrer que (ay) converge.

b) Calculer la limite.

Solution. a) On peut réécrire 'expression de a, en a,41 = % + % On montre que a,, est

minorée et décroissante.

D’abord, on a
a’n/ 1 _a/— ga/n_‘,_i _an— _ga,_’_g.

Ainsi, on a an11 — a, < 0 si et seulement si ﬁ < ay. Pour aq, cela est vraie. On suppose que
ap > % et on montre que c’est le cas pour a,+1. On a

Par le principe de récurrence, on conclut que (a,) est décroissante. On a montré en méme

: A .3
temps que (ay,) est minorée par ;. On conclut que (a,) converge.

b) Maintenant que l'on sait que a, converge, on peut écrire a,, — L lorsque n — 0o, pour
un certain L € R. Si on laisse n — oo dans 1'égalité a,41 = %an + %7 alorsona L =3 +
3
Z.

ol
D[ =

En résolvant I’équation, on trouve L =

Exercice 33. Soit s; = v/2. On pose

Sn+l :=14/24++/Sp, nEN.

Montrer que (s,) converge et que s, < 2 pour tout n € N.

Exercice 34. Soit (a,) la suite définie par a; = 2 et an41 = 2a2 (n € N).
a) Montrer que si a,, converge vers L, alors soit L =0 ou L = %
b) La suite converge-t-elle ?

Solution. b) Non, car on a a, > 2 pour tout n. En effet, pour aj, cela est clair. Par
récurrence, on a Gn4] = 2a% > 222 =8 > 2. Ainsi, si (a,,) converge, on a L > 2. Or, par le
a), si (an) converge, on aurait L =0 ou L = 5. Il est ainsi impossible que (a,,) converge.

Exercice 35. A 'aide de la définition, montrer que :

a) ap = ”T” est une suite de Cauchy;

b) a, = (—1)" n’est pas une suite de Cauchy.
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Solution. a) Soit n,k € N. On a

n+k+2 24n
n+k n

|an+k - an| =

_|2n—2n -2k
| n(n+k)
2k

n(n+ k)

2

< - (car £ <1).
n '

Soit € > 0. On pose N = gj + 1. Sin > N, alors on voit que n > EJ +1> % et donc

€ > 2 De plus, pour tout K € Nyonan+k > N et

n
2
’anJrk - an| < E <ég,

d’ott (ay,) est une suite de Cauchy.

b) Une suite n’est pas de Cauchy s’il existe € > 0 tel que pour tout N € N, il existe n,m > N
tel que |ay, — amy| > €. On prend € = 1. Pour tout N € N, on voit que

—2, si N est impair,
anN — a = . :
N N+l 2, si N est pair.

Dans les deux cas, on a |ay —any1| =2 > ¢ =1, d’ou (a,) n’est pas Cauchy.

Exercice 36. Soit (by,) une suite telle que b, — 0 lorsque n — co. Soit (ay) une autre suite.
Montrer que si pour tout k£ € N et pour tout n € N, on a

|an—|—k - an| < |bn|a

alors (a,) est une suite de Cauchy.

Exercice 37. Soit (ay,) et (b,) deux suites telles que pour tout n € N, on ait

|an—|—1 - an| < by,.

a) Soit s, = by + ba + -+ + b,. On suppose que (sy,) converge. Montrer que (ay) est une
suite de Cauchy.

b) Si on a plutét que b, — 0, alors (ay,) est-elle une suite de Cauchy ?
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Solution. a) D’abord, on remarque que I'hypothése donne b,, > 0 pour tout n € N. En
particulier, il est résulte que (s,) est croissante. Soit n,k € N. On a

|(Ln+k - an| = ‘anJrk — Apik—1 Tt Qpirk—1 — Qpik—2 + -+ apt1 — an|
< |aﬂ+k‘ - an—&-k:—l’ Tt |CLn_¢_1 - an|
k—1

= Z ’an—l—m—f—l - an—&—m‘
m=0

k—1

S Z bn+m
m=0
n+k—1

< > bm
m=n

= Sn+k—1 — Sn

= |Sptk—1 — Sl (car (s5) est croissante).

Puisque (s;,) est convergente, c’est une suite de Cauchy, donc pour € > 0, il existe N € N
tel que sin > N et k € N, alors |s, 11 — sp| < . On a ainsi que I'inégalité précédente est
plus petite que € pour n > N et k € N. D’ou (ay,) est Cauchy.

b) Non. Il suffit de considérer la suite a, = 1 + % + o+ % Dans ce cas, on peut prendre

b, = %H On voit que
1
|an+1 - CLn‘ = m

Ainsi, (ay) et (by) sont telles que demandées, mais (a,) n’est pas convergente, comme on a
vu en classe, donc elle n’est pas Cauchy.

Exercice 38. Soit (ay) une suite. On suppose qu’il existe ¢ € (0,00) tel que pour tout
n > 2, on ait
|an—|—1 - an| < £|an - an—1|~
a) Montrer que |ani1 — an| < 0" |ag — a1| pour tout n € N.
b) Montrer que pour tout £ € N, on a
1—(k
1—-0°

|an+k - an| < |CL2 - alwn—l
c) Montrer que si ¢ < 1, alors (ay,) est une suite de Cauchy.
Exercice 39. Soit (a,,) la suite définie par

1

ani1 = a3 +a2, sin>2;
alzz—g.
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a) Montrer que |a,| < I pour tout n.
b) Montrer que |ap+1 — an| < %|an — ap—1].

c¢) Conclure que a,, est une suite de Cauchy. Quelle est la limite ?

Exercice 40. On pose a1 =2 et apy1 = 5 + % pour n € N.
a) Montrer que a, est un nombre rationnel pour tout n € N.

b) Montrer que |an1 — an| < |a, — an—1| pour tout entier n > 2. Déduire que (ay) est
Cauchy.
Indice. Montrez d’abord que 1 < a,, < 2 pour tout n € N.

Solution. b) D’abord, on montre que 1 < a,, < 2. Par récurrence sur n, il est clair que cela
est vrai pour a;. On suppose l'inégalité vraie pour a, et on montre qu’elle est vraie pour
an+1. Pour n € Nj on a

ap+1 = — +

IN

et

(n+1 =

v

Ensuite, pour n > 2 entier, on a

‘anJrl - an’ = 5 + a: - T - o

2 2
Ay n—1 + 2an71 — Qp_10n — 2an

2anan71

(anan—l - 2)(an - CLn—l)

2anan—1
1’ h 2
= —lap — ap_ —
9 n n—1 Gntm 1
Il suffit maintenant de montrer que ‘1 - a2 < 1. On voit que
ntn—1
2 2
1-— <1 <<= -1< —1<1 «— 0K <2
Ann—1 apln—1 apln—1

et cette derniére inégalité est vraie, puisque ana,—1 > 1.
On conclut ainsi qu’on a bien |a,4+1 — ap| < %]an — ap—1|. Par lexercice 38, il suit que
(an) est une suite de Cauchy, avec £ = 1.
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¢) Montrer que la limite de (a,) n’est pas un nombre rationnel.

Morale : les suites de Cauchy dans Q ne converge pas nécessairement dans Q.

Exercice 41. (Equivalence 2 de I’axiome de complétude). Montrer que les énoncés suivants
sont équivalents :

1. laxiome de complétude est vrai;

2. toute suite croissante et majorée converge;

3. toute suite bornée posseéde une sous-suite convergente;
4. toute suite de Cauchy converge.

Suggestion. Pour 4 = 1, reprendre la démarche a l’exercice 16 et montrer que (ay) et (M)
sont des suites de Cauchy.

Solution. 1 = 2, 2 = 3 et 3 = 4 sont faits en classe. Il y a donc seulement 4 = 1 a faire.

Reprenons I'ensemble £ C R non vide et majoré et les suites (ay,) et (M,,) de I'exercice 16.
On rappelle que a,—1 < ap, < My, < M,,_1 et M,, — a, < Ml —91_ Posons D = M — a1 pour
alléger la notation.

D’abord, remarquons que

’(Ln+1 — an\ = Qp+1 — Qp (car (a,) est croissante)

< ‘an-l-l - AJn—O—l’ + ‘]Un—&—l - an‘

= (A/[,L+1 — (Zn+1) -+ (]\/{n+1 — (Ln) (car an < ani1 < Myq1)
< (Afn—i—l — CLn_Q_l) + (A[n — (ln> (car M,41 < M,)
- D D
S on + on—1
3D
Il suit que
k—1

Apik — Gp| = apip —a (@n4j+1 — an+j) (somme téléscopique)

~
Il
.
i1
o

x>
\
—

3D
< :
- on+j
§=0
k—1
3D 1
j=0
3D <1 3D 1 3D
<?Z§_27zl_1 on—1"

<.
I
[en)



Pour € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on a 23’,,—1_)1 < e. Ainsi, il suit que (ay,)

est une suite de Cauchy et donc elle converge.

On peut montrer de facon analogue que (M,,) est une suite de Cauchy. A partir d’ici, la
méme démarche du numéro 16 s’applique.

4. Autre

Exercice 42. Vrai ou faux. Si I’énoncé est vrai, le montrer. S’il est faux, donner un contre-
exemple.

a) Soit £ C R et (ay) une suite dans E. Si E est fermé et a,, — L € R, alors L € E.
b) Soit E C R et (ay) une suite dans E. Si E est ouvert et a, — L, alors L € E.

c) Soit (ay) une suite. Si (ay) posséde une sous-suite convergente, alors (ay) est une suite
de Cauchy.

d) Soit (ap) une suite. Si (a,) est une suite de Cauchy, alors toute sous-suite de (a,) est
une suite de Cauchy.

) Soit (ay) et (by,) deux suites. Si (ap + by,) converge, alors (a,) ou (by,) converge.
f) Soit (as) une suite. Si (ay) est convergente, alors ((—1)"ay) converge.

) Soit (ay)

) Soit £ C R. Si F n’est pas majoré, alors il existe une suite (a,) dans E telle que

an—)OO.

une suite. Si a, — 00, alors toute sous-suite de (a,) tend vers co.

Solution. a) Vrai. Supposons le contraire, c’est-a-dire que L € R\ E. Comme E est fermé,
R\ E est ouvert, donc il existe r > 0 tel que B(L,7) C R\ E. Or, comme a,, — L, il existe
N € N tel que |ay — L| < r, donc ay € B(L,r). Cela est une contradiction, car ay € E par
hypothése. D'out L € E.

b) Faux. Par exemple, £ = (0, 1) est ouvert et (ay,) = (%) est une suite convergente dans
E. Or, sa limite 0 n’est pas dans F.

c¢) Faux. Par exemple, (a,) = (0,1,0,1,0,1,0,1,...) posséde la sous-suite (az,) = (1,1,1,...)
qui converge, mais (a,) diverge, donc elle n’est pas une suite de Cauchy.

d) Vrai. Soit (ay, ) une sous-suite de (a,,). Comme (a,,) est une suite de Cauchy, pour € > 0,
il existe N > 0 tel que pour tout n,m > N, on a |a, — ap| < . Comme (ay,) est une
sous-suite, il existe K € N tel que pour tout £ > K, on a que nip > N. Ainsi, pour tout
J. k> K,onanjn, > N et donc \anj — ap, | <e. Dot (ay,) est une suite de Cauchy.

Remarque : on aurait pu procéder plus simplement en disant que (a,,) est convergente,
puisque c’est une suite de Cauchy, donc (ay, ) est convergente et donc de Cauchy.

e) Faux. Par exemple, (a,) = (n) et (b,) = (—n) sont deux suites divergentes et (a, + b,) =
(0,0,0,...), qui est une suite convergente.

f) Faux. Par exemple, (a,) = (1,1,1,1,...) est convergente, mais ((—1)”an) =(-1,1,-1,1,
—1,...) qui est divergente.
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Remarquons, par contre, que si a,, — 0, alors (—1)"a, — 0.

g) Vrai. Soit M € R. Comme a,, — o0, il existe N € N tel que pour tout n € N, on a
a, > M. Soit (ap,) une sous-suite de (a,). Il existe K € N tel que pour tout & > K, on a
ni > N. Ainsi, pour tout £ > K, on a a,, > M. D’ou a,, — oo.

h) Vrai. Pour chaque n € N, n n’est pas un majorant de E par hypothése, donc il existe un
élément de F, disons a, € F, tel que a,, > n. Par le théoréme des deux gendarmes, il suit
que a, — 0o.

Exercice 43. Soit £ C R un ensemble. Montrer que = € R est un point limite de F si et
seulement s'il existe une suite (a,) dans E \ {z} telle que a,, — z lorsque n — cc.

Remarque. Ceci justifie 'appellation « point limite ».

Exercice 44. Soit (ay) une suite. On appelle x € R un point d’accumulation de (ay) s'il
existe une sous-suite (ay,) telle que a,, — x lorsque k — oco. Montrer que (a,) posséde un
unique point d’accumulation si et seulement si elle converge.

Exercice 45. Propriétés des limites inférieures et supérieures. Soit (a,) une suite.
Montrer les propriétés suivantes de limsup et liminf. (Voir 'exercice 15 au besoin.)

a) liminf a,, < limsup a, b) limsup(—a,) = —liminf a,
n—00 n—oo n—oo n—00

¢) limsupa, = -0 < lim a, = —c0 d) liminf a, = 00 & lim a, = c©
n—00 n—00 n—00 n—00

e) Les énoncés suivants sont équivalents :

i) limsup a, = oo;
n—oo

it) il existe une sous-suite (a,, ) telle que a,, — oo lorsque k — oo;
iii) (ay) n’est pas majorée.

Déduire I'analogue pour la limite inférieure.

f) Soit (ap,) une sous-suite de (ay) qui converge vers L. Montrer que

liminfa, < L <limsup a,.
n—00 n—00

)" Montrer qu’il existe une sous-suite (ay, ) telle que

lim ay,, = limsup a,.
k—o0 n—o0
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Déduire le résultat analogue pour la limite inférieure.

Suggestion. Vous pouvez construire une sous-suite a ’aide du principe du bon ordre et
de la suite (by,) de Pexercice 15.

h) Montrer que lim a, = L € RU {+£o0} si et seulement si lim inf a,, = limsup a,, = L.
n—00 n—00 n—00

Suggestion. Pour la réciproque, les cas ot la limite inférieure et la limite supérieure sont
+oo sont déja faits au c) et au d). Pour le cas ot elles sont finies, utilisez 'exercice 31.

Solution. g) Les cas ou (a,) n’est pas majorée ou minorée sont déja faits au e). Soit la suite
(by,) définie par
by = sup a,, = sup{ay, | m > n}.
m>n
comme dans l'exercice 15. Puisque (a,) est bornée, par I'exercice 15, on sait que (by) est
décroissante et minorée.

On considére l'ensemble A1 = {n € N | a,, > by — 1}. Cette ensemble est non vide, car
sinon b; — 1 serait un majorant de {a,, | m € N}, ce qui est une contradiction, puisque b;
est le supremum de cet ensemble. On pose ny = min A;, qui existe par le principe du bon
ordre.

On suppose que n; < --- < np_1 sont définis. Pour définir ng, pour £ > 2, on pose
A = {n >np_1+1]ap>bp, 41— %} Cet ensemble est non vide, autrement by, |41 —%
serait un majorant de {a, | n > ngy_; + 1}, ce qui est impossible, puisque b,, ,+1 est le
supremum de cet ensemble. On pose n; = min Ay, qui existe par le principe du bon ordre.
On a également ny > njp_q1, car ng € Ay, ce qui implique que ng > ng_1 +1 > ng_1.

On obtient ainsi des nombres 1 < n; < ng < ---. La sous-suite (ay,, ) est construite de
sorte que by, — % < ap, < bp,. Par l'exercice 15, on sait que (b,) converge vers la limite
supérieure de (ay). Puisque (by,) est une sous-suite de (b,), elle converge vers la méme
limite. Par le théoréme des deux gendarmes, on conclut que (a,,) converge vers la limite
supérieure de (ay,).

h) =) Par le g), il existe deux sous-suites (an,) et (am,) telles que a,, tend vers la limite
supérieure et a,,,, vers la limite inférieure. Puisque toutes les sous-suites convergent vers L,
on obtient la conclusion voulue.

<) Il y a deux cas & considérer : 1. L est un nombre fini ou 2. L est infinie.

On commence par 1. Par le e), (ay) est bornée. Soit (ay, ) une sous-suite de (a,). Par
le g), il existe une sous-sous-suite (anw) qui converge vers M, la limite supérieure de (ay, ).

Par le f), puisque (ankz) est une sous-suite de (ay,), on a

liminf a, < M <limsup a,.
n—=00 n—00

Or, par hypotheése, les inégalités sont des égalités, donc on a M = liminf a, = L.
n—oo

Par I'exercice 31, puisque toutes les sous-suites de (a,) possédent une sous-sous-suite qui
converge vers L, on conclut que (a,) converge vers L.
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Pour 2, cela découle du c) et du d).

Exercice 46f. Représentation décimale. Soit z € [0,00). Le but de 'exercice est
d’associer une représentation décimale a z. Pour n € NU {0}, on pose
[ 10" x|

T e tnt1 = 10" (sp41 — sn)

et ag = sop.
a) Montrer que a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} pour n > 1.
Solution. Par définition de a,, et de s,, on a
any1 = 10" (541 — sp) = [10" T | — 10[10™x].
On voit que a, est un entier, puisqu’il est la différence de deux entiers. Dune part, on a
ane1 > (10" — 1) — 10(10"2) = —1
et d’autre part, on a
any1 < 10"z —10(10"2 — 1) = 10.

On a donc —1 < an4+1 < 10, mais puisque a,+1 est entier, cela est équivalent & 0 < a1 < 9.

b) Montrer que s, s’écrit sous la forme

Indice. Utilisez le principe de récurrence.

Solution. Par récurrence sur n, on a sy = ag par définition de ag. Ensuite, on suppose que
I’hypothése de récurrence est vraie pour n et on montre qu’elle est vraie pour n + 1. Par
défintion de a1, on a

an+1 = 1On+1(5n+1 - Sn)

et donc 10" s,41 = any1 + 10" Ls,,. 11 suit que

n n+1
_ Qn+41 L = an+1 +Z ag 72 Qg
ST Jonal T T et 10F ~ 210k
k=0 k=0

comme voulu.
c) Montrer que (s;,) est croissante et majorée par x. Déduire que (s,) est convergente.

Solution. Il est clair que (s;) est croissante en utilisant le ¢), puisque c’est une somme de
termes positifs. Pour voir qu’elle est majorée par z, il suffit d’utiliser le fait que [10™z] <
10"x. On a donc

| 10"z | - 10"

n — ~ =

107 107
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d) On définit une troisiéme suite : on pose

10" +1
o
Montrer que (t,) est décroissante et minorée par x.

tn

Solution. On commence par montrer que (t,) est décroissante. On a
1

t'rL+1 —t, <0 g Sp+1 + W — Sn — W <0
An+1 1 1
& ——1)<0
107+ 1om <10 ) -
an+1 9

= 10n+1 — 10n+1

& ap+1 <09.
Cette derniére inégalité est vraie, par le a). On conclut que la suite est décroissante.
Ensuite, vu que 10"z < [10"z] + 1, on a
[10"z] +1 10"z
> _

t, = =

10m 10m

e) Montrer que t,, — s, — 0 lorsque n — 0.
Solution. On a que t,, — s, = 10% et on a vu en classe que 107" — 0 lorsque n — oo.
f) Déduire que s, — x et donc que

n
ak
X zsup{zl—ok

k=0

nENU{O}}.

Solution. Par le ¢), la suite (s,) converge puisqu’elle est croissante et majorée. Par le d),
la suite (t,) converge puisqu’elle est décroissante et minorée. De plus, (s,) est majorée par
x et (t,) est minorée par z. On a donc s, < x < t,, et donc 0 < z — s, < £, — s,. Par le
théoréme des deux gendarmes, par le e), il suit que s,, — z lorsque n — co.

Enfin, on a vu en classe que
lim s, =sup {s, | n € NU{0}}
n—o00
vu que (s,) est croissante et majorée. Cela montre que

n
Qg
flj—bup{zlok

k=0

nENU{O}},

par le b).

Remarque. On sait que certains nombres ont plus d’une représentations décimales possibles.
Cette facon de procéder en donne une, celle qui ne devient pas tot ou tard une suite constante
de 9. Par exemple, cette fagon de procéder donne la représentation décimale 1 au nombre
un et non 0,999999...
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