Analyse 1
Série 2

Suites

1. Convergence
Exercice 1. Trouver un entier N € N tel que pour tout n > N, on a:

2 _
a) 2n 1 b) n 2 1' 1

< — = | < —
2n + 3 327 3n2+4 3 826

Exercice 2. Pour chaque suite suivante, trouver un candidat L. € R et montrer que cette
suite converge vers L en utilisant la définition de limite.

5n + 8 b) n? 0 1+2+ +n—1
on—+3 "n244 "

a) ap

n?  n? n?

Exercice 3. Déterminer si chacune des suites suivantes est bornée.

2
a) ap = (—1)"n b) a, = 510" ¢) a, = (n + l)

_3n2+7

d _on T
) an 6n2 +5

e) an = (n+1)% — (n® + 2n)

Exercice 4. a) Montrer que la suite (a,),cy = (1,0,1,0,1,0,...) est bornée et divergente.

b) La suite dont le terme général est b, = (1 + (—1)"1) converge-t-elle ?

Exercice 5. On définit les suites (a,) et (by,) par

1 1 n 1 L 1 1

a/ —_— _ - —_—— s e . == .
" 2 3 2n—1 2n 2n + 1
a) Montrer que (ay) est croissante et que (by,) est décroissante.

b) Montrer qu’elles convergent toutes les deux.

Indice. Remarquez que ﬁ — ﬁ est positif quelque soit £ € N.

Exercice 6. Soit la suite dont le terme général est a, = 1 + % + % 4+ 4 le Montrer par
récurrence que aqr > 1+ % Déduire que (ay,) diverge.
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Exercice 7. Soit (ay) une suite. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
1. (ay) converge;

2. pour tout M € NU {0}, la suite (a,+ps) converge;

3. il existe M € NU {0} tel que la suite (a,4a7) converge.

Montrer que dans ce cas

lim apypr = lim ay.
n—oo n—oo

Exercice 8. Soit (ay),-; une suite. Montrer que si (ay) est décroissante & partir du rang
M € NU {0} et est minorée, alors (ay) converge et

lim a, =inf{a, | n €N, n> M}.
n—oo

Exercice 9. Soit (ay) et (b,) deux suites qui convergent vers L. Montrer que la suite

(Cn> = (CLl, bl, as, bQ, as, bg, .. )

converge aussi vers L.

Exercice 10. Soit (ay) et (by,) deux suites telles que a, > 0 et by, > 0. On définit la suite
(cn) par

(Cn) = (a17 _bla a2, _b27 as, _637 o )
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a;) et (b,) qui permet de conclure que
(cn) converge.

Exercice 11. Soit (s;) une suite. On pose

S1+ 82+ -+
tn, = ! 2 " neN.
n

a)TMontrer que si s, — s lorsque n — oo, alors t,, — s lorsque n — oc.

b) Trouver une suite (s,) qui diverge, mais pour laquelle (¢,) converge.

Exercice 12. Soit (ay) une suite.

a) Montrer que si a,, — 0o lorsque n — 00, alors (a;,) est minorée. Déduire que si a,, — —00
lorsque n — oo, alors (a,) est majorée.

b) Si |a,| — 00, a-t-on nécessairement que a, — 0o ou a,, — —oo lorsque n — 00 ?

Exercice 13. Pour chaque suite, déterminer si elle est bornée. Si elle n’est pas bornée,
déterminer si elle tend vers oo, vers —oo ou ni 'un ni 'autre.

a) (%n>neN b> ((_1)nn>neN C) (n\j%/"ﬁ>neN
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Exercice 14. Soit (a,)nen une suite qui tend vers +oo. Montrer qu’il existe un rang K € N

tel que la suite (m neny converge vers 0.
K

Attention! Assurez vous qu’il n’y a pas de division par zéro.

Exercice 15. Limites supérieure et inférieure. Soit (a,) une suite majorée. On définit
la suite (by,) par
by = $up am 1= sup{am | m €N, m > n}. (x)

m>n

a) Montrer que (by,) est décroissante.

b) Montrer que si a,, 4 —o0, alors (b,) est minorée. Conclure que la suite converge dans
ce cas.

c) Montrer que si a,, — —o0, alors b,, = —oco lorsque n — 0.

Définition. Dans les cas de b) et ¢), la suite (b,,) a une limite; on Uappelle la limite supérieure
de a, et on pose
limsupa, := lim b,.
n—00 n—00

Si (ap) n’est pas majorée, alors on pose limsupa, := oo. Dans tous les cas, la limite
n—oo
supérieure existe ou tend vers +oo ou tend vers —oo.

d) Montrer que si (ay,) est bornée, alors on a

limsup a,, = inf sup a, (%)
n—00 n>1 m>n

ot on utilise la notation H;fl cp =1inf{c, | n € N, n > 1} et celle de (x).
n>

e) Donner une définition pour la limite inférieure de (ay) en s’inspirant de a), b) et c).
Montrer que cette limite existe ou qu’elle tend vers +o00 ou tend vers —oo et trouver une
formule analogue a (xx).

Exercice 16. (Equivalence 1 de 'axiome de complétude). Le but de ’exercice est de montrer
que 'axiome de complétude est vrai si et seulement si toute suite croissante et majorée
converge.

a) Montrer que si I'axiome de complétude est vrai, alors toute suite croissante et majorée
converge.

b) On découpe la réciproque en étapes. Soit a; € E et M; un majorant de E. Pour chaque
k € N avec k > 2, montrer récursivement qu’il existe a; un élément de F et M} un
majorant de E tels que ap_1 < ap < M, < Mj_1 et My, —aj, < My—1—ak—1

2
; i ‘s L a, My _ _
Indice. Si aj_1 et Mjy_1 ont déja choisis, considérez w

¢) Montrer que (ay) et (My) convergent vers une limite commune, disons L € R.

d) Montrer que sup £ = L.



2. Calcul de limites

Exercice 17. Soit (a,) une suite telle que a,, > 0 pour tout n et qui converge vers a € R.
Montrer que pour tout p € N, on a lim {a, = ¥a.
n—oo

Exercice 18. Soit (a,) et (b,) deux suites.

a) Trouver un exemple de (ay) et (by,) bornées telles que nh—>Holo (an, + by) existe, mais (ay) ou
(by) divergent.

b) Si (apby) converge, alors (ay) et (by,) convergent-elles toutes les deux ?

c) Si (apby) et (ap + by) convergent, alors (ay) et (by,) convergent-elles toutes les deux ?

Exercice 19. Calculer la limite lorsque n — oo des suites dont le terme général est donné
par les expressions suivantes.

nd—1 9\ 500

b) 1+ —

%) (n—1)(n2+n+1) )( +n)
3n?+7yn+3 Vn+2++/n

c) d)

™2+ 2

vn+12
241
e)n—+ f) V1+n+n?

n
2n
g Vn?+n-—n h)m

Exercice 20. Soit =,y € R tels que 0 < y < x. Montrer que 1i_>m vt 4+ yn = x.
n—oo

Exercice 21. Soit (ay), (by) et (c¢,) des suites. On suppose qu’il existe L € R tel que
b, — L et ¢, — L lorsque n — oo. De plus, on suppose que pour tout n > 0, on a
b, +1 < a, < ¢y, +n. Montrer que a,, — L.

Exercice 22. Calculer les limites lorsque n — oo des suites suivantes, si elles existent.

a) an = Y1+ V2" +n b) an = ¥/n— */n ¢)an=ldgptgt + g

Exercice 23. Soit (a,) et (by) les suites de l'exercice 5. Montrer que lim a, = lim by,
n—oo n—oo

1

1 DY
ol Ve T e

Exercice 24. Calculer la limite de la suite définie par ¢, =



Exercice 25. Soit la suite

12 3 (n—1)!
an=—|+—‘—0——'+"-+—|+1.

Calculer la limite de (ay,), si elle existe.

Exercice 26. Calculer la limite de la suite (a,), dont le terme général est donné par

2\" 1 . 1\"
a)an:(l—l—g) b)an:( ﬁ) c) an—<1—m>
3n Vn kn
d)an:(1+z) e)an:(“‘l) f)an:<1+@) oum,k €N.
n n

Suggestion pour le ¢). Considérez d’abord (ay)".

Exercice 27. Pour quels valeurs de z € R la suite

r a2 "

Sn—1+2+22+ +2_n

converge-t-elle 7 Lorsqu’elle converge, déterminer la valeur de la limite.

Exercice 28. Soit £ un ensemble non vide et majoré. Soit S := sup F. Montrer qu’il existe
une suite (a,) dans F (c.-a-d. {ay | n € N} C E) telle que a, — S lorsque n — oc.

3. Sous-suites, suites de Cauchy et suites récurrentes

Exercice 29. Trouver une sous-suite convergente des suites suivantes, si possible.
n
a) an = (=1)"n b) an = (3 —1) ) an = | 3]

Exercice 30. Soit (a,) une suite dont tous les termes sont positifs ou nuls. On pose b, =
(—=1)"a,+(—1)"T1. Quelle condition sur (a,) est suffisante pour déterminer que (b,) posséde
une sous-suite convergente ?

Exercice 31. Soit (a,) une suite. Montrer que s’il existe L € R tel que pour toute sous-suite
(an,), il existe une sous-sous-suite (anké) qui converge vers L, alors a, — L lorsque n — co.

Exercice 32. Soit a; = 1. Pour n € N, on définit a,,+1 = —Qa’é%‘

a) Montrer que (a,) converge.

b) Calculer la limite.



Exercice 33. Soit s;1 = v/2. On pose

S+l :=1/2+/sn, neN

Montrer que (s;) converge et que s, < 2 pour tout n € N.
Exercice 34. Soit (ay,) la suite définie par a1 = 2 et an41 = 2a;, (n € N).

a) Montrer que si a,, converge vers L, alors soit L =0 ou L =

o= SN

b) La suite converge-t-elle ?

Exercice 35. A l'aide de la définition, montrer que :
a) ap = "TH est une suite de Cauchy;

b) a, = (—1)" n’est pas une suite de Cauchy.

Exercice 36. Soit (by,) une suite telle que b, — 0 lorsque n — co. Soit (ay) une autre suite.
Montrer que si pour tout £ € N et pour tout n € N, on a

|an+k - an| < |bn|7

alors (a,) est une suite de Cauchy.

Exercice 37. Soit (ay,) et (b,) deux suites telles que pour tout n € N, on ait

‘anJrl - an’ < by.

a) Soit s, = by +ba + -+ + b,. On suppose que (sy,) converge. Montrer que (ay) est une
suite de Cauchy.

b) Si on a plutdt que b, — 0, alors (a,) est-elle une suite de Cauchy ?

Exercice 38. Soit (ay) une suite. On suppose qu’il existe ¢ € (0,00) tel que pour tout
n > 2, on ait
‘an—i—l - an’ < g’@n - an—l‘-

a) Montrer que |ani1 — an| < 07 |ag — a1| pour tout n € N.

b) Montrer que pour tout k¥ € N, on a

1— ¢k

n—1
14 =7

|tk — an| < laz — a1

c) Montrer que si ¢ < 1, alors (ay) est une suite de Cauchy.
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Exercice 39. Soit (ay,) la suite définie par

1

ani1 = a; +a2, sin>2;
a1 = -3

a) Montrer que |a,| < %1 pour tout n.
b) Montrer que |ap+1 — an| < %\an — ap—1].

c¢) Conclure que a,, est une suite de Cauchy. Quelle est la limite ?

Exercice 40. On pose a1 =2 et apy1 = 5 + % pour n € N.
a) Montrer que a, est un nombre rationnel pour tout n € N.

b) Montrer que |ap+1 — ap| < %\an — ap—1| pour tout entier n > 2. Déduire que (a,) est
Cauchy.
Indice. Montrez d’abord que 1 < a,, < 2 pour tout n € N.

¢) Montrer que la limite de (a,) n’est pas un nombre rationnel.

Morale : les suites de Cauchy dans (Q ne converge pas nécessairement dans Q.

Exercice 41. (Equivalence 2 de 'axiome de complétude). Montrer que les énoncés suivants
sont équivalents :

1. laxiome de complétude est vrai;

2. toute suite croissante et majorée converge;

3. toute suite bornée posseéde une sous-suite convergente;
4. toute suite de Cauchy converge.

Suggestion. Pour 4 = 1, reprendre la démarche a l’exercice 16 et montrer que (ay) et (My)
sont des suites de Cauchy.

4. Autre

Exercice 42. Vrai ou faux. Si I’énoncé est vrai, le montrer. S’il est faux, donner un contre-
exemple.

a) Soit £ C R et (ap) une suite dans E. Si F est fermé et a, — L € R, alors L € E.
b) Soit E C R et (a,) une suite dans E. Si E est ouvert et a, — L, alors L € E.

c) Soit (ay) une suite. Si (ay) posséde une sous-suite convergente, alors (ay) est une suite

de Cauchy.

d) Soit (ap) une suite. Si (a,) est une suite de Cauchy, alors toute sous-suite de (a,) est
une suite de Cauchy.

e) Soit (ay) et (by) deux suites. Si (a, + by) converge, alors (a,) ou (by) converge.
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f) Soit (ay,)
g) Soit (ay) une suite. Si a, — oo, alors toute sous-suite de (ay) tend vers oo.
C

h) Soit E
ap — 00.

une suite. Si (ay) est convergente, alors ((—1)"ay) converge.

R. Si E n’est pas majoré¢, alors il existe une suite (a,) dans E telle que

Exercice 43. Soit £ C R un ensemble. Montrer que = € R est un point limite de E si et
seulement s'il existe une suite (a,) dans £\ {z} telle que a,, — z lorsque n — co.

Remarque. Ceci justifie I’appellation « point limite ».

Exercice 44. Soit (ay) une suite. On appelle x € R un point d’accumulation de (ay) s'il
existe une sous-suite (ay,) telle que a,, — x lorsque k& — oco. Montrer que (a,) posséde un
unique point d’accumulation si et seulement si elle converge.

Exercice 45. Propriétés des limites inférieures et supérieures. Soit (a,) une suite.
Montrer les propriétés suivantes de limsup et liminf. (Voir I'exercice 15 au besoin.)

a) liminf a,, < limsupa, b) limsup(—a,) = —liminf a,
n—o0 n—00 n—o00 n—0
¢) limsupa, = —oco < lim a, = —o0 d) liminfa, = co & lim a, = 0o
n—00 n—00 n—00 n—00

e) Les énoncés suivants sont équivalents :

i) limsup a, = oo;
n—oo

it) il existe une sous-suite (ay,, ) telle que a,, — oo lorsque k — oo;
i1i) (ay) n’est pas majorée.

Déduire ’analogue pour la limite inférieure.
f) Soit (an,) une sous-suite de (a,) qui converge vers L. Montrer que
liminf a, < L < limsup a,.

n—00 n—00
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)" Montrer qu’il existe une sous-suite (a,, ) telle que

lim ay,, = limsup a,.
k—o0 n—00

Déduire le résultat analogue pour la limite inférieure.

Suggestion. Vous pouvez construire une sous-suite & l'aide du principe du bon ordre et
de la suite (b,) de l'exercice 15.

h) Montrer que lim a, = L € RU{+oo} si et seulement si liminf a, = limsupa, = L.
n—00 n—00 n—00

Suggestion. Pour la réciproque, les cas ot la limite inférieure et la limite supérieure sont
+oo sont déja faits au c) et au d). Pour le cas ou elles sont finies, utilisez I’exercice 31.

Exercice 46'. Représentation décimale. Soit 2 € [0,00). Le but de Iexercice est
d’associer une représentation décimale & z. Pour n € NU {0}, on pose

10"x
Sp 1= !, Api] = 1O”+1(sn+1 — Sp)
1on
et ag = s¢.
a) Montrer que a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} pour n > 1.

b) Montrer que s, s’écrit sous la forme

Indice. Utilisez le principe de récurrence.
c) Montrer que (s,) est croissante et majorée par x. Déduire que (s,) est convergente.
d) On définit une troisiéme suite : on pose
b= | 10"z | + 1.
10m
Montrer que (t,) est décroissante et minorée par x.
e) Montrer que ¢, — s, — 0 lorsque n — 0.
f) Déduire que s, — x et donc que
" a
T = sup {Z 1—(;2

k=0

neNU{O}}.

Remarque. On sait que certains nombres ont plus d’une représentations décimales possibles.
Cette facon de procéder en donne une, celle qui ne devient pas tot ou tard une suite constante
de 9. Par exemple, cette fagon de procéder donne la représentation décimale 1 au nombre
un et non 0,999999...



