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Introduction

Ce document est un résumé des notes de cours pour le cours d’analyse 1 a I’Université de
Montréal. Il contient les définitions et les énoncés des résultats importants, sans toutefois
élborer les détails ou faire les exemples. Le but est de permette a 1’étudiant-e de savoir ou
on est et vers oll on s’en va, sans toutefois tout donner. Il semble que la prise de note, qui
peut sembler primitive face a toute la technologie, reste le meilleur moyen de transmettre
un cours de mathématique abstrait.

Idée inspirée du TEXbook, les paragraphes comme celui-ci, précédés d’un sinus du topologue,
\/\N“ contiennent des remarques ou des explications qui peuvent étre ignorées lors d’une premiére lecture.
Ils sont composés en taille 10pt, donc on peut facilement savoir ot se termine le passage. Ces sections seront
étiquetés ainsi pour 'une des raisons suivantes : des outils qui ne sont pas supposés maitrisés pour le cours

sont utilisés, le raisonnement devient un peu plus difficile & suivre (c’est ce qui a inspiré le symbole), le
contenu s’éloigne un peu trop de la discussion ou du cadre du cours, un exercice plus difficile.




Chapitre 1

Nombres réels

1.1. Rationnels et réels

Proposition 1.1. Soit a,b € Q. Si a < b, alors il existe ¢ € Q tel que a < ¢ < b.
Proposition 1.2. Va € Q, a? # 2.

Axiome. Il existe un corps totalement ordonné, noté R, tel que
1) Q C R et Q est un sous-corps totalement ordonné de R;
2) R posseéde la propriété de complétude (section 1.4).

1.2. Inégalités

Rappels. 1) a <betb<c=a<c
2) a<b=a+c<b+c

3) a<betc>0= ac<bc

4) a<betc<0= ac>bc

Note : (a,b) :={z:a <x <b}
[a,b] :={x:a <z <b}

Définition 1.1. Soit x € R. La valeur absolue de x est le nombre réel

x, six > 0;
|| == :
—x, siz <O.

$okokok

Proposition 1.2. Vr,y € R
1) || >0

3

4

) |z =0 <= =0
) |z| = | — x| = max{x, —x}
) |zyl = |z|ly|
) —|z| <z < |z
)

)

S Ot

7

8) |lz = lyl| < lw £yl < |o] + |yl
L’inégalité triangulaire est |x +y| < |z| + |y

Théoréme 1.3. (Inégalité de Bernoulli) ¥n € N, V¢ > —1, (1 +¢)" > 1 + nt.

2| <y <= —y<z<y



1.3. Supremums et infimums

Définition 1.1. Soit £ C R.

1) E est majoré s'il existe ¢ € R tel que pour tout z € £, on a z < c.
On dit alors que ¢ est un majorant de E.
E est minoré s'il existe ¢ € R tel que pour tout z € £, on a z > c.
On dit alors que ¢ est un minorant de E.

2) E est borné s’il est minoré et majoré.
Xokokk

Proposition 1.2. E est borné <= 3ce R, Vx € F, |z| < c.

Définition 1.3. Soit £ C R. On dit que ¢ € R est le supremum (resp. infimum) de E si
1) ¢ est un majorant (resp. minorant) de E et
2) si ¢ est un autre majorant (resp. minorant) de F, alors ¢ > ¢ (resp. ¢ < ¢).

On note le supremum de E par sup F et I'infimum de F par inf E, lorsqu’ils existent.
Kok okk

1.4. Axiome de complétude

Axiome (de complétude). Si £ C R est non vide et majoré, alors sup E existe.
Théoréme 1.1. (Propriété d’Archiméde) Pour tout x,y € R avec x > 0, il existe n € N tel
que nx > .

Corollaire 1.2. 1)Vy e R, Ine N, n >y
2) VY € R, 3n € Z tel quen < x <n+ 1. On note | x| := n (fonction planchée)
3) Densitéde Q dans R

Soit x,y € R tels que x < y. Alors Ir € Q tel que x < r < y.
Théoréme 1.3. 1) Racinen® : Vn € N, Vo >0, 3ly >0, y" =« (Vx =y).
2) L’axiome de complétude est faux dans Q.
Corollaire 1.4. Densité de R\ Q dans R

Soit x,y € R tels que x < y. Alors Ir € R\ Q tel que x < r < y.
Définition 1.5. Soit ¢ € Q, m € Z et n € N tels que ¢ = 7. Pour x > 0, on pose
1) 2% := J/z™ siq > 0
2) 2%:= () "sig<Oetz#£0

kkkk
1.5. Dénombrabilité
Définition 1.1.
1) Deux ensembles A et B ont le méme cardinal s'il existe une bijection ¢: A — B.
2) Un ensemble A est dénombrable s’il a le méme cardinal que N.
kksksk



1.6. Topologie de r

Définition 1.1. Soit a € R et r > 0.
1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est

B(a,r):={zx e X | |a—z| <r}.

2. La boule fermée de centre a et de rayon r est

B(a,r):={z e X ||a—z| <r}.
3. La boule pointée de centre a et de rayon r est

B(aﬂ“) := B(a,r) \ {a}.

Définition 1.2. Un ensemble £ C R est dit ouvert dans R si pour tout x € F, il existe

r >0 tel que B(x,r) C E.
kKK

Proposition 1.3. (Propriétés des ouverts) Soit U; (i € I) des ouverts dans R. Alors
1) 0 et R sont ouverts dans R;
2) U U; est ouvert dans R;
i€l

3) Sicard(l) < oo, alors (] U; est ouvert dans R.

el
Définition 1.4. On dit que F' C R est fermé si ' = X \ F est ouvert.

Ak

Proposition 1.5. (Propriétés des fermés) Soit (X, ) un espace topologique et F; (i € 1)
des fermés de X .

1. § et X sont fermés dans X ;

2. ) F; est fermé dans X ;

i€l
3. Sicard(]) < oo, alors |J F; est fermé dans X .
el
Démonstration. Cela suit de la dualité entre ouverts et fermés et des propriétés des ouverts.
UJ

Définition 1.6. Soit £ C R. .
1. On dit que = € R est un point limite de E si pour tout r > 0, B(z,r) N E est non vide.
(Autrement dit, pour tout r > 0, il existe y € B(x,r) N E tel que y # x.

2. L’ensemble dérivé de E, noté E’', est 'ensemble des points limites de E.
kokokk

Proposition 1.7. Soit E C R. Alors E est fermé ssi E' C E.

Définition 1.8. On dit £ C R est compact ssi £/ est borné et fermé.
kokokk
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Chapitre 2

Suites

2.1. Convergence

a) Convergence.

Définition 2.1. Une suite est une fonction a: N — R. Le terme de rang n (ou terme général)
de la suite est a, := a(n).
On écrit a = (a1, az2,a3,...) = (an) = (an)nen = (an)22;.
kKK

Définition 2.2. 1) (a,) est majorée (resp. minorée, bornée) si {a, | n € N} est majoré

(resp. minoré, borné).
2) (an) est (strictement) croissante si (ap4+1 > ap) ap41 > ap, pour tout n € N.
3) (an) est (strictement) décroissante si (ap41 < ap) an+1 < a, pour tout n € N.
4) (

) (an) est monotone si elle est croissante ou décroissante.
Xokoksk

Définition 2.3. Une suite (a,) est dite convergente s’il existe un nombre L € R tel que

pour tout € > 0, il existe N € N pour lequel |a,, — L| < & dés que n > N.

On dit que L est la limite de (ay,) et on écrit L = lim a, ou a, — L (lorsque n — 00).
n—oo

Si (an) n’est pas convergente, alors elle est divergente.
ok Kk

b) Résultats de base.

Théoréme 2.4. Si (ay,) est convergente, alors sa limite est unique.
Théoréme 2.5. Si (ay,) est convergente, alors (ay,) et bornée.

Théoréme 2.6. Si (ay,) est croissante et majorée, alors (ay,) est convergente et

lim a, = supa, =: L.
n—oo neN

On écrit a, 1 L.
Résultat analogue si (ay,) est décroissante et minorée.

Théoréme 2.7. Pour tout M € N, on a

lim ap, = lim an4pr—1-
n—oo n—oo

11



c) Limites infinies.

Définition 2.8. On dit qu’une suite (a,) tend vers oo (ou diverge vers oo) si pour tout
M € R, il existe N € N tel que pour tout n > N, a, > M.

Pour —o0 : a, < M.
koK

2.2. Calcul des limites

Théoréme 2.1. Si lim a, =a et lim b, = b, o1 a,b € R, alors
n—oo n—oo

1) lim fas] = o
2) lim (a, +by) =a+0b
n—oo
3) nl;rgo(anbn) =ab
4) sib, #0 et b+#0, alors lim n _ 2

n—oo b, b

5) siay < by, pour tout n € N, alors a < b
6) siay, >0, et p €N, alors li_>m Ya, = ¥Ya
n—oo

Théoréme 2.2. (des deux gendarmes). Soit (ay,), (by) (¢n) des suites telles que li_r>n an =
n—,oo

lim ¢, =L et a, <b, <c¢, pour tout n > N. Alors lim b, = L.

n—oo n—oo

Corollaire 2.3. Si|a,| — 0 lorsque n — oo, alors a,, — 0 lorsque n — oc.

Théoréme 2.4. Si a,, — oo et b, > a, pour tout n > N, alors b, — o0.

Progession géométrique.

Définition 2.5. Une progression géométrique de raison ¢ # 1 est une suite de la forme
2 3 _ -1
(a,aq,aq”,aq”,...) = (aq” )neN'
kkkk

Théoréme 2.6. 1. |¢| > 1= |¢|" — <.
2. gl <1=|¢I" —0.

Théoréme 2.7. Soit ¢ # 1. On pose s, =1+ q+q¢*>+--- +¢" L.
_ 1-q"

1) Sp = 1_*(]

2) Si|q| < 1, alors s, — ﬁ.

3) Silg| > 1, alors (sy,) diverge et |s,| — oo.

12



Racine n-iéme.
Théoréme 2.8. 1) ni — 1
2) Sia >0, alors ar — 1.

Le nombre e.

|—

Proposition 2.9. 1) On pose s, = & + 4+ + 3. Alors (s,) converge et on pose

e:= lim s,.
n—,oo

2) On pose t, = (1+ %)n Alors (t,,) est strictement croissante et lim t, = e.
n—oo

Ju—y

2.3. Sous-suites, suites de Cauchy et suites récurrentes

Définition 2.1. Soit (ay) et (by) deux suites. On dit que (by) est une sous-suite de (ay,) s'il
existe des entiers 1 < nj <mng < nz < --- tels que by, = ay,, .
A A K

Proposition 2.2. a,, — L ssi toutes les sous-suites de (ay) convergent vers L.

Théoréme 2.3. (de Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée posséde une sous-suite conver-§
gente.

Définition 2.4. On dit que (a,) est une suite de Cauchy (parfois suite fondamentale) si

Ve > 0,3IN € N,Vn,m > N, |a, — ap| < e.

Xokoksk

Théoréme 2.5. Une suite est de Cauchy ssi elle est convergente.

13



Chapitre 3

Séries

3.1. Notions de base

Définition 3.1. 1) Etant donné une suite (ay,), la série s de terme général a,, est I’expression

oo
s:Zan:a1+a2+a3+-"
n=1
n
2) On pose s, := Y ag. On appelle (s,) la suite des sommes partielles de s.

k=1
3) Si (sp) converge, alors on dit que la série s converge et on écrit

©.9] n
s = E ap = lim s, = lim E Q.
n—oo n—oo
n=1 k=1

Si (sy) diverge, alors on dit que s diverge.

skokokok
o0
Théoréme 3.2. (Condition nécessaire) Si ) a, converge, alors lim a, = 0.
n=1 n—oo
o0 o0
Théoréme 3.3. Soit s = Y ay et t = > b, dexu séries convergentes. Alors pour tout
c,d eR
(0.9]
Z(can + dby,) = cs + dt.
n=1

o0 o0
Théoréme 3.4. (Queue de la série) Soit s = Y ap et t = > an. Alors s et t sont de

n=1 n=N
méme nature.
o0 00 int+1—1 o0
Théoréme 3.5. (Regroupements) Si ) a, converge, alors ). > a; converge vers »_ an,
n=1 n=1 j=ip n=1

o, ENetl=11 <ig<ig<ig<---.

14



3.2. Séries a termes positifs

o0
Définition 3.1. Une série ) a, est dite a termes positifs si a, > 0 pour tout n.

n=1
kokskk

Théoréme 3.2. (Critére de comparaison) Supposons que 0 < a,, < by, pour tout n. Alors
o0

o0
1) si Y by converge, alors Y, a, converge;
n=1 n=1
o0 o
2) Si Y ay diverge, alors ) b, diverge.
n=1 n=1

Théoréme 3.3. (Critére de condensation de Cauchy) Soit (ay,,) une suite positive et décrois-

o0 o0
sante. Alors Y ay et > 2"agn sont de méme nature.
n=1 n=0

oo
Exemple 3.2.1. La série de Riemann. ) % converge ssi p > 1.
n=1

o0 o0
Théoréme 3.4. (Critére du quotient) Soit Y ay et Y b, des séries a termes positifs. Si
n=1 n=1

b, # 0 et lim Z—Z = L # 0, 00, alors les deux séries sont de méme nature.
n—oo

©.9]
Théoréme 3.5. (Critére de d’Alembert) Soit > a, une série ot a,, > 0. Supposons que
n=1

lim “ = [ € [0, 00]. Alors
n—oo Y

o0
1) si L <1, alors ) a, converge;
n=1

o0
2) si L > 1, alors ) a, diverge.

n=1

o
Théoréme 3.6. (Critére de la racine de Cauchy) Soit > a,, une série a termes positifs.
n=1

Supposons que nh_1>1010 Wa, = L € ]0,00]. Alors

o0

1) si L <1, alors ) a, converge;
no:ol

2) si L > 1, alors ) ay diverge.

n=1

3.3. Séries alternées

o
Définition 3.1. Une série est alternée si elle est de la forme > (—1)"a,, ot N € Z et

n=N
ap > 0.
Kok k
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o0

Théoréme 3.2. (Critére de Leibniz) Soit s = Y. (—1)"*1a, une série alternée. Si ay, | 0,
n=1

alors

1) s converge et
n

2) |s — sp| < apy1, o1 S = D ay.
k=1

3.4. Convergence absolue

o0
Définition 3.1. Une série ) a, est dite

n=1

o0
1) absolument convergente (AC) si > |ay| converge;
n=1

o0 o0
2) conditionnellement convergente (CC) si > ay converge et > |a, diverge;

Xkkk

Théoréme 3.2. Si une série est absolument convergente, alors elle converge.

o0 oo
Définition 3.3. Un réarrangement de la série > a, est une série » . b, telle que b, = a F(n)»

n=1 n=1
ou f:N — N est une bijection.
kokokk
o
Théoréme 3.4. Si > a, est AC, alors tout réarrangement est AC' et converge vers la méme
n=1

limite.

o0
Théoréme 3.5. (Riemann, facultatif) Si > a, est CC, alors pour tout r € RU {£oc}, il
n=1

[0.9] o0 o0
existe un réarrangement »_ b, de > a, tel que »_ b, =r.
n=1 n=1 n=1

oo o0
Théoréme 3.6. (Produit de Cauchy) Soit s = > ay et t = »_ b, deux séries. On pose
n=0 n=0

00 00 n
p= Z(aﬂbn +aibp—1 + -+ ap—1b1 + anb()) = Z Z akbn—k-
n=0 n=0 k=0

1) Si s est AC et t est convergente, alors p converge et p = st.
2) Sit est, de plus, AC, alors p est AC.

16



3.5. Séries entiéres

o0

Définition 3.1. Une série entiére est une série de la forme »_ apaz™, ol ap,z € R.
=0
" ok
o0
Théoréme 3.2. Soit ) a,x™ une série entiére. Il existe un unique nombre R € [0, 00| tel
=0
que "
o0
1) > apa™ est AC'si|z] < R et
n=0
[e.9]
2) a4y apx™ est divergente si |z| > R.
n=0 ~
R est le rayon de convergence de Y anz™ et (—R, R), son intervalle de convergence.
n=0
Définition 3.3. On définit la fonction exponentielle exp: R — (0, 00) par
X .n
x
exp(z) = Z g
n=0
skokokok

Remarque. On a exp(l) = e et, pour tout ¢ € Q, on a exp(q) = e? (exerice série 3). On écrit

exp(z) =: e* pour tout x € R.
kkkk

17



Chapitre 4

Fonctions continues

4.1. Limites de fonctions

Définition 4.1. Soit D C R et f: D — R une fonction.
1) D est le domaine de f.

Si D n’est pas donné, alors on pose D := {x € R | f(z) est définie}.
2) f(D):={f(z) |z € D} est I'image de f.

Kokoksk

Définition 4.2. On dit que I C R est un intervalle si pour tout x,y € I, pour tout z € R,

r<z<y=zel.
xkkk

Définition 4.3. Soit f: D — R et a € D. On dit que f(x) tend vers L lorsque = tend vers
a sl

Ve>0,30>0,0< |z —a|] <d=|f(z)— L| <e.

On écrit li_r>n f(z)=Lou f(x) - L (x — a).
r—a
kksksk

Théoréme 4.4. Soit f:D — R et a € D. Alors liin f(z) = L si et seulement si pour toute
r—a
suite (xy,) dans D\ {a} telle que x,, — a, on a lim f(x,) = L.

n—oo

Théoréme 4.5. Soit f,g: D — R des fonctions. Si f(x) — L et g(x) — M lorsque x — a,
alors
1) [f(x)] = |L|
2) fz)+g(x) > L+ M
x L .
4) 563'—9 i si M #20
5) si f(x) < g(x), alors L < M
6) Vn €N, /f(x) = VL si f(x) >0
lorsque x — a.
Corollaire 4.6. lim M = Pla)

0w = Q) ou P, sont des polynémes et Q(a) # 0.

18



Extension de la notion de limite.

Définition 4.7. Soit f: D — R. -
1) Limite & droite : on pose E := DN (a,00) et g := f|E Sia € E,alors lim f(x) :=

x—a™t
lim g(z). De fagon équivalente
T—a

lim f(x)=L <= Ve>0,30>0,Vz e D.0<z—a<d=|f(zr)—L|<e.

r—at

Limite & gauche : on pose £ := DN (—00,a) et g := f‘E SiacE,alors lim f(z):=
r—a—

lim g(z). De fagon équivalente

r—a

lim f(x)=L <= Ve>0,30 >0,V e D, -6 <z —a<0=|f(x)—L|<e.

z—a~
2) Limite infinie : si a € D, on dit que %gr%l f(z) =00 (resp —o0) si
VM eR,30 >0,V e D,0< |z —a|]<d= f(x) > M (resp. < M).
3) Limite a 'infini : S'il existe a € R tel que (a,00) C D, alors on dit que xlg]go f(z) = Lsi
Ve >0,IM e R,Vx € D,x > M = |f(z) — L| <e.
S’il existe a € R tel que (—o0,a) C D, alors on dit que xEIIloo f(x)=Lsi

Ve>0,IM e R,Ve € D,z < M = |f(x) — L] < e.

kokskok

Remarque. lim f(x) =L <= lim f(x)=L= lim f(z)
r—a z—a™t T—a~ s

4.2. Fonctions continues en un point

Définition 4.1. Soit f: D — R.

1) f est continue ena € D si Ve > 0,30 > 0,Vz € D, |z —a| < = |f(z) — f(a)|] <e.

2) f est discontinue en a si elle n’est pas continue en a.

3) f est continue sur D (ou simplement continue) si pour tout a € D, elle est continue

€1 a.
Kokokok

Proposition 4.2. Les énoncés suivants sont équivalents.
1) f est continue en a

2) I f(z) = f(a)
3) pour tout suite (xy,) dans D, si x, — a, alors f(x,) — f(a).

Proposition 4.3. Si f,g: D — R sont continues en a € D, alors |f|, f + g, fg, f/g (si
g(a) #0) et I/f (si f > 0) sont continues en a.

Proposition 4.4. Si f:D — R est continue en a € D et g: f(D) — R est continue en
f(a) € f(D), alors g o f est continue en a.

19



4.3. Fonctions continues sur un intervalle

Théoréme (des valeurs intermédiaire) (TVI) 4.1. Soit I un intervalle et f:1 — R une
fonction continue. Pour tout a,b € I, si f(a) < f(b), alors pour tout ¢ tel que f(a) < ¢ <
f(b), il existe z entre a et b tel que f(x) = c.

Définition 4.2. On dit que f: D — R est majorée/minorée/bornée si f(D) est majo-

rée/minorée /bornée.
KK

Théoréme 4.3. Soit f:[a,b] — R continue sur [a,b]. Alors f est bornée.

Théoréme 4.4. Soit f:[a,b] — R continue sur [a,b]. Alors il existe ¢,d € [a,b] tels que
f(e) < f(z) < f(d) pour tout x € [a,bl.

Théoréme 4.5. Soit I un intervalle et f: I — R continue.
1) J:= f(I) est un intervalle;

2) f:1 — J est inversible ssi f est strictement monotone;
3) si 2) tient, alors f~! est continue.

Exemple 4.3.1. Comme exp:R — (0,00) est strictement croissante (exercice série 3) et
continue

(exercice série 4), alors elle est inversible. Son inverse est la fonction logarithme na-
turelle log: (0, 00) — R, qui est également continue et strictement monotone, par le théoréme
précédent.

On peut voir qu’elle est, en fait, strictement croissante simplement par le fait que pour
x <y, silog(z) > log(y), alors el%8 > ¢lo8¥  c’est-a-dire x > 7, qui est une contradiction.
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Chapitre 5

Calcul différentiel

5.1. Définition de la dérivée

Définition 5.1. Soit I un intervalle et f: I — R une fonction.
1. On dit que f est dérivable en a € I si

iy Fat 1)~ J(@
h—0 h

existe.
2. Si f est dérivable en a, on note la valeur de la limite par f’(a) et on 'appelle la dérivée

de f en a.

3. On dit que f est dérivable (sur I) si pour tout a € I, f est dérivable en a.
ok kK

. e d d
Notation. On note la dérivée de f en a par f'(a) ou d—i(a) ou 4 (a).

Dérivée d’ordre supérieur. Si f est dérivable sur I, alors cela définit une fonction f’: I —
R. Il se peut que f’ soit dérivable en un point a € I. Dans ce cas, on écrit f”(a) := (f")(a)
et on l'appelle la dérivée seconde de f en a ou la dérivée d’ordre 2. Inductivement, on écrit

) (a) = (1) ()

5.2. Régles de calcul

Soit I un intervalle et f,g: I — R des fonctions dérivables en a.
1. Sommes. (f + g) est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
2. Produits. fg est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

/ / /
3. Quotients. Si g(a) # 0, alors 5 est dérivable en a et (g) (a) = ! (a)g(‘;)(;)};(a)g (@),

4. Fonctions composées. Régle de dérivation en chaine : si f est dérivable en a et g dérivable

en b:= f(a), alors g o f est dérivable en a et (go f)'(a) = ¢'(f(a)) f'(a) = ¢'(b) f(a).
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5.3. Extremums

Définition 5.1. Soit [ un intervalle et f:I — R une fonction et soit a € I. On dit que a
est un mazimum (resp. minimum) local s’il existe (¢, d) C I tel que a € (¢,d) et f(x) < f(a)
(resp. f(x) > f(a)) pour tout = € (¢, d).

H A

Si a est au bord de l'intervalle I, alors (c, d) sera plutot de la forme [a, d) ou (¢, al.

Théoréme 5.2. Supposons que f: I — R atteint un minimum ou un maximum en un point
a € I. Supposons de plus que a est un point intérieur de I. Si f est dérivable en a, alors

f'(a) = 0.

Définition 5.3. On appelle les points x € I ou f'(x) = 0 les points critiques de f. (Dans

certains contextes, les points critiques comprennent les points ot f n’est pas dérivable.)
kKK

5.4. Théoréme de Rolle

Théoréme de Rolle. 5.1. Soit f:[a,b] — R une fonction telle que
e f est continue sur |a, b|;
e f est dérivable sur (a,b);
o Ta) = f(b) =0.

Alors il existe ¢ € (a,b) tel que f'(c) = 0.

Corollaire 5.2. Soit f:]a,b] — R une fonction continue sur |a,b] et n fois dérivable sur
(a,b). Supposons que f®) (x) # 0 pour tout x € (a,b). Alors I'équation f(x) = 0 posséde
au plus n solutions dans |a, b].

5.5. Théoréme des accroissements finis

Théoréme (des accroissements finis) 5.1. (TAC) Soit f:|a,b] — R une fonction continue
sur [a,b] et dérivable sur (a,b). Alors il existe ¢ € (a,b) tel que

f/(c) _ f(b[)) : £(a)'

Corollaire 5.2. Si f'(x) = 0 pour tout x € I, alors f est constante sur I.

Théoréme 5.3. Soit f: I — R dérivable sur un intervalle I ouvert.
(i) [ est croissantes < f'(x) > 0 pour tout z € I.
(ii) Si f'(x) > 0 pour tout x € I, alors f est strictement croissante sur I.

On a les résultats analogues pour f décroissantes.
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5.6. Régles de I’Hopital

Théoréme 5.1. Soit f,g:I — R des fonctions dérivables. Soit a € I et supposons que
f(a) =0 et g(a) =0. Si

alors lim Li) = L.

z—a 9(T)

Lemme 5.2. Soit f,g:[a,b] — R continues sur [a,b] et dérivables sur (a,b). Il existe ¢ €
(a,b) tel que

(f(b) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c).
Théoréme 5.3. Soit f,g:(a,b) — R dérivables telles que

lim f(x) =00 et lim g(x)= oc.
T—b— b~

/
Si lim f(z) = L, alors lim f(z) = L.
x—b~ g’(x) x—b~ g(ac)
De plus, I’énoncé est vrai si on remplace b par +00.

5.7. Développements limités

Théoréme (des développements limités) 5.1. Soit f: I — R et soit a dans I'intérieur de 1.
Soit n € N et supposons que f(”)(a) existe. Alors

n_ (k)
flath) =" / k,(“) h* + e(h)h™,
k=0 '

ou e(h) — 0 lorsque h — 0.

Théoréme 5.2. 1. Si f'(a) =0 et f"(a) > 0, alors f a un minimum local en a.
2. Si f'(a) =0et f"(a) <0, alors f a un maximum local en a.

Théoréme 5.3. (Méthode de Newton) Soit a dans l'intérieur de I. Soit f:1 — R une
fonction deux fois dérivable. Supposons que f(a) =0 et f'(a) # 0. On pose

. f(xn)
Tn+l = Tp — f,(xn)

Alors il existe § > 0 te M > 0 tels que si xg € [a — 0, a + 6], alors x,, — a lorsque n — oo et
|Zn11 — a| < M|z, — al? pour tout n € N.
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5.8. Théoréme de Taylor

Théoréme (de Taylor) 5.1. Soit I un intervalle. Soit f: I — R une fonction (n+1)-dérivable
et soit a € I et a+ h € I. Alors, il existe § € (0,1) tel que

f f”*l(a+9h) n+l
fla+h)= Z ! (n+1)! e

Remarque. Le cas n = 0 est le théoréme des accroissements finis.
kookokk

Corollaire 5.2. Sous les mémes hypothéses que le théoréme, on a
f k
a+h) Z J2@) Ryt1(h),

(n
ot |Rpy1(h)| < max %]h!” + 1.
z€a,a+h]

Tracer de graphe.

Stratégie générale pour tracer le graphe d’une fonction.
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Examiner s’il y a de la symétrie.

3. Déterminer le signe de f’(z) afin d’identifier les intervalles ou f est croissante ou décrois-
sante.

4. Déterminer le signe de f” afin d’identifier les intervalles ou f est convexe (f’ croissante)
ou concave (f" décroissante).

5. Etudier les comportements limites de f (x) lorsque x — £z et des points ot f n’est pas
définie.

6. Evaluer f en quelques points clés (p.ex. 1a oil le graphe traverse les axes et ot f/(z) = 0).
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