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Aucun matériel permis. L’examen est sur 30 points et il dure 1h50 (110 minutes).
Justifiez toutes vos réponses.

Question 1. (8pts) Vrai ou faux. Si I’énoncé est vrai, le montrer. S'il est faux, donner un
contre-exemple.

a) Si > ay est absolument convergent et > b, est convergente, alors > a,b, converge.

b) Soit (¢p) une suite. Si |cp41 — cn| < |en| pour tout n € N, alors (¢y,) est une suite de
Cauchy.

Solution. a) Vrai. Comme (b,,) est convergente, elle est bornée, disons pas M. On a donc
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d’ott Y |anby| est convergente et a fortiori, ) apb, aussi.

b) Faux. On peut prendre, par exemple, ¢, = n. On a alors |cp41 —cp| =|n+1—n|=1<
n = |cy|, donc (¢;,) vérifie les hypothéses. Or, (¢,) n’est pas une suite de Cauchy, puisqu’elle
diverge.

Question 2. (4pts) Soit U C R un ouvert et (a,) une suite. Montrer que si a, — L € U,
alors il existe N € N tel que pour tout n > N, on a a,, € U.

Solution. Comme U est ouvert, il existe r > 0 tel que B(L,r) C U. Comme a, — L, il
existe N € N tel que pour tout n > N, on a |a, — L| < r. Ainsi, on a a, € B(L,r) CU
pour tout n > N.

Question 3. (6pts) Déterminer la nature des séries suivantes.
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Solution. a) Diverge. On pose b, = ~ et ap = ~——. On voit que
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donc par le critére du quotient, Y a, diverge puisque Y b, diverge.



b) Converge conditionnellement. On pose a, = v/n + 1 — y/n. On voit que
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On a donc a, > 2%/5 et par le critére de comparaison, Y a, diverge. On peut également

utiliser le critére du quotient avec b, = ﬁ

Vérifier maintenant que Y (—1)"a,, converge. Comme /n +2++/n + 1> v/n+ 1+/n,
il suit que a, > an41, donc (a,) est décroissante. De plus, il est clair que a, — 0, car
0 < a, < -=. Ainsi, par le critére de Leibniz, la série converge.

NG

On conclut que la série est conditionnellement convergente.

Note : pour une réponse compléte, il faut montrer que la série n’est pas absolument
convergente, il n’est pas suffisant de seulement appliquer le critére de Leibniz.

Question 4. (12pts) Soit (ky) une suite croissante telle que k, > 0 et k, — co. Soit ()
une suite telle que
(_1)n+1

our n > 1.
ko p =

Tp — Tp—-1 =

a) Montrer que la sous-suite que (z2,,) est croissante, que la sous-suite (z2,,41) est décrois-
sante et que o, < wo,41 pour n > 0.

b) Montrer que (z,) est convergente en utilisant le a).

n (_1)m+1
¢) On pose x = lim x,. Montrer que x,, = xg + E ———— et déduire que
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Indice pour le ¢). Pensez a appliquer le bon critére.

Solution. a) D’abord, on a
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Ensuite, pour la sous-suite (x2,), on a
—1 1 kop — kop—
+ _ 2n 2n—1 > O,
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donc x9, > woy_2, d’out (x9,) est croissante.

Xon — Topn—2 =

On montre que (z2,+1) est décroissante de la méme maniére.

Enfin, on a
1

kon+1

>0,

Ton+1 — T2n =

donc xop 41 > wop.



b) On sait que x2, < zop41 < x1, donc (z2,) est majorée par zj. Il suit que z9, est
convergente, disons vers L. De la méme maniére, (z2,41) est décroissante et minorée par z,
donc elle converge, disons vers M. Ensuite, si on laisse n — oo dans I'équation
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on trouve M — L = 0, donc L = M. Par un exercice, comme (z2,) et (x2p4+1) convergent
vers la méme limite, il suit que (x,) converge.

(Si on ne fait pas appel a l’exercice, on peut procéder comme suit : comme 2, — L et
Ton+1 — L, il existe Ny et Na tel que n > Ny = |J}2n —Ll <ecetn> Ny = |932n—|—1 —L| < e.
Ainsi, pour tout n > max{Nj, N2}, on a |z, — L| < &, car c’est vérifié pour n pair ou n
impair.)

c) On a
Tn — L0 = Z(xm_xm—l): T

L’inégalité suit du critére de Leibniz, puisque (%) est décroissante et tend vers 0.



