Analyse 1
Série 3
Séries

1. Notions de base

Exercice 1. Montrer que les séries suivantes divergent.
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Exercice 2. Soit (a,) une suite. On pose s = Y (an41 — ap). Trouver une condition
nécessaire et suffisante sur (a,) pour que s converge.
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Exercice 3. Soit m € N et |r| < 1. On considére la série s = Y r". Montrer que s =
n=m
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Exercice 4. Pour chaque série, calculer sa valeur si elle converge.
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Exercice 5. Soit s = ) a, une série. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents.
a) s converge;
b) pour tout € > 0, il existe N € N tel que si n > N, alors
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c) pour tout € > 0, il existe N € N tel que si n,m > N avec n < m, alors
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Exercice 6. Soit s = > (—1)" et soit (sy,) la suite des sommes partielles. On voit que

som=(—14+1)4+(-1+1)+---(-14+1)=0

S

n b‘lrocs

pour tout n € N. On a donc que s = lim s3, = 0. Ou est 'erreur ?
n—oo

Exercice 7. Soit (a,) une suite. Soit s = > a, une série et (s,) la suite des sommes
partielles de s. Montrer que si s converge vers L, alors
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Exercice 8'. Soit (a,) une suite positive, s = 3°°

»-1 Gp, une série et (s,) la suite des sommes
partielles de s. On suppose que

st s
lim ———
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converge (voir 'exercice 7). Montrer que si (na,) est bornée, alors la série s converge.
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Indice. Si t, = ;> sk, alors montrez d’abord que s, — i tn est bornée.

2. Séries a termes positifs

Exercice 9. Déterminer la nature des séries suivantes.
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Suggestion pour le ¢). Montrer que % < %

Exercice 10. Soit (a,) une suite telle que na,, — 0. Montrer que Y _ a,, converge.
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Exercice 11. Montrer que la série ) %7 converge et calculer sa valeur.
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Indice. Utilisez le fait que > 4 =e.

n=0



Exercice 12. Sommation par partie. Soit (ay) et (b,) deux suites. Soit s = > a, et (sy)
la suite de ses sommes partielles, avec sg := 0. Montrer que pour n < m, on a

m m
> agbp = (Smbmy1 — snbnt1) = Y sp(brer — be).
k=n+1 k=n+1

Remarque. Si vous pensez au symbole de sommation » | comme au symbole d’intégrale, a s,
comme & une primitive de a, et & (b1 — bg) comme & une dérivée de b, on constate que
cette formule est analogue a 'intégration par partie, ou n et m jouent le role des bornes.

Exercice 13. Lemme d’Abel. Soit (b,) une suite décroissante et positive. Soit (ay) une
suite pour laquelle il existe m, M tels que pour tout n € N, on a

m<a+a+--+a, <M.

Montrer que
bym < arby + -+ - + apby, < by M.

Exercice 14. Critére de Dirichlet. Soit s = > anb,. On pose (t,) la suite des sommes
partielles de > a,. Montrer que si (¢,) est bornée et si b | 0, alors s converge.

3. Séries alternées
Exercice 15. Déterminer la nature des séries suivantes.
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Exercice 16. Soit (a,) la suite définie par a, = . Soit s = >
harmonique alternée. On pose mg := 0.

a) Montrer qu’il existe m; € N tel que

mi

E:(Qk_1>>L

k=1

b) Montrer qu'’il existe mg € N tel que mg > my et

mi m2
Za%—l —az + Z agk—1 > 2.
k=1

k=mq+1



c) Pour ¢ > 2 entier, montrer qu'il existe my > my_1 et

mi mo my
Z asp_1 — a2 + Z agk_1 — a4 + -+ Z asp_—1 > L.
k=1 k=mi+1 k=my_1+1

d) Déduire que la série
my

oo
Z Z agk—1 — A2¢ | = +00.

/=1 k:mg_1+1

Remarque. Ce numéro illustre un réarrangement de la série harmonique qui diverge. Au-
trement dit, en changeant 'ordre dans lequel on additionne les termes de la somme, on
trouve un limite différente. Cela est seulement possible pour les séries conditionnellement
convergentes. Comparer avec l’exercice 29.

4. Convergence absolue

Exercice 17. Déterminer la nature des séries suivantes. (Absolument convergente, condi-
tionnellement convergente, divergente.)
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Exercice 18. Soit s = ) a, une série convergente. Montrer que sil existe 0 < M < 1 et
N € N tels que |ap+1| < Mlay,| pour tout n > N, alors

|s — sp| < || pour tout n > N,

1-M

ol (sy) est la suite des sommes partielles de s.

o0

. L (—1)™
Exercice 19. Soit s = ng() NoSE

a) Montrer que s est conditionnellement convergente.
b) Donner I'expression du produit de Cauchy de s avec elle-méme.

c) Montrer que ce produit diverge.
Indice. Si le produit de Cauchy s’écrit s* s = > ¢,, alors montrez que |c,| > % Pour ce

faire, montrez que (n — k + 1)(k + 1) < (n+ 1)* lorsque n > k.
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Exercice 20. Montrer que (Z %) =3 2.

o0 2 o0
Exercice 21. Soit |r| < 1. Montrer que ﬁ = <n§o r”) = > (n+1)r"

5. Séries entiéres

Exercice 22f. Fonction génératrice de la suite de Fibonacci. Soit ag := 0 et a; := 1. Pour
n > 1, on pose ant1 = an + ay—1. Soit la série entiére f(z) = > 7 apz™. Déterminer son
rayon de convergence.

) n
Exercice 23. Fonction exponentielle. Montrer que le rayon de convergence de ) 77 est
n=0
infini.
On définit exp(z) :=

"
n! -

e

Exercice 24. Propriétés de la fonction exponentielle. Montrer les propriétés suivantes de la
fonction exponentielle.

a) exp(0) = 1.

b) Pour tout z,y € R, on a exp(z + y) = exp(x) exp(y).
) )

d) Pour tout ¢ € Q, on a exp(q) = e.
)
)

c) Pour tout z € R, on a exp(—z) =

e) La fonction exp est strictement croissante : si < y, alors exp(z) < exp(y).
f)TSoit z € R. Si N € N est tel que || < 2N 4+ 1, alors

N1 o 2N || |z [2N+1
— < < .
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Indices. Pour le b), pensez a utiliser le produit de Cauchy et la formule du binéme. Pour
le d), commencez par les cas ¢ € N et ¢ = %, ot n € N. Pour le e), commencez par le cas
0 <z < y. Faites les autres cas a I'aide du c).

Exercice 25. Trouver une série entiére pour exprimer les fonctions suivantes pour |z| < 1.

a) ﬁ b) (1—1:5)2 ¢) 15




6. Autre

Pour cette section, on tient pour acquis I’existence de la fonction logarithmique en base e. On
tient pour acquis que log: (0,00) — R est telle que log(zy) = logx + logy, logz¥ = ylogx,
log est strictement croissante et loge = 1.

Exercice 26. Soit a € R. Déterminer pour quelles valeurs de «a la série Z Tﬂ)
converge.

Attention, on ne peut pas utiliser le critére de l'intégrale!

Exercice 27. Pour cet exercice, on tient pour acquis l’existence et les propriétés des fonc-
tions transcendantes usuelles (sin, cos, tan, exp, log, etc.). Déterminer la nature des séries
suivantes.
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C) 7;2 n2 + cosn Z 1Ogn logn

Exercice 28. Soit (a;) la suite dont le terme général est an = M5+ + o rm+  + g
(Les parties a), b) et c¢) sont indépendantes; elles servent a se pratiquer & minorer et majorer.)

a) Montrer que (a,) vérifie

Z?’H—éﬂ‘C (+)

k=0
pour tout n € N.
b) Montrer que a, > 15 + %

c) Enfin, montrer que (a,) est croissante et agn > 5. Déduire que a, — oo.

Exercice 297, Théoréme de Riemann. (Facultatif) Montrer que si 5 a,, est condition-
nellement convergente, alors pour tout r € R U {Zo00}, il existe un réarrangement » b, de
> ap tel que Y b, = r, en suivant ces étapes.

a) Soit n; < ng < n3 < --- la suite des indices tels que a,, > 0 et soit m; <mg <mgz < ---
la suite des indices tels que que a;,, < 0. Montrer que ) a,;, = 00 et ) @y, = —00.

b) Soit r = co. On pose kg := 0.
i) Montrer qu’il existe un plus petit k; tel que

k1

Zam > 1.

i=1



i1) Montrer qu’il existe un plus petit ko > k; tel que

k1 ko
Zan+am1+ Z ap; > 2
=1 i=k1+1

i1i) Pour p > 2, montrer que si kp—1 a été déterminé a I’étape précédente, alors il existe
kp > kp_1 tel que

p—1 kg kp
S8 ) s 3 s
(=1 \i=ky_1+1 i=kp_1+1

Déduire que cela donne un réarrangement qui tend vers 4+o0o. Expliquer comment
trouver une réarrangement qui tend vers —oo.

c¢) Soit r € R. On pose kg := 0 et g := 0.

i) Montrer qu'il existe ki tel que
k1

Z (p; > T

=1

i1) Montrer qu’il existe /1 tel que

k:l 51
Zam + Zami <.
i=1 i=1

i1) Pour p > 2, montrer que si k,—1 et {p,—1 sont déterminés, alors il existe des plus
petits k, et £, tels que ky > kp—1, €, > {p—1 et tels qu'on a

p—1 k; 198 kp
Z ap,; + Z am; | + Z Qp; > T
7=1 Z—k,’]_1+1 izéj_l-l—l Z—kp_1—|—1
et
D k; L,
Z Z ap, + Z am; | <T
J=1 \i=k;j_1+1 i=L;_1+1

iv) Montrer que ce réarrangement converge vers r.



