Analyse 1
Série 4

Séries (solutionnaire)

1. Notions de base

Exercice 1. Montrer que les séries suivantes divergent.

) i n b) i n ) = nl Q) i 1+ (=1)"
VA | " ¢ on 2
n=1 n=10 n=31 n=2

Solution. Dans tous les cas, il suffit de vérifier que a,, /4 0 lorsque n — oc.

Exercice 2. Soit (ay) une suite. On pose s = Y ° (ant1 — an). Trouver une condition
nécessaire et suffisante sur (a,) pour que s converge.

Solution. Soit (s,) la suite des sommes partielles de s. On voit que

$1 =ag — aq,
S§2 = ((12 - (11) + ((13 — (1,2) =az — aq,
$3 =Sz + (a4 — a;;) = a4 — a,

sy = s3+ (a5 — aq) = a5 — aq,

Sn = Sp—1+ (an—i—l - an) = Qp+1 — ay,

Ainsi, (sy) est convergente si et seulement si (a,) est convergente.

rm

[0.9]
Exercice 3. Soit m € N et |r| < 1. On considére la série s = ) 7. Montrer que s = {—..
n=m

Exercice 4. Pour chaque série, calculer sa valeur si elle converge.

o0

DY o yyY Y E 9> o
n=0 n=1k=1 n=2000
03 (o) 03w x5



Solution. a) C’est une série géométrique, donc on a

oo

i 1 1 1
5on an 1~
n:02n n:04n 1_‘_1

N[
w

b) La série diverge. En effet, le terme général de la série tend vers 1. (Voir 'exercice 36 de
la série 2.)

¢) C’est une série géométrique. A Paide de I'exercice 3, on trouve

2000
an 7 _ 1 5. 22000
n=2000 3 g 23

d) On divise le terme général en fractions partielles. On trouve

1 1 1

n24+n n n+1

C’est donc une série téléscopique. Par le numéro 2, on sait qu’elle converge et qu’elle vaut

i(nzin):_i(n—lkl_%):1

e) On utilise & nouveau les fractions partielles. On a

2 1 1

n2+on n n+2

L’idée est trés semblable au numéro 2. Pour les sommes partielles (sy,), on a

31:1—%
=19+ (G-
w=(1-H+G-H+G-3)
—1-4+G-1)
s=sst (1)
1 1 1
=1-5%375
5= s+ (1=
-1+-4-4
Sn:1+%_n+&-1_n—1&-2

Ainsi, il suit que la série converge et tend vers %
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f) Pour n pair, on a V}—?nJ = LQ—H = 0. Pour n impair, on a V;—QHJ = B—,}J = —1. Ainsi,

E _1\yn+1
la série est en fait de la forme ) —%, qui diverge, selon le numéro 1d).

Exercice 5. Soit s = > a, une série. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents.
a) s converge;
b) pour tout € > 0, il existe N € N tel que si n > N, alors

00
D>
k=n

< e

c) pour tout € > 0, il existe N € N tel que si n,m > N avec n < m, alors

m

>

k=n

< €.

Exercice 6. Soit s = Y (—1)" et soit (s;,) la suite des sommes partielles. On voit que

(. 7

sop=(-1+1)+(-1+1)+---(=1+1)=0
n blocs

pour tout n € N. On a donc que s = lim s9, = 0. Ou est 'erreur?
n—oo

Solution. L’argument montre que (s2,) converge vers 0, mais il ne dit pas que (s,) converge
vers 0. En fait, ici on voit que so,,+1 = —1 pour tout n, donc sop+1 — —1. Il suit que (sy,)
ne converge vers aucune limite.

Exercice 7. Soit (a,) une suite. Soit s = > a, une série et (s,) la suite des sommes
partielles de s. Montrer que si s converge vers L, alors

. S1F+S2+ 8y
lim

n—00 n

= L.

Solution. Il suffit d’appliquer le numéro 10 de la série 2.

Exercice 8. Soit (a,) une suite positive, s = >.°° | a,, une série et (s,) la suite des sommes

n=1
partielles de s. On suppose que
. S1+ Sy
lim ———
n—o00 n
converge (voir I'exercice 7). Montrer que si (nay) est bornée, alors la série s converge.

. . 1 n n ,
Indice. Si t, = ;. > ;._; Sk, alors montrez d’abord que s, — tn est bornée.
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Solution. Puisque (nay,) est bornée, il existe M tel que na, < M pour tout n. On a donc

n ;
S e —
"1™

a1+---+ak)
k

= (nal + n— 1 a2 + o+ 2ap-1 + an)

1
=1 Z(n + Dag — <na1 +(n—1ag+ -+ 2ap_1 + an)
k=1
! (a1 +2az + -+ + nay )
= a 19+ -1
1 1 a Qnp
1
< (M+ M+ -+ M)
n+1
- " Mm<wm
n—+1

Il suit que (s, — 37tn) est bornée par M. Puisque (t,) converge, elle est bornée par, disons,
R. Tl sensuit que (sy) doit étre bornée, car s, < M + i5t, < M + R. Puisque (s;) est
une série a termes positifs, elle est croissante et donc convergente.

2. Séries a termes positifs

Exercice 9. Déterminer la nature des séries suivantes.

o [ee) [ee]
1 n+3 (n!)?
il b *
8) n:15n )nz::ln—l—lél 2 TLZ::I nn
[ee) o0 o
vn a™ 2" +3
— 0 f E
n-+ ¢ n! “= "4
)Z 2417 );::1 1’ )n:15 7
> n n? > 1 > a\"™
93 (1) W 2 ) > (1-7) acm

Suggestion pour le ¢). Montrer que l, < n”—,'z

Solution. a) Diverge b) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.
¢) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.

d) Converge, par le critére du quotient, avec b, = - et le critére de Riemann.
n2

e) Converge, par le critére de d’Alembert.
f) Converge, par comparaison avec la série géomeétrique » (%)n.
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g) Converge, par le critére de la racine de Cauchy.

h) Converge, par le critére du quotient, avec b, = .

i) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.

Exercice 10. Soit (a,,) une suite telle que n?a, — 0. Montrer que Y _ a, converge.

Solution. Il existe N € N tel que si n > N, alors |[na,| < 1. Ainsi, pour tout n > N, on
(0.)
a la,| < n% On sait que »_ n% converge, donc par le critére de comparaison, la série > a,
n=N
converge.

o
. ’, . 2
Exercice 11. Montrer que la série ) 7 converge et calculer sa valeur.
n=1

o0
Indice. Utilisez le fait que Y & =e.
n=0

Exercice 12. Sommation par partie. Soit (a,) et (b,) deux suites. Soit s = > ay, et (sp)
la suite de ses sommes partielles, avec sg := 0. Montrer que pour n < m, on a

m m
Z apby = (Smbms1 — Snbnt1) — Z Sk (brs1 — ).
k=n+1 k=n+1

Remarque. Si vous pensez au symbole de sommation ) comme au symbole d’intégrale, a s,
comme & une primitive de a, et a (by11 — bg) comme a une dérivée de by, on constate que
cette formule est analogue a 'intégration par partie, ot n et m jouent le role des bornes.

Solution. Il s’agit de réarranger les termes correctement. On a
m

(Smbm—&—l - wan—&—l) - Z Sk<bk+'l - bk)
k=n+1
= *Snbn—i-l + 571,+l<b71,+1 - bn,+2> + 571—&—2(8)71—&—2 - b71,+3)
+ -+ Sm(bm - berl) + Smberl

m

= Z (skbk — sk—1bx)
k=n-+1
m

— Z akbk

k=n+1

Exercice 13. Lemme d’Abel. Soit (by) une suite décroissante et positive. Soit (ay) une
suite pour laquelle il existe m, M tels que pour tout n € N, on a

m<ay+ay+--+a, <M.
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Montrer que
bim < aiby + -+ apb, < b1 M.

Solution. On utilise la sommation par parties. Soit (s,) la suite des sommes partielles de
> n>1@n, avec 5o = 0. On a

n n

Z apby = (Snbn+1 — sob1) — Z Sk (b1 — )
k=1 k=1
n
= Spbn41 — Z Sk (bk+1 — br) (car s9 = 0)
k=1
= Snanrl + Sl(bl - b2) + - F Sn(bn - bn+1)
= Sl(bl — bg) + -+ Sn—l(bn—l — bn) + Snbn (*)
< ]Vf(bl — b2> + 4 M(bnfl — bn) + Mbn (car (by,) est déc.)
= Mb;y.

L’autre sens de fait de la méme facon. A partir de (%), on a

n
Z apby, = Sl(bl - bZ) + Sn—l(bn—l - bn) + spby,
k=1

> m(by —b2) + - +m(by—1 — by) + mby,

= mb;.

Exercice 14. Critére de Dirichlet. Soit s = > apb,. On pose () la suite des sommes
partielles de ) a,,. Montrer que si (t,) est bornée et si b | 0, alors s converge.

Solution. Puisque (t,) est bornée, il existe m, M € R tels que m < t, < M pour tout
n € N. Ainsi, il suit que pour tout £ < n, on a

m—M<m-—s._1<8,—Sp1<M—s,_1<M-—m.
Autrement dit, pour tout k,n entiers avec 1 < k < n, on a
lag + -+ +an| < M —m.
Ainsi, on applique le lemme d’Abel avec ¢, := ag_14m €t dp = bp_11m, ce qui donne
(m—M)dy <cidi + -+ eppr1dn—p1 < (M —m)dy,

c’est-a-dire

(m — M)bk <apbp + -+ apb, < (]V[ — m)bk
11 suit que [s, — sp_1| < (M —m)by et puisque by — 0 lorsque k — oo, cela montre que (sy,)
est une suite de Cauchy, d’oul elle converge.



3. Séries alternées

Exercice 15. Déterminer la nature des séries suivantes.

S n—|—1n 0 1\n n © n n
) Z ( 1;71 b) Z (—1) n\/ +1 ) ZZ (k) (—1)kgn*
n=1 n=2 n=0 k=0

Solution. a) On pose a, = 57. On montre que (a,) est décroissante. On a a, > ap11 <=
gr > 2’?;11 — nfﬁl > %, ce qui est vrai pour tout n > 1. Par le critére de Leibniz, on
conclut que la série converge.

vn+1

n

. On montre que (ay) est décroissante. On a

vn+1 - vn 4+ 2

b) On pose a,, =

ap > an+1 <~

. n — n+l
o n—|—1> n+2
n? ~ (n+1)

s (n+1)? >n*(n+2)
s P43t +3n+1 > n® + 2n?
& n?+3n+1>0.

Par le critére de Leibniz, on conclut que la série converge.

¢) La seérie diverge. En effet, par la formule du binéme, on a

n

2-1"=Y" (Z) (—1)kon—*,

k=0

Ainsi, la série se réécrit Y 1, qui tend vers oo.

=\ &, L !
(&) S S

n=0 k

Exercice 16. Soit (ay) la suite définie par a, = % Soit s = Y o0 (—1)""ta, la série
harmonique alternée. On pose mg := 0.

a) Montrer qu’il existe m; € N tel que

mi1

Z asp—1 > 1.

k=1
b) Montrer qu’il existe mg € N tel que mg > my et

mi m2
Zazk—l —az + E agk—1 > 2.
k=1 k=m1+1



c¢) Pour ¢ > 2 entier, montrer qu’il existe my > my_ et

mi ma my
Z agk_1 — ag + Z agk_1 — G4 + -+ Z asp—1 > L.
k=1 k=mi+1 k=my_1+1

d) Déduire que la série

my

oo
Z Z agk—1 — a¢ | = +00.

/=1 k’:mg,l—i—l

Remarque. Ce numéro illustre un réarrangement de la série harmonique qui diverge. Au-
trement dit, en changeant l'ordre dans lequel on additionne les termes de la somme, on
trouve un limite différente. Cela est seulement possible pour les séries conditionnellement
convergentes. Comparer avec ’exercice 29.

4. Convergence absolue

Exercice 17. Déterminer la nature des séries suivantes. (Absolument convergente, condi-
tionnellement convergente, divergente.)

. (=1)" (=)™ = (=1)"n!
0> Sr wy o3y

n=0 n=1

NE

X n_|n|_1 0 — )"
oy -l &) (n— (1)) ny Gt

n=1 n=1 n=1
Solution. a) Converge absolument, série géomtrique.
b) Converge conditionnellement, par le critére de Leibniz.

¢) Converge absolument, par le critére de d’Alembert,

L. L . i 1 n+1
d) Converge conditionnellement, car le terme général se réécrit ( 4>,”

e) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.

f) Diverge, car le terme général ne tend pas vers 0.

Exercice 18. Soit s = ) a, une série convergente. Montrer que s’il existe 0 < M < 1 et
N € N tels que |ap41| < Mlay,| pour tout n > N, alors

|s — sp| < |ay| pour tout n > N,

1—-M
ou (sp) est la suite des sommes partielles de s.

8



00 n
Exercice 19. Soit s = nz::O E/_nlin)tl

a) Montrer que s est conditionnellement convergente.
b) Donner Pexpression du produit de Cauchy de s avec elle-méme.

¢) Montrer que ce produit diverge.
Indice. Si le produit de Cauchy s’écrit s*s = Z Cn, alors montrez que |cp| > 1. Pour ce
faire, montrez que (n — k + 1)(k + 1) < (n + 1)? lorsque n > k.

Solution. a) On pose a, = ﬁ Il est clair que a, — 0. On montre que (a,) est

P . 1
‘ : > a, > >
de‘crmssante.‘ OI‘1 a an _‘an“ — Tt 2 \/W & \/n+2>+/n+1, cequiest vrai. Par le
critére de Leibniz, la série converge.

N . . 1
Par le critére de Riemann, on voit que ) Tl
convergente.

b) On a

e ii (_Dk(_l)n—k Z Z
o VE+1D)(n—k+1) \/k+1w—k+1)

n=0

¢) Puisque 0 <k <mn,ona (k+1)(n—k+1) < (n+1)(n—k+1) < (n+1)(n+1) = (n+1)%
Ainsi, on obtient
S n 1
= >

Z —k+1) Z\/ﬁ kz_;)(n+1) n+1°=2

Il suit que le terme général de s * s ne tend pas vers 0, d’ou la série diverge.

[e.9] 2 o0 n
Exercice 20. Montrer que (Z %) = Z.
n=0

o0 2 o0
Exercice 21. Soit |[r| < 1. Montrer que ﬁ <Z r”) = > (n+1)r"

5. Séries entiéres

Exercice 22f. Fonction génératrice de la suite de Fibonacci. Soit ag := 0 et a; := 1. Pour
n > 1, on pose ant1 = ap + ap—1. Soit la série entiére f(z) = Z;’LOZO anx™. Déterminer son
rayon de convergence.

Solution. On utilise le critére de d’Alembert. Pour n > 1, on pose b, = L“ et p = HT\/%

le nombre d’or. On montre que b, — .



D’abord, on a

(p4-1 Ap+41 an+1 bn,

On montre que (b,) est une suite de Cauchy a l'aide de cette formule de récurrence. Pour
ce faire, on montre d’abord % < b, < 2 pour n > 2. On voit que by = Z—; = % = 2, donc

I'inégalité est vraie. Ensuite, on suppose qu’elle est vraie pour b, : on a

3 2 1
5<b,<2 & ga > 5
2 1 1
& 1+2>1+L>1+4]
5 3
€ 3Zbhnzy
Ensuite, on a
1 1
bpg1 —bp| =1+ ——1—
|n+1 n| ‘ +bn bn—l
R
bn bn—l
:|bn*bn—1|
’bnbn—l‘
<|bn_bn71’
3\ 2
(3)
:g‘bn—bn_”

Par 'exercice 36 de la série 2, il suit que (by,) est Cauchy. Soit L sa limite.
On laisse maintenant n — oo dans 1’équation b,4+1 = 1 + i, on trouve L =1+ %, dont

les deux solutions possibles sont L = % Puisque b, > 0 pour tout n, la limite doit étre

I = 1+f = .

Le rayon de convergence se trouve maintenant a l’aide du critére de d’Alembert. On a

i1 wn—i—l

n—oo
e
n

et |z]p < 1 si et seulement si |z] < 9—19 Le rayon de convergence est donc R = %.
) n
Exercice 23. Fonction exponentielle. Montrer que le rayon de convergence de o7 est
n=0
infini.

On définit exp(z) :=

e
5|
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Exercice 24. Propriétés de la fonction exponentielle. Montrer les propriétés suivantes de la
fonction exponentielle.

a) exp(0) = 1.

b) Pour tout z,y € R, on a exp(z + y) = exp(x) exp(y).

1
exp(z)”

)
¢) Pour tout z € R, on a exp(—z) =
d) Pour tout ¢ € Q, on a exp(q) = €.
)
)

e) La fonction exp est strictement croissante : si x < y, alors exp(z) < exp(y).

f)TSoit 2 € R. Si N € N est tel que |z| < 2N + 1, alors

N1 o 2N || |z [2N+1
— < < .
nz_% a1 S oxp(@) _7;) al T RNTRN F 12

g) La fonction exp est continue en 0. Déduire qu’elle est continue en tout point.
h) La fonction exp: R — (0, 00) est bijective.

Indices. Pour le b), pensez a utiliser le produit de Cauchy et la formule du binéme. Pour
1

le d), commencez par les cas ¢ € N et ¢ = -, ot n € N. Pour le e), commencez par le cas
0 <z < y. Faites les autres cas a 'aide du c).
Solution. e) Pour tout x € R, on a
Z Z| ‘71
n!

n= 0
Ainsi, si 2| < 2N + 1 € N, alors par le numéro 7 ?(série 2)b) de la série 2, on a
22N+1

‘ |” @

n=0 n=0

Ceci montre la majoration.

Pour la minoration, si z > 0, alors elle est évidente, puisqu’enlever des termes positifs a
une série la rend nécessairement plus petite. On suppose donc que —2N — 1 < x < 0. Pour
tout k € NU {0}, on a

’,L,QN—O—QIC :I;2N+2k+l ZI}2N+2k’ T
OGN +28)! T 2N 12k + 1) (2N +2k)! < TN Tk 1) ()
2N+2k ~ (0, Ainsi, on conclut

Puisque —2N — 1 < z, on a que —1 < 55=75=. De plus, =
que () est strictement positif.

Ensuite, on a

o0

xX
expla) = 3 o

n=0

11



:
3

I
g
2|5
‘ +

(]
S| "

n=2N
W Lo X p2N+2k 2N +2k+1
= — + _ car la série converge
<l kz GN 20 @Nt2k+ 1)) | )
n—= 5
2N-1 0
> - (car les termes de la deuxiémes sommes sont positifs).
n.
n=0

Exercice 25. Trouver une série entiére pour exprimer les fonctions suivantes pour |z| < 1.

8) 52 b) ey ¢) 155

Solution. Pour chaque partie, on utilise le fait que

1 =

— =) (%)
n=0

pour |z| < 1. Cela découle simplement de la formule d’une série géométrique de raison r = .

a) On remplace z par ¥ dans (x) :

00
_ 2 :LL'2”.

n=0

b) Cette fois, on utilise (x) et le produit de Cauchy. Puisque la série dans (%) converge
absolument pour |z| < 1, on sait quel produit de Cauchy converge absolument. On a

Z Z{If izn:xk n—k ZZw Zn:r”.
1_T n=0 n=0 n=0 k=0 n=0 k=0 n=0
c) On a
1+ 1

17:1?:17' —Zr +ZL’ZI —1+22x

n=1

6. Autre

Pour cette section, on tient pour acquis ’existence de la fonction logarithmique en base e. On
tient pour acquis que log: (0,00) — R est telle que log(zy) = logx + logy, logz¥ = ylogx,
log est strictement croissante et loge = 1.

o0

Exercice 26. Soit a € R. Déterminer pour quelles valeurs de « la série Z —loén)
converge.

Attention, on ne peut pas utiliser le critére de I'intégrale!

12



Solution. On utilise le critére de condensation de Cauchy. On pose a, = m On a

alors
1 1

27 (log 2m) a 2nn2(log 2)*

agn =

Ensuite, on voit que la série Y 2"agn = ) converge si et seulement si a > 1, par

1
n%(log 2)«
le critére de Riemann.

o0

Réponse : )
n

1 . .
> nllogm)s converge si et seulement si a > 1.

Exercice 27. Pour cet exercice, on tient pour acquis 'existence et les propriétés des fonc-
tions transcendantes usuelles (sin, cos, tan, exp, log, etc.). Déterminer la nature des séries
suivantes.

o0 [e.9] [e.9]
. n
a) nEZI cos(ap), ou E ap converge b) nE:1log (n n 1)
o e}

n=1
1 1
) D o ) D oo
gn
4= n* +cosn o (logn)
Solution. a) La série diverge, car on doit avoir a,, — 0 et donc cos(a,) — 1. Puisque le
terme général de la série ne tend pas vers 0, il s’ensuit que la série diverge.

b) La série diverge. On a log (nil) = logn —log(n + 1). C’est donc une série téléscopique,

mais la suite (logn) diverge, d’ou la série diverge par 'exercice 2.

c¢) La série converge par le critére du quotient. En effet, on a

n2

27—>1
n< -+ cosn

lorsque n — oo. Puisque Y n%, il suit que la série de départ converge.

d) On utilise le critére de condensation de Cauchy. On pose a, = W On a
1 1 1 1
azn = n\log2® o\nlog2 . nlog?2 -9\n log 2 = o
(log 2m)'ose (nlog2)nlos n1082(log 2)n o8 n

9 n PN . s . 9
On a que 2"agn < %, donc par le critére de comparaison, la série Y 2"agn converge. Par le

critére de condensation de Cauchy, on conclut que la série de départ converge.

Exercice 28. Soit (ay) la suite dont le terme général est an = 7+ izt Tt

a) Montrer que (a,) vérifie

o
n
an <) S (*)
k=0

13



pour tout n € N.
b) Montrer que a,, > RLH + %

Solution. a) On a

o0
n n
a < .
" 0n+4k_;]n+4k

Ea

b) Pourn>2et 1 <k <mn,ona

n 1 k k
7n+4k’zﬂ & ndv>n+4
& 4Fn-1)>n
n 1
s 4k > =1+
“n-—1 n—1

et cette derniére inégalité est vraie, puisque 4% >4 > 1 + n%l Ainsi, on a

n 1 1 n 1 n 1

1
> 44— = i
e B S e R

— + =,
1
-1 n+1 3

Exercice 297. Théoréme de Riemann. (Facultatif) Montrer que si > a, est condition-
nellement convergente, alors pour tout r € R U {00}, il existe un réarrangement » b, de
> ay tel que Y b, = r, en suivant ces étapes.

a) Soit n; < ng < n3 < --- la suite des indices tels que ap, > 0 et soit m; < mg <mgz < ---
la suite des indices tels que que a;,, < 0. Montrer que Y a,;, = 00 et Y @y, = —00.

Solution. a) Supposons le contraire. Si ) a,, < 0o, alors ¢’est une série absolument conver-
gente. Puisque ) a, converge, on a

n Pn dn dn n Pn
§ ap = E Ay, 1 § Am, = § Am,, = § ap — § Qpy,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

ol pp+¢n = n. Puisque ) ay, et Y ap, convergent, il suit que ) a,,, converge, mais cela est
impossible, car dans ce cas, Y a, serait absolument convergente. C’est une contradiction.

Le raison est le méme si 'on suppose que ) ap,, > —o0.
b) Soit 7 = co. On pose ko := 0.

i) Montrer qu’il existe un plus petit k; tel que
k1
Zam > 1.
i=1

14



i1) Montrer qu’il existe un plus petit k2 > k1 tel que

kl k2
Zanz—f—aml—i- Z Ap,; > 2
=1 i=k1+1

i7i) Pour p > 2, montrer que si kp—1 a été déterminé a I'étape précédente, alors il existe

p—1 kg kp
E E Qn; + am, | + Z Qap, > P-
l=1 \i=kp_1+1 i=kp_1+1

Déduire que cela donne un réarrangement qui tend vers 4+o0o. Expliquer comment
trouver une réarrangement qui tend vers —oo.

Solution. b) i) Puisque > ap, = 00, il existe N € N tel que si kK > N, alors

k

Zam > 1. (*)

1=1

On pose E = {k € N | (x) est vraie}. Par ce qui précéde, E est non vide. Par le principe du
bon ordre, E atteint son minimum, donc on pose k1 = min F.

ii) Puisque ) ;5p 1 an, = 00, il existe N € N tel que si k > N, alors

k k1
Z ap; > 2 — Qmy — Z ;- (k)
i=k1+1 i=1

On pose B ={k € N | k > kj et (xx) est vraie}. Par ce qui précéde, E est non vide. Par le
principe du bon ordre, le minimum de E est atteint. On pose ko = min E. Puisque k € F,
on a kg > k.

i1i) Ce la méme idée qu’au 7). Puisque Z;’ikp_lﬂ ap+i = 00, il existe N € N tel que si
k > N, alors

k p—1 ke
Z Qn, >p— Z Z Qn, + Amy | - (* * *)
i:kp,1+1 /=1 i:k?g,1—|—1

Soit E = {k € N| k> ky_1 et (x=x) est vraie}. Par ce qui précéde, E est non vide. Par le
principe du bon ordre, £ atteint son minimum. On pose k, = min E. Puisque k, € F, on a
/{p > kp—l-
Aprés avoir choisi k; < kg < k3 < ..., on obtient un réarrangement de > a, en posant
k) {nkg, 'l existe £ € NU {0} tel que kp + 0 < k < kpy1 + ¢,

my, s’il existe £ € N tel que k = ky + /.
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Cette fonction est une bijection de N — N et donc > a f(n) €st un réarrangement de > ap.

On montre maintenant que la suite (s;,) des sommes partielles de ) a () tend vers +oo.
Puisque ) a,,, converge, on sait que a,,, — 0 lorsque i — oco. Ainsi, il existe N € N tel
que pour tout m; > N, on a |any,| < % Si n > max{N, k, + p}, alors par construction, on a
San—%. Sip — o0, alors k, — oo et n — 00, et donc s = oo.

Pour construire un réarrangement qui tend vers —oo, il faut intervertir les roles des n;
et des m; et échanger le sens des inégalités dans les équations (x), (%) et (% x).

¢) Soit r € R. On pose kg := 0 et g := 0.

i) Montrer qu’il existe ki tel que
k1
> an, >
i=1

i1) Montrer qu’il existe ¢1 tel que
k1 01
Zani +Zami <.
i=1 i=1

i1i) Pour p > 2, montrer que si ky—1 et {p—1 sont déterminés, alors il existe des plus
petits ky et £, tels que k, > k,_1, £, > £,,_1 et tels qu'on a

p—1 k; Ly, kp
Z an,; + Z m; | + Z Qp;, > T
7=1 ZZkJ_l-I—l izfj_l-l—l ’L—kp_l-l—l
et
p k; Ly,
Z Z ap,; + Z am; | <T
j=1 i:kj_l—l—l ZIZ]_1+1

iv) Montrer que ce réarrangement converge vers 7.

Solution. c¢) i) C’est simplement parce que Y ap, = 0o. Voir le b)i).
i1) C’est parce que Y ap,, = —o0. Voir le b)i).
i11) Mémes idées qu’au ¢)i), c)ii) b).

iv) On pose
( ) Ng—0; s’il existe 5 € NU {0} tel que l{?j + fj <k< kj-l—l + fj,
f(k) =

Mp—k, ., sl existe j € NU{0} tel que kj1 + 65 <k < kjp1 + £,

C’est une bijection, donc ) ag(,) est un réarrangement de ) an. On montre que la suite
(sn) des sommes partielles du réarrangement converge vers r. D’abord, on voit r < Sky+lp—15
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par construction de £, et donc r + Uy, < Skytt, < T De plus, on a s, +¢,—1 < T par
construction de kpi1, et donc r < Skpy1+l, < T+ Ay - Pour n tel que ky + /0, < n <
kpt1 + £p, on a donc r + Umy, < Sn <T + ny - Il suit que lorsque n — oo, alors p — oo
et donc Uy, — 0 et ny,, — 0. On conclut que s =r.
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