Analyse 1
Série 1
Nombres réels (solutionnaire)

Notation. Pour le cours, ’ensemble des naturels N ne contient pas 0. Ainsi, on écrit
N=1{1,2,3,4,5,...}.
On écrira NU {0} si l'on inclut 0.

1. Nombres rationnels
Exercice 1. Soit z,y deux nombres irrationnels.
a) Montrer que x + y peut étre rationnel ou irrationnel.
b) Montrer que xy peut étre rationnel ou irrationnel.
Solution. a) Si on prend x = V2 et y = —z, alors z et y sont irrationnels, mais = +y = 0,
qui est rationnel.
Si on prend z = /2 et y = v/2, alors x et y sont irrationnels. Pour voir que z + y est
aussi irrationnel, on suppose le contraire, c¢’est-a-dire que = + y = 2v/2 est rationnel, donc il

existe a € Z et b € N tels que 2V/2 = %. Dans ce cas, on a V2 = % et il suit que V2 est
rationnel, une contradiction.

b) On peut prendre z = V2 et y = x. Dans ce cas, on a x et y irrationnels et zy = 2
rationnel.

Ensuite, on prend z = v2 et y = 1 + /2. 1l est clair que = est irrationnel. Ensuite,
pour voir que y est irrationnel, on suppose par I'absurde qu’il est rationnel. Dans ce cas,
onay—1=+2et donc V2 est rationnel, ce qui est une contradiction. Ainsi, z et y
sont irrationnels et 2y = 2 4+ /2 doit également étre irrationnel. (On peut répéter le méme
argument que pour montrer que y était irrationnel.)

Exercice 2. Montrer qu’il n’existe pas de nombre rationnel dont le carré est 12.
Solution. On suppose le contraire, c’est-a-dire qu’il existe p € Z et ¢ € N tels que
pged(p,q) = 1 et 2—2 = 12. 1 suit que p? = 12¢2 et donc 12 divise p?>. On conclut que
p? est pair et par le lemme vu en classe, p est pair. On a donc p = 2d, ot d € Z.

On remplace dans I’équation de départ et on obtient 4d* = 12¢2, donc d? = 3¢2. 1l suit
que 3 divise d?>. On montre que 3 divise d. On suppose le contraire, donc il existe ¢, € Z

tel que d = 3d + r, ot r € {1,2}. On éléve au carré et on obtient d> = 9¢% + 6cr 4 r2 =
3(3c? + 2¢r) + r2. Puisque 72 € {1,4}, il suit que 3 fd?, ce qui est un contradiction.

On sait maintenant que 3 divise d, donc il existe k£ € Z tel que d = 3k. On obtient
9k% = 3¢?, c’est-a-dire 3k? = ¢>. 1l s’ensuit que 3 divise ¢> et par ce qui a été montré, 3
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divise donc ¢. On conclut que pged(p, q) > 3, ce qui est une contradiction. D’ou /12 est
irrationnel.

Exercice 3. Soit p(z) = a,z™ + --- + ag un polynéme tel que a, # 0 et a; est un entier
pour tout j. Soit zg € R un zéro de p, c’est-a-~dire que p(zp) = 0. Montrer que si xg = g, ou
p €Z, q € N et pged(p,q) =1, alors on a que plag et g|ay,.

Solution. D’une part, on a

anqn‘F“'—F(J/lZ—i—ao_O = an])7l_}_..._|_a/1pqn*1_|_a0qn:0

= planp™ '+ + a1 = —aog™.
Ainsi, on voit que plagg™. Or, p et g sont copremiers, donc il s’ensuit que plagp.

D’autre part, on a
ap— + -+ allq? +ap0=0 = ap"+ --F+apd P +ayg" =0

an—lpn_lq + e+ a()qn - _anpn
Q(anflpnilq + -+ a()qn) - _a”pn.

On a donc que gla,p™. Puisque que p et ¢ sont copremiers, on conclut que g|a,,.

Exercice 4. Montrer que v 2 + V5 est irrationnel.

Indice. Trouvez un polynéme p dont les coefficients sont entiers et qui a v/2 + v/5 comme
zéro. Appliquez ensuite I'exercice précédent.

Solution. On pose x = /2 + V5. On a
2 =2+5 22 —2=15

<~

= (22-2)?=5
& at—dr+4=5
s 2t—4r-1=0

Ainsi, on voit que le polynéme p(x) = zt — 4z — 1 posséde 2+ /5 comme zéro. Par le
numéro précédent, si /2 + /5 = g est un rationnel, alors on doit avoir p|1 et ¢|1, ce qui est
seulement possible si p = +1et ¢=1. Or, on a

V24+vh=1 = 24V5=1 = V5=-1,

ce qui est impossible. On conclut que /2 4+ /5 est irrationnel.

Exercice 5. Principe du bon ordre. Les nombres naturels possédent la propriété suivante :
tout ensemble S C N non vide contient un plus petit élément, autrement dit min S existe.
Montrer le principe de récurrence a partir du principe du bon ordre : si S C N est tel que
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i) 1e€S;
it) sik € S, alors k+1¢€ S,
alors S = N.
Suggestion. Démontrez que B := N\ S est vide.

Exercice 6. Montrer la formule suivante par récurrence :

1)(2 1
12+22+33+__'+nz:”(”Jr )6(”+ ).

Exercice 7. Soit n € N et k un entier tel que 0 < k < n. Le coefficient binomial (Z), que
I'on lit « k£ parmi n », est défini par
(n) B n!
k) k'(n—k)

a) Montrer la régle de Pascal : si 1 < k < n, alors

0+()-01)

b) Montrer que (Z) est nécessairement un entier.

Exercice 8. Théoréeme du binéme. Soit a,b € R et n € N. Montrer la formule du binéme :

(a+0b)" = z”: (Z) a ko

k=0

Solution. On utilise le principe de récurrence. Le cas ou n = 1 est clair. On suppose que la
formule est vraie pour n et la montre pour n + 1. On a
b n+1l _ b b n
(a+b)" = (a+b)(a+0)

n

=(a+0b) Z <Z) aFpP

k=0

n

n
(Z) ST Z (:) g kpktl
k=0

k=0
n N n+1 0
— ( > VR E Z / q" Rk (Indice k > k + 1)
k k—1
k=0 k=1
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n

n

. n+l n+1 n n—k+11k n n—k+11k

=a +b + (k>a b—i—E (k_1>a b
k=1 k=1

an—l—1+bn—|—1+zn: |:<Z> + (kn1>:| an—k—l—lbk
k=1

n
n—+1 1k
— "ttt 4 Z ( ) atkt1pk (regle de Pascal)

k
k=1
(n
0

3
+
—_

= +

1) kAL

e
Il

comme voulu.

2. Inégalités

Exercice 9. Montrer les propriétés suivantes de la valeur absolue.

a) x| >0
b) |z| =0 si et seulement si z =0
¢) |z| =| — x| = max{x, —x}
d) |zy| = []]y|
e) —|z| <z < |z

Exercice 10. Trouver tous les nombres x € R qui vérifient les inégalités suivantes.
a) 2’ +2+1>3 b) 21 >0
)i+ >0 d) 2 >3

Solution. a) On a 22 + 2 — 2 > 0. On voit que —2 et 1 sont les racines du polynéme, donc
on veut (z + 2)(z — 1) > 0. Il suit que I'inégalité est vérifiée lorsque x > —2 et = > 1, donc
€ (1,00), ou lorque < —2 et x < 1, donc = € (—o0, —2).

Conclusion : z € (—o0,1) U (1, 00).
b) Onveut z—1>0et x+1>0,doncz € (1,00), ouonveut t —1 < 0et z+1 < 0, donc
x € (—o0,—1).

Conclusion : z € (—o0, —1) U (1, 00).

¢) D’abord, on met sur le dénominateur commun :
1 1 l—z+2x 1
— + —

-2 21 -2 h o(l—z)
Ainsi, I'inégalité sera vérifiée si et seulement si (1 — ) > 0. Cela se produit si z > 0 et
x <1,doncz € (0,1), ousix <0etx>1,cequiest impossible.
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Conclusion : = € (0,1).

Exercice 11. Si 0 < a < b, montrer que a < vab < “TH’ < b.

Exercice 12. Montrer que pour tout z,y € R, les inégalités suivantes sont vérifiées.
a) 22 +ay+y2 >0 b) 322 + 5xy + 3y >0

Solution. a) On compléte le carré 2 + 2. On a
2 2 . 2
ooy = (@ ) - = o4 - 8

Il suit que
2 2 2 2
Pyt =@+Y) L +yi=(+Y) "+ >0

Exercice 13. Soit a,b,c > 0. Montrer que les inégalités suivantes sont vraies.
a) a®+ b% > ab b) a® + b? + ¢ > ab + be + ac

2
Solution. b) La stratégie est de compléter le carré trois fois. On garde un % de coté pour
la fin. On a

2 2
a2—ab:%+%—ab
a2
:54—%(@2—2@)
2
a
= +3(a—b)?— 3’

et de facon similaire, on obtient

b2
62—60:54-%(1)—(:)2—5(’2,

2
62—aczc—+l(c—a)2—la2
: 5t 2 50°.

En additionnant, on trouve

a2+b2+02—ab—bc—ac:%(a—b)Q—t—
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Exercice 14. Trouver les nombres réels qui vérifient les ingalités suivantes.
a) e =1+ ]z +1[ <1 b) |z —1]-]zr+2] <3
Solution. a) Si x < —1, alors 'inégalité devient
—(r—=1)—(x+1)= -2z <1,
donc on veut x > —%./ ce qui est impossible.
Ensuite, si —1 < z < 1, alors I'inégalité devient
—(z—1)+(z+1)=2<1,
ce qui est impossible.
Enfin, si x > 1, alors on a
(x—=1)+(x+1) =22 <1,

donc il faut x < %, ce qui est impossible. Ainsi, il n’y a aucun =z € R qui vérifie I'inégalité.

Exercice 15. Soit z,y € R. Montrer que

T+y+ly— o
2

+y—ly— 2z
5 .

et min{z,y} = ’

max{z,y} =

Exercice 16. Montrer que si © > %, alors on a %0 > %

3. Supremum et infimum

Exercice 17. Soit A et B des ensembles tels que sup A, sup B, inf A et inf B existent.
Montrer que si A C B, alors sup A < sup B et inf A > inf B.

Solution. Puisque sup B existe, on sait que pour tout x € B, on a x < supB. Or, par
hypothése, on a A C B, donc il suit que x < sup B pour tout z € A. Cela signifie que sup B
est un majorant de A. Puisque sup A existe et qu’il est le plus petit majorant, on a bien
sup A < sup B.

L’inégalité pour les infimums se fait de la méme maniére.

Exercice 18. Déterminer au moins un majorant et un minorant pour chacun des ensembles
suivants si possible, sinon montrer que I’ensemble ne posséde pas de majorant ou de minorant.

a) {p | p est premier} b) {22 —z |z € R}
6



c){reR:|z—-2| <1} d) {—'p,qEN,O<p<10,1§q<100}

e) {%} y € (0, 1)}

Solution. a) L’ensemble est minoré par 0, puisque tous les premiers sont des entiers positifs.
Ensuite, on montre que ’ensemble n’est pas majoré On suppose qu’il existe M tel que pour
tout premier p, on a p < M. En particulier, il y a un nombre fini de nombres premiers,
disons p1 < p2 < ---pp. On pose m = p1pa2---p, + 1. Alors il est clair que p; ne divise pas
m pour tout 7 € {1,2,...,n}. Cela veut dire que m est un nombre premier, ce qui contredit
le fait qu’il y en a n. D’ot un tel M n’existe pas.

Q3

L . . 3 2
b) L’ensemble est minoré. En effet, si on compléte le carré de 22 — z, on trouve (x — 5) — i.
Ainsi, on peut prendre —%1 comme minorant. En effet, on a

1 1 2
x2—x2—1 = x2—x+120 & (x—%) >0,
et cette derniére inégalité est vraie pour tout x € R.

L’ensemble n’est pas majoré. En effet, si M est un majorant, alors on a

M>-M<M = MM-2)<0

et donc M € [0,2]. Or, il est clair qu'un majorant doit étre au moins égal a 6, car en x = 3,

onaz?—1z=9—3=6. On a donc une contradiction, d’ott un tel M n’existe pas.

e) L’ensemble est minoré, mais il n’est pas majoré. En effet, pour tout y € (0, 1), on a que
1

721 = 12%
Y

qui est vrai. Ainsi, 1 est un minorant.
Supposons que M est un majorant. On sait que M > 0, car % > 0. Il suit que 1 < 2M+1,
c’est-a-dire que ﬁ €(0,1). Eny = W1+17 on a

1

— =2M+1>M
/@M + 1) N ’

ce qui contredit le fait que M est un majorant, d’ott I’ensemble n’est pas majoré.

Exercice 19. Soit a,b € R tels que —oo < a < b < co. Montrer que
a) supla,b] = b b) infla,b] = a
c) sup(a,b) =b d) inf(a,b) = a

Exercice 20. Trouver le supremum et 'infimum des ensembles suivants s’ils existent. Le
cas échéant, vérifier si ce supremum et cet infimum appartiennent & l’ensemble.
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) {% nGZetn;éO} b) {z€Q|0<z< 3}
) {r:2?+2-1<0} d) {%+(—1)” neN}
¢) {(—1)™ | n € N} f) {%+Hm,neN}

g) {22 +2x—-1:2<0}

Solution. Voici les réponses sans les démarches. Je vous laisse le soin de faire les démarches,
qui sont nécessaires pour une solution compléte.

a) inf = —1, dans I’ensemble; sup = 1, appartient a I’ensemble.

b) inf = 0, dans '’ensemble; sup = V2, pas dans I’ensemble.

1+f

=
c) inf = =5 \6, pas dans l’ensemble; sup = , pas dans ’ensemble.

d) inf = —1, pas dans ’ensemble; sup = , dans I’ensemble.

e) 'ensemble n’est ni majoré, ni minoré.
f) inf = 0, pas dans I’ensemble; sup = 2, dans ’ensemble.

g) inf = 4, dans ’ensemble; ’ensemble n’est pas majoré.

Exercice 21. Soit D C R un sous-ensemble de R et soit f: D — R une fonction. On définit
respectivement le supremum de f sur £ C D et 'infimum de f sur E par

Slelg (f(z)) :=sup{f(z) |z € E} et ;2}% (f(z)) :=inf{f(z) |z € E}.

De plus, on dit que le supremum (resp. I'infimum) est atteint en zg € F si on a respectivement
sup (f(z)) = f(wo) ou inf (f(z)) = f(o).
el el

Calculer les quantités suivantes si elles existent. Dire si le supremum ou l'infimum est
atteint.

2 .
a) sup x b) inf (x+1
) z€[0,1] ) x€(172)( )

Suggestion. Pour le a), vous pouvez faire et utiliser I'exercice 33.

Exercice 22. a) Montrer que inf f(z) < sup f(x).

b) Montrer qu’il y a égalité si et seulement si f est constante sur FE.
Solution. a) D’une part, on a 1%ff(1:) < f(z) pour tout x € E. D’autre part, on a
f(z) <supg f(z). En combinant, on trouve i%ff(:p) < f(x) <sup f(z).
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b) Si f est constante, alors on a que 121% flz) =inf{f(x)} = f(z) et sup f(z) = sup{f(x)} =

el
f(z). Réciproquement, si on égalité, alors on a inf f(y) < f(x) < sup f(y). Comme le coté
yek yek
gauche est égal au coté droit, on a f(z) = ingf( y) = sup f(y) pour tout = € E.
ye yekr

Exercice 23. Soit D C R un ensemble, f: D — R une fonction et £ C D un sous-ensemble
non vide. Montrer que — sup f(z) = inf ( — f(z)) et que sup ( — f(z)) = — inf f(z).
zE€E zeE z€E zeE

Exercice 24. Trouver un exemple de fonction f et d’ensemble E tels que le supremum de
f sur E est atteint en plus d’un point.

Solution. On peut prendre f(x) = | c| sur [—1,1]. Alors le supremum est atteint en x = £1
et au vaut 1. En effet, pour tout z € [-1,1], on a = < |z| < 1.

Exercice 25. Soit D C R, f,g:D - Ret EC D.
a) Montrer que sup (f(z) + g(z)) < sup (f(z)) + sup (g(z)).

zel zel el
b) Montrer que inf (f(z) +g(z)) = inf (f(2)) + inf (g(x)).

Solution. a) Puisque f(z) < sup,cp (f(z)) et g(z) < sup,ep (9(x)), on voit que
(@) + g(x) < sup (f(2)) + sup (g())
el r€EX

pour tout x € F, donc sup,cp (f(x)) + SUp,cp (q(x)) est une majorant de f + g. Puisque
SUP,cf (f(m) + g(x)) est le plus petit majorant, la conclusion en suit.

Le b) se fait de la méme fagon.

4. Axiome de complétude
Exercice 26. Montrer que pour tout « € R, il existe un unique n € Z tel que n < x <n+1.

Solution. On pose £ = {m € Z | m < z}. Cet ensemble est majoré par z. Si z > 0, alors
E est non vide puisque 0 € E. Si z < 0, alors —x > 0. Par le principe d’Archiméde, il existe
p € N tel que p > —z et donc —p < x. Ainsi, E est non vide puisque —p € E. Par ’axiome
de complétude, sup F existe. On pose n = sup E.

On montre maintenant que n € Z. Puisque n — % n’est pas un majorant, il existe a € F

tel que n — 5 < a < n. En particulier, a est un entier et c’est I'unique entier de l'intervalle

[n— %, ] . A1ns1, il suit que a est un majorant de £, car pour tout x € E, on a soit x < n— %,
soit n — % < x < n. Dans le premier cas, on a x < a et dans le deuxiéme cas, on a z = a. En
combinant les deux cas, on conclut que pour tout x € E, on a x < a, d’oll a est un majorant

de E. Puisque n est le plus petit majorant, on a a = n, d’ott n est un entier.
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Enfin, on a bien n < x <n+ 1. En effet, on an < x puisquen € E. Onan+1 > z,
car sinon, n + 1 serait un élément de E plus grand que le supremum.

Pour I'unicité, on suppose qu’il existe m,n € Z telsque m <z <m+letn <z <n+1.
Il suit que —n—1< —x < —netdoncm—-—n—1<0<m—n+1. En additionant —m +n
partout, on obtient —1 < n —m < 1. Le seul entier dans 'intervalle (—1,1) est 0 et comme
n — m est un entier, on déduit que n —m = 0.

Exercice 27. En classe, la propriété d’Archimede a été utilisée pour démontrer la densité
de Q dans R (voir la section 1.4). Montrer la réciproque, c’est-a-dire que si la densité de Q
dans R est vraie, alors R posséde la propriété d’Archimeéde.

Solution. Soit x,y € R tel que x > 0. On cherche un naturel n € N tel que nx > y.
D’abord, par densité de Q, il existe un rationnel g tel que 0 < g <x,donconal<p<quz.
Ainsi, il y a seulement le cas ot y > 1 a faire.

Puisque y > 1, il suit que 1 < y < y2. De plus, on peut supposer que y > z, sinon
n = 1 fait l'affaire. Par densité de Q dans R, il existe un rationnel 7', avec m,b € N, tel
que 0 < 3 < y—lg Puisque y > 1, il suit que % < 1 < qx, ou q est le naturel du premier
paragraphe. Si y < gz, alors ¢ est un naturel qui fait l'affaire et on a terminé. Si gxr < y,

alors on obtient les inégalités

0< ! <M< ! < ! < (%)
<< 5 < - x *
b0 2Ty

Puisque % < ;712’ il en découle que y> < b. Autrement dit, on a y < % Ensuite, en

b

;< bgx. On peut

multipliant (%) par b, on obtient 2 < bgx. En combinant, on a y <
conclure avec le naturel n := bg.

Exercice 28. Utiliser la propriété d’Archiméde pour démontrer que N n’est pas majoré.

Exercice 29. Calculer les nombres suivants.

a) [3.2] b) | - 1o <) {(%)QJ

Exercice 30. A-t-on |22?] = |2]? pour tout x € R?
Solution. Non. Par exemple, [v/2] = 1, mais [2] = 2. En effet, d’'une part, on a v/2 <
VA =2et 1< 2. 11 suit que L\/QJ = 1. D’autre part, on a (\/5)2 = 2 et il est clair que
12| = 2.
Un exemple dans les rationnels serait de prendre ;Z. D’une part, 1 = % < % < % =2,
4,

2 .
donc L;U = 1. D’autre part, on a (;Z) = % et donc on voit que 3 = % < le—g < %

()] =3

Par contre, on peut remarquer que I'égalité est vraie lorsque x est un entier.

d’ou
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Exercice 31. Soit x,y € R et soit n € Z.

a) Montrer que si x < y, alors |z] < |y|. Montrer qu'il est possible d’avoir égalité.
b) Montrer que |x| + |y] < |z +y].

c) Montrer que |z +n]| = [z] +n.

Exercice 32. Soit # € R. La partie fractionnaire de = est définie par {z} := 2z — |z|.
a) Montrer que 0 < {z} < 1.

b) Montrer que {z} peut étre irrationnel (méme si on 'appelle partie fractionnaire).
¢) Montrer que {{z}} = {z}.

d) Montrer que si v = 7, ot m € Z et n € N, alors

1

0< {T} <1--.

n n

Solution. a) Onaz — |z|] <z —(z—1)=letaz— |z] > —2=0.

b) Soit z = % On sait que v/2 > 1, donc = < 1. Ainsi, on a |z| = 0. Il suit que {z} = =,
1

qui est irrationnel (sinon - = /2 serait rationnel).

c) Par le a), on a [{z}| = 0. Ainsi, on a {{z}} = {z} — [{z}] = {z} — 0= {z}.

d) Il existe k € Z et r € {0,1,2,...,n — 1} tels que m = nk 4+ 7. On a donc que = =k + =
et en particulier, on a k < < k41, d’ou L%J = k. On obtient

n
m o m m
r=n- 1
_mo
n

m — nk

IA
I
|
\

Le fait que {%} > 0 découle déja du a).

Exercice 33. Soit n > 2 un entier fixé. Montrer que

{z"|0<z <1} =10,1] et {Vr|0<z<1}=10,1].

Solution. On pose £ = {2" | 0 < z < 1}. On montre d’abord que £ C [0,1]. Soit y € E.
Par définition de F, y est de la forme y = 2™, pour un certain z € [0, 1]. Puisque 0 < z < 1,
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il suit que r < zx = 2 < 1. Par récurrence, on arrive a la conclusion que " < 1, d’ou
y € [0,1].

Soit maintenant y € [0, 1]. On veut montrer que y € F, c’est-a-dire qu’il existe = € [0, 1]
tel que y = ™. On a montré en classe qu'il existe un unique = € [0, 00) tel que y = a". Si
x> 1, alors y = 2™ > 1, ce qui est une contradiction. On conclut que y € [0, 1].

En combinant les deux paragraphes, on a bien F = [0, 1].

La deuxiéme égalité se fait d’une fagon similaire. Je vous laisse y penser.

Exercice 34. Soit z,y € R deux nombres positifs et soit n € N. Montrer que {/x - {/y =

Yxy.

Exercice 35. Soit z > 0.
a) Soir ¢ € Q et n € N. Montrer que (mq)n = z",

a
b

s[3

b) Montrer que si a,m € Z et b,n € N sont tels que § = ", alors 2o =z

c) Montrer que

&
e
|

(V)"

Exercice 36. Soit A, B C R des sous-ensembles tels que
1. R=AUB;
2. ANB =0;
3. A et B sont non vides;
4. sia€e Aet be B, alors a <b.

Montrer qu’il existe un unique nombre x € R tel que pour tout a € A et pour tout b € B,
onaa<z<hbh.

Exercice 37. Montrer que I’exercice précédent est faux si on remplace R par Q.

5. Dénombrabilité

Exercice 38. Soit A, B des ensembles finis et f: A — B. On note par |A| la cardinalité de
A, c’est-a-~dire le nombre d’éléments dans A. Montrer que

a) si f est surjective, alors |A| > |B];
b) si f est injective, alors |A| < |B;
c) si f est bijective, alors |A| = |B].
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Exercice 39. Montrer que ¢: N — Z définie par

p(n) = {

Solution. On montre d’abord que ¢ est injective. Soit n,m € N. Si p(n) = ¢(m), alors on
consideére trois cas.

, sl n est pair;

I3

—_

_n . . .
, Sl n est impair;

w‘

est bijective.

1. n pair, m impair : on a § = 1_Tm et doncn =1—m. Or, n et m sont trictement positifs,

donc cette égalité est impossible.
2. m pair, m pair : on a 5 = . Il s’ensuit que n = m.

3. m impair, m impair : on a 1_7” = I_Tm Il suit que n = m.

On peut ainsi conclure que si p(n) = ¢(m), alors n = m, donc ¢ est injective.

On montre maintenant que ¢ est surjective. Soit m € Z. On cherche n € N tel que
p(n) = m. Sim > 0, alors n = 2m fait P'affaire, puisque p(2m) = 277” =m. Sim <0,
alors on prend n = 1 — 2m. C’est un entier strictement positif, donc n € N et on voit que

o(n) = w =m. Sim =0, alors p(1) = 0. On conclut que ¢ est surjective.

Exercice 40. Montrer que N x N est dénombrable, ot N x N = {(n,m) |n € N, m € N}.

Exercice 41, On dit qu'un ensemble A est au plus dénombrable si A est de cardinalité finie
ou A est dénombrable. Si A est au plus dénombrable et si B C A, alors montrer que B est
au plus dénombrable.

Solution. Si A est de cardinalité fini, alors B l'est aussi. Si A est dénombrable et B est
fini, alors B est au plus dénombrable. Le seul cas qui reste est celui ot A est dénombrable
et B est infini. Ce cas peut sembler évident, mais il faut tout de méme montrer que si B est
infini, alors il est dénombrable. Autrement dit, il faut montrer que B est nécessairement en
bijection avec N (ou I’équivalent).

Puisque A est dénombrable, on peut écrire les éléments de A en une liste a1, as, a3, aq, . ..
ou chaque a € A apparait une et une seule fois dans la liste. Puisque B C A, tous les éléments
de B se trouvent dans cette liste une et une seule fois. On construit une liste pour B comme
suit.

On pose E1 = {n € N| a, € B}. Cest un sous-ensemble des naturels non vide. Par le
principe du bon ordre, le minimum de E; est atteint. On pose k1 = min F4 et by = ag, .

A T'étape n > 1, on pose B, = {n e N|a, € B\{by,... >bn—1}}- Par le principe du
bon ordre, le minimum de E,, est atteint; on pose k,, = min E,, et b, = ay,,.

On affirme que la liste by, bo, bs, . .. contient tous les éléments de B une et une seule fois.
Commencons par montrer que ky, < kj+1. On sait que ay, | = byp1 € B\ {b1,...,by}, car
bpt1 # by, pour 1 < k < n. Ainsi, par définition de E,, on a k,1 € F,, ce qui veut dire
que min £, < k,41. Ensuite, si, par 'absurde, on avait k,, = min F,, = k, 41, alors on aurait
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que ay, , = byy1 =0y ¢ B\ {b1,...,b,}. Autrement dit, on aurait k1 ¢ Ej41, ce qui est
impossible puisque min E, 1 = k,+1. D’ott on obtient k,, < k,41. En particulier, si m < n,
alors k,, < k.

Ensuite, on affirme que tous les éléments de B appraissent au plus une fois. En effet, si
b apparait deux fois dans la liste, disons b = b,, et b = b,,, pour m < n, alors b = ay,, et
b = ag,, avec ky # kp,, ce qui est impossible, puisque la liste des a,, contient chaque a € A
une et une seule fois.

On montre maintenant que la liste contient tous les éléments de B. Soit b € B. 1l

est dans la liste des aq,as9,..., donc il existe m € N tel que b = a,,. Il existe n € N
tel que k, < m < kpy1. Sim = k,, alors b = b, qui est dans la liste. Sinon, on a
am € B\ {b1,...,bp} et donc m € E,y1. Or m < kpt1, ce qui est impossible puisque

kp+1 = min Ey, 1. On conclut que b est dans la liste.

On conclut que B est dénombrable.

Exercice 42. Soit A un ensemble qui n’est pas au plus dénombrable et soit B un ensemble.
Montrer que

a) sl existe f: A — B injective, alors B n’est pas au plus dénombrable;
b) s'il existe g: B — A surjective, alors B n’est pas au plus dénombrable.

Solution. a) Puisque f est injective, il s’ensuit que f: A — f(A) est bijective. Ainsi, f(A)
n’est pas au plus dénombrable et est contenue dans B. Par le numéro précédent, on conclut
que B n’est pas au plus dénombrable.

b) Pour chaque a € A, on choisit un élément b, € g~1(a). On pose B’ = {b, | a € A}.
Si on restreint f a B’, alors elle est bijective : ]‘"B,: B’ — A. Donc B’ a le méme cardinal
que A et est inclus dans B. L’exercice précédent permet de conclure que B n’est pas au plus
dénombrable.

Exercice 43. Montrer qu'une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénom-
brable. Plus précisément, soit I un ensemble dénombrable et pour chaque i € I, soit A; un
ensemble dénombrable. Montrer que

A=JAi={z|3iel e A}
el

est dénombrable.
Indice. Montrez que vous pouvez remplacer [ par N sans perdre de généralité. Ensuite,
adaptez I'argument utiliser en classe pour les rationnels.

Solution. Puisque [ est dénombrable, il existe une bijection ¢: I — N. Quitte a utiliser
¢~ !(n), on peut supposer que I = N.
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Puisque chaque A,, est dénombrable, on peut écrire ses éléments en une liste

Ay = a1y, a12,a13, 014, a5, . . .
Ag = ag1,a22, a3, 24, a5, . . .
Az = as1, a3z, 33, asq, ass, . - .
Ay = a4q1, 042,043, G44, A45, . . .

k
As = as1,as2,a53, as4, G55, - - - (*)

Ay, = Gnl,Gn2,n3, - - -

Pour montrer que A est dénombrable, on construit la bijection de la facon suivante. On
pose f(1) := aj;. Ensuite, on parcourt la liste en prenant les diagonales dans (x), comme
on 'a fait en classe pour les rationnels. Ainsi, f(2) est définie comme le prochain élément
différent de a1 parmi ao1, a12, asi, ase, ais, a4i, ase, ass, ai4, asi, . .. Ensuite, f(?)) est définie
comme le prochain élément différent de f(1) et f(2) dans cette liste. A la n® étape, f(n) est
définie comme étant le prochain élément différent de f(1), f(2),...,f(n — 1) parmi cette liste.

A la fin, on obtient une bijection de f:N — A.

Exercice 447. Soit P(N) I’ensemble des sous-ensembles de N, c’est-a-dire I'ensemble
P(N) ={A|ACN}

Le but de l'exercice est de montrer que P(N) n’est pas au plus dénombrable.

a) Montrer que (0, 1) n’est pas au plus dénombrable.

b) Soit a,b,m,n € N. Montrer que si 243> = 23" alors a = m et b = n.

¢) Soit z € (0,1). Montrer que 'infimum de {q € Q | ¢ > z} existe et ¢'il vaut .
d) Montrer que f:(0,1) — P(N) définie par

f(x) = {2a3b ‘ a,b € N, pged(a,b) =1, % > m}

est injective. Conclure que P(N) n’est pas au plus dénombrable.
Solution. a) C’est la méme démonstration qu’on a fait en classe pour [0, 00).

b) Sans perte de généralité, supposons que a > m. On a alors 20=m3b — 37 Comme le
cOté droit n’est pas divisible par 2, le c6té gauche ne I'est pas non plus, donc a — m = 0. 1l
s’ensuit que b = n.

c) Onpose E = {q € Q | ¢ > x}. On sait que F est minoré¢ par z, donc [ := inf F existe.
Supposons que [ > x. Puisque les rationnels sont denses dans les réels, il existe ¢ € Q tel
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que I > g > x. Ainsi, g appartient & E. Ceci contredit le fait que I est un minorant, donc
I =ux.

d) Soit z,y € (0,1). Supposons que f(z) = f(y), c’est-a-dire

{2“3"

a,b €N, pged(a,b) =1, - > x} = {20’317 ‘ a,b € N, pged(a,b) =1, - > y} - (%)

Sl
Syl S

Par le b), il s’ensuit que

{(a.b) eNxN|pged(a,t) =1, T > v} ={(a.0) e Nx N|pged(a,b) = 1, 3 >y}, (1)

En effet, supposons le contraire, donc il existe a,b € N tels que, sans perte de généralité,
7 > xet § <y. Dans ce cas, 223b appartient & 'ensemble du coté gauche de la ligne (%),
mais pas a ’ensemble du coté droit a cause du b), ce qui est une contradiction.

On obtient ensuite que

{¢€Qlg>2} ={q€Qfqg>y}.
En effet, soit ¢ € Q. Alors on a que ¢ > o > 0 ssi il existe a,b € N tels que ¢ = § avec
pged(a,b) = 1 et ¢ > @ ssi (a,b) est dans I'ensemble du coté gauche de (), ssi (a,b) est dans

celui du coté droit, ssi ¢ = ¢ > .

Par le ¢), en prenant I'infimum de chaque c6té, on trouve que x = y, donc f est injective.
Enfin, on déduit que P(N) n’est pas dénombrable par I'exercice 42.

6. Topologie de r

Exercice 45. Calculer les points limites des ensembles suivants.
a) E:=1[0,1) b) E:=7 ) E=Q d) E={L|neN}
Solution. b) £’ = ). En effet, pour tout = € R, on voit que B(z,1)NZ =0, d'ot z ¢ E'.

¢) E' = R. En effet, soit z € R et 7 > 0. Puisque Q est dense dans R, il existe ¢ € Q tel
que 0 < [z —¢| < 5. Ainsi, on a ¢ € B(z,7)NQ, dou z € E'.

Exercice 46. Déterminer quels ensembles parmi les suivants sont ouverts dans R.
2) E=R b E=(02\{1} o E=(01)NQ  d)E={1}
Solution. a) Ouvert b) Ouvert ¢) Non ouvert d) Non ouvert.

Je vous laisse remplir les détails.

Exercice 47. Quels ensembles de I'exercice précédent sont fermés dans R 7
Solution. a) Fermé b) Non fermé c¢) Non fermé d) Fermé

Je vous laisse remplir les détails.
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Exercice 48. Montrer les propriétés suivantes des ouverts.

a) Si A; est ouvert pour tout i € I, alors | J;c; A; est ouvert.
b) Si Aj,..., A, sont ouverts, alors A; N---N A, est ouvert.
c) R et () sont ouverts.

Solution. a) Soit x € |J;c; Ai. Il existe i € I tel que x € A;. Puisque A; est ouvert, il existe
r > 0 tel que B(x,r) C A;. Ainsi, on a

el

donc x est dans l'intérieur de | J,.; A;. Puisque x est arbitraire, on conclut que | J..; A; est

ouvert.

el el

Exercice 49. Montrer les propriétés suivantes des fermés.
a) Si A; est fermé pour tout ¢ € I, alors [;c; A; est fermé.
b) Si Ay, ..., A, sont fermés, alors A; U---U A, est fermé.

c) R et () sont fermés.

Exercice 50. Montrer que si £ C R est fermé et si z € R est un point limite de F, alors
r e k.
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