Analyse 1
Série 0

Notions de base

Les notions de cette série sont vues dans le cours MAT1500 — Mathématiques discrétes.

Puisque le cours n’est pas préalable, il est possible que vous ne puissiez pas faire tous les
exercices.

Notation. Pour le cours, 'ensemble des naturels N ne contient pas 0. Ainsi, on écrit
N=1{1,2,3,4,5,...}.

On écrira NU {0} si I'on inclut 0.

Exercice 1. Soit A, B deux ensembles non vides.
a) Donner la définition de ce qu’est une fonction f: A — B.
b) Quel est le domaine et le codomaine de f 7

c) Quelle est la différence entre le codomaine et I'image de f 7

Exercice 2. a) Donner la définition d’une fonction injective.
b) Déterminer quelles fonctions parmi les suivantes sont injectives :
i) f:{1,2,3} = {0,2,4,6} i) f:{a,b,c,d} — {0,1} iii) {N—=>Z
n+—22n a+— 0 n—n
b—1
c—0
d—1

Exercice 3. a) Donner la définition d’une fonction surjective.

b) Déterminer quelles fonctions du 2b) sont surjectives.

Exercice 4. Soit A = {0,1,2} et B = {a,b}.
a) Compter le nombre de fonctions injectives f: A — B possibles.

b) Compter le nombre de fonctions surjectives f: A — B possibles.
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Exercice 5. a) Donner la définition d’une fonction bijective.

b) Donner deux exemples de fonctions qui soient bijectives. Donner également un exemple
d’une fonction qui n’est pas bijective.

Les exercices 6 a 9 sont plus difficiles. Il est tout de méme recommandé d’essayer de les
faire et de comprendre les solutions.

Exercice 6. Soit A et B deux ensembles non vides.

a) Montrer qu'une fonction f: A — B est injective si et seulement si elle posséde un inverse
a gauche.

b) Montrer qu’une fonction g: A — B est surjective si et seulement si elle posséde un inverse
a droite.

c¢) Déduire qu'une fonction h: A — B est bijective si et seulement si elle posséde un inverse.
Exercice 7. Soit A et B deux ensembles. On rappelle que 'union de A et B est
AUB={z|x€ Aouz € B}
et intersection de A et B est
ANB={z |z € Aet x € B}.

Enfin, on dit que A = B si A C B et A D B, autrement dit x € A si et seulement si z € B.
Soit C' un troisiéme ensemble. Montrer que

(AUB)NC =(ANC)U(BNC).

Exercice 8. Soit A, B deux ensembles non vides, A, A3 C A et Bi,By C B des sous-
ensembles et soit f: A — B une fonction. On rappelle que la préimage ou I'image réciproque
de By par f est

(B ={ac A f(a) € Bi}.
L’image direct ou simplement I'image de Ay par f est
f(A1) ={f(a) € Bl a € Ai}.

Montrer les égalités ou les inclusions d’ensembles suivants.

a) fTH(B1UBy) = f1(B1)U f1(Be)

b) fTHBiNBy) = f~H(B1) N f~1(By)
¢) fTH B\ By) = fH(B1)\ f(B2)
d) f YBY) = f~ 1(B ¢ pour tout By C B (Ici, le ¢ est signifie le complément. On a

)
Bf =B\ Biet f1(B1)° = A\ f1(B1).)
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) J(A1U A2) = f(A1) U f(A2)
) f(A1N Ag) C f(A1) N f(A2)
g) f(A1\ A2) D f(A1)\ f(A2)
h) si f est injective, alors il y a égalité au f)
i) si pour tout A1, A2 C X, on a f(A;1 NAy) = f(A1) N f(A2), alors f est injective
j) si f est injective, alors il y a égalité au g)
)

k) si pour tout Ay, Ay C X, on a f(A;\ A2) = f(A1) \ f(A2), alors f est injective.

Exercice 9. Soit A et B deux ensembles non vides, A;, A2 C A deux sous-ensembles et
f:A — B une fonction. Soit b € f(A; \ A2). Par définition, il existe a € A; \ Az tel que
f(a) = b. Il suit que a € Ay et que a ¢ Az et donc f(a) € f(A1) et f(a) ¢ f(Az). Dou il
suit que b = f(a) € f(A1)\ f(Az2). Puisque b € f(A; \ A2) était quelconque, on conclut que
f(AL\ A2) C f(A1) \ f(A2).

Ou est erreur dans ce raisonnement ?

Exercice 10. Soit X, Y des ensembles non vides et soit f: X — Y.
a) Estcequef( ( ))CBpourtouthY?

b) Est-ce que f(f~(B)) 2 B pour tout BC Y ?

c) Est-ce que f~ ( ))CApourtoutAgX?

d) Est-ce que f~! ( ) D A pour tout AC X7

)

e) Pour les énoncés dont la réponse est non, quelle condition sur f est nécessaire et suffisante

afin que la réponse devienne oui?

Remarque. Pour ce genre d’exercice, il est sous-entendu que si la réponse est oui, alors il faut
le démontrer et si la réponse est non, alors il faut trouver un contre-exemple.



