Analyse 1

Devoir 2

Séries, continuité, dérivée (solutionnaire)

Si vous utilisez un résultat, indiquez d’ou il provient (p.ex. « par un théoréme du cha-
pitre 4 » ou « par Pexercice 24 de la série 3 »).

Le devoir est a remettre lundi le 25 juillet au début du cours en papier. Je n’accepte pas
les devoirs remis par courriel, sauf en situation exceptionnelle. Le devoir est sur 20 points.

Propreté.
1. Si vous tapez votre devoir, vous pouvez I'imprimer recto-verso.
2. Si vous écrivez votre devoir a la main (sur papier ou sur une tablette), vous devez :
e écrire a double-interligne;
e écrire recto seulement;
e écrire sur du papier blanc ou ligné (mais pas quadrillé!);
e écrire tres propre et lisiblement.

Si I'un de ces critéres n’est pas rempli, vous aurez une journée pour le réécrire en suivant
les consignes et vous perdrez des points de retard (1 point par jour).

o
Question 1. (7pts) Le but de la question est de montrer que - diverge. On pose
vn!
n=1 ’
Ap = TTIL—|

an
a) (1pt) Montrer que =2 — e.

b) (3pts) Soit € > 0. Montrer qu’il existe N € N tel que pour tout k € N, on a (e —¢)¥ay <
ank < (e +¢)fay. Déduire que Fan it — e.
Indice. Utilisez le a) et inspirez-vous de la démonstration du critére de d’Alembert.

c) (2pts) Montrer que /a, — e.

. . a a — a —
Indice. Ecrivez a,, = -%— %ndl .. SndN-2 ZniN-1
an4+1 an4-2 Ap4+ N—1 n4+ N

Ap+N -

Vn!

o0

d) (1pt) Déduire que 3. = diverge.
n=1

Solution. a) C’est un calcul direct. On a

ant1  (n+1)"tnl

ap,  (n+1) nn

(n+1)" n!
n!  nht

1 n
- (1+2)
n

— e lorsque n — oo.
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b) Par le a), il existe N € Nitel que pour tout n > N, on a

An+1 (n+1
M—%<s & o< M o<
an &n
Un+1
&S e—e< Uas <e+e
Aan
& (e—¢g)ay < apy1 < (e+¢€)ay, (car a, > 0).

Ainsi, pour £k € N, on a N + k > N, donc il suit que

anr < (e+e)ayiror < (e+)anip_s < ... < (e+e)fay.

De la méme facon, on a ayij > (e — €)anir_1, ce qui donne anop > (e —&)Fay.
Il suit que
k k VON+k
(6—6) aN<CLN+k<(6+E) any = 6—€<?<6—€
an

VAN +k
Yan

< €.

. ¥/ .
11 suit que ;%k — e lorsque & — oco. Puisque {/ay — 1, on conclut que {/an i — e.

¢) Par le a), avec ¢ = 2—16, il existe N1 € N tel que pour tout n > Ny, on a 2_1@ < dno < %

an+1
Ainsi, pour n > Nip, on a, d’une part,

Qp  Ap+1 p4+N—-2 Qp+N-—-1 3\
ey < (2) Vo

a/n —
an+1 Gp+2 An+N—-1 Ap+N

et, d’autre part,

Qp  Ap+1 p4+N—2 Ap+N—1

Qp = an+N > (%)Nar,H_N.

An+1 Gp+2 an+N—-1 An+N

En combinant et prenant la racine n-iéme, on obtient

n N n N
V&)Y v < vam < (@) varw
n 1\ n 3\ N
Lorsque n — oo, par le a), on a que /ant, — € et on a (%) — 1 et (%) — 1.

Par le théoréme des deux gendarmes, il suit que a,, — e.

d) Cela suit directement du critére du quotient. En effet, on a que

1

n Yn!
v : n

Puisque la série harmonique Z% diverge, on conclut que ) % diverge aussi.
n:
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Question 2. (5pts) Soit f:R — R une fonction telle que f(0) =

a) (2pts) Montrer que si f est dérivable en 0, alors il existe une fonction g: R — R continue
en 0 telle que f(x) = xzg(z).

b) (3pts) On suppose maintenant que f’(0) existe. On pose h(z) = \/|zf(x)|. Montrer que
h est dérivable en 0 si et seulement si f'(0) = 0.

Solution. a) On pose

_ fgf.lf)q sixz#£0
g(m){f*(O), si o = 0.

On voit que pour = # 0, on a

Ainsi, lorsque « — 0, le coté droit tend vers f'(0), donc on a bien linbg(:c) = f'(0) = ¢(0),
T—

d’ont g est continue. Pour z # 0, par définition de g, on a f(z) = xg(x). Pour x = 0, on a

f(0) =0-g(0) = 0. Ainsi, on a bien f(z) = zg(x) pour tout x € R.

b) Puisque f est dérivable en 0, par le a), il existe g:R — R continue en 0 telle que

)
f(z) = zg(z). On a donc h(z) = /|x?g(x)| = |z|\/|g(z)|. Remarquons également que
h(0) =0 =0.

=) Si h est dérivable en 0, alors lim hg = lim
z—0 7 z—0

g0 = tim, VI, FVIOE oy

|z I\/

emste Ainsi, on a

= lim
r—0—

Il suit que g(0) = 0, ¢’est-a-dire que f'(0) = 0.
<) On a simplement

R'(0) = lim — !

z—0 X x—0 X

car g(0) = f'(0) =0 et g est continue en 0.

Question 3. (4pts) Soit f:(0,1] — R une fonction continue. On suppose qu’il existe des
suites (ap) et (by,) dans (0, 1] telles que

1. ap, > 0et b, — 0 et

2. flan) — oo et f(by) — —oc.
Montrer que f est surjective, ¢’est-a-dire que pour tout y € R, il existe = € (0, 1] tel que
fx)=y.

Solution. Soit y € R. Puisque a,, — oo, il existe N1 € N tel que f(ay,) > y+ 1. De méme,

puisque b, — —oo, il existe Na € N tel que f(by,) < y — 1. Ainsi, par le théoréme des
valeurs mtermedlalres puisque f(by,) <y < f(an,), il existe = dans (aNl bn,) ou (bn,, any)

tel que f(x) = .



Question 4. (4pts) Soit f:[0,1] — R une fonction continue telle que
i) 0< f(0) <1

i) f(1) =1,

i11) f est dérivable en 1 et f/(1) > 1.

Montrer qu’il existe zg € (0,1) tel que f(zo) = xp.
Suggestion. Considérez la fonction g(z) = f(z) — .
Solution. On pose g(z) = f(x) —xz. On a que f(z) = 0 si et seulement si g(x) = 0, ainsi on
montrera qu’il existe zg € (0, 1) tel que g(zp) = 0.

On voit que ¢g(0) = f(0) > 0, g(1) = 0 et que g est continue. Si on montre qu’il existe
x1 € (0,1) tel que g(z1) < 0, alors par le théoréme des valeurs intermédiaire, on pourra
conclure qu'il existe xg € (0, x1) tel que g(mo) = 0. Par hypothése, on a ¢'(1) = f'(1)—1 > 0.
Ainsi, par définition de la limite et de ¢'(1), il existe 6 > 0 tel que si —0 < h < 0, alors

)

( g(1+h)—g(1) _¢'(1)

h 2 '

h

Puisque h est négatif, il suit que g(1 + h) < g(1) = 0. Ainsi, avec x1 = 1 — %, on a montré
g(x1) < 0 et on obtient la conclusion.

Voici une autre solution. Pour z € [0, 1], on pose

1—f(x .
k(m):{ e St
(), siz=1

Il est clair que k est continue sur [0,1) et en 2 =1, on a

lim k(z) = lim — f( ) = lim f) - fa-n = lim fa=h =) = f/<1)7

r—1— r—1— —x h—0+ h h—0+ —h

d’ou k est continue en z = 1. Par hypothése, on a k£(0) =1 — f(0) < 1 et k(1) = f'(1) > 1.
Par le théoréme des valeurs intermédiaire, il existe ¢ € (0,1) tel que k(c) = 1, ¢’est-a-dire

que %7(5) =1, donc f(c) =



