
Analyse appliquée
Noyaux

Exercice 1. Soit (an) une suite et cn = 1
n+1

n∑
k=0

ak, la moyenne de Cesàro de (an).

a) Montrer que si an ∈ C et si an → L ∈ C, alors cn → L.

b) Montrer que si an ∈ R et si an → ±∞ alors cn → ±∞.

Exercice 2. Montrer que si an − an−1 → L, alors an
n → L.

Exercice 3. Calculer la limite de la moyenne de Cesàro de
∞∑
n=1

(−1)n.

Exercice 4. (Noyau de Dirichlet) Pour k ∈ N, on pose

Dk(x) =
k∑

n=−k

einx = 1 + 2
k∑

n=1

cos(nx).

On l’appelle le noyau de Dirichlet. Montrer les propriétés suivantes.

a) Dk est paire (Dk(−x) = Dk(x)).

b) Dk est périodique de période 2π.

c)
∫ π
0 Dk =

∫ 0
−π Dx = π pour tout k ∈ N.

d) Pour tout x ∈ R \ {2πm | m ∈ Z}, on a

Dk(x) =
sin
(
(k + 1

2)x
)

sin(x/2)
=

ei(k+
1
2 )x − e−i(k+ 1

2 )x

eix/2 − e−ix/2
.

e) Pour toute fonction f intégrable,

SFn(f)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Dn(x− t)dt.

Si, de plus, f est 2π-périodique, alors

SFn(f)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− t)Dn(t)dt.
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Exercice 5. (Noyau de Fejér) Pour n ∈ N, soit Kn:R → R définie par

Kn(x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Dk(x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

k∑
m=−k

eimx.

On l’appelle le noyau de Fejér. Montrer les propriétés suivantes.

a) Kn est 2π-périodique, paire et positive.

b) Kn(x) =
1

n+ 1

(
sin
(
(k+1

2 )x
)

sin(x/2)

)2

pour tout x ∈ R \ {2πm | m ∈ Z}.

c)
∫ π
0 Kn =

∫ 0
−π Kn = π

d) Pour tout ε > 0, Kn → 0 uniformément lorsque n → ∞ sur [−π, π] \ (−ε, ε).

e) Pour toute fonction f intégrable,

σn(f)(x) :=
1

n

n∑
k=1

Sk(f)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Kn(x− t)dt.

Si, de plus, f est 2π-périodique, alors

σn(f)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(x− t)Kn(t)dt.

Exercice 6. (Noyau de Poisson) Soit 0 ≤ r < 1 fixé. On pose

Pr(θ) =
∞∑

n=−∞
r|n|einθ.

Montrer les propriétés suivantes.

a) Pr est bien définie pour tout θ ∈ R et est 2π-périodique.

b) Pr(θ) =
1− r2

1− 2r cos θ + r2

c) Pour toute f intégrable,
∞∑

n=−∞
cn(f)r

|n|einx =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Pr(x− t)dt

Remarque. Le noyau de Poisson ne sera pas utilisé dans le cours. Il est très important pour les
fonctions harmoniques (théorie du potentielle) et le c) montre qu’il est relié aux coefficients
de Fourier.
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