Analyse appliquée

Noyaux

n
Exercice 1. Soit (ay) une suite et ¢, = n%rl > ag, la moyenne de Cesaro de (ay,).
k=0

a) Montrer que si a,, € C et si a, — L € C, alors ¢,, — L.

b) Montrer que si a, € R et si a,, — +o00 alors ¢, — +o0.

Exercice 2. Montrer que si a,, — a,—1 — L, alors %” — L.

o0
n

Exercice 3. Calculer la limite de la moyenne de Cesaro de Z(—l) .

n=1
Exercice 4. (Noyau de Dirichlet) Pour k£ € N, on pose
k k
Dy(x) = Z et =1+ QZCOS(nx).
n=—*k n=1

On l'appelle le noyau de Dirichlet. Montrer les propriétés suivantes.
a) Dy est paire (Dp(—z) = Dg(x)).
b) Dy est périodique de période 2.
¢) Jo Dy = f?w D, = 7 pour tout k € N.
d) Pour tout z € R\ {27m | m € Z}, on a

: 1 i(k+5r _ —i(k+3)z
Dk(l’) = Sms(l(f(;_/;im) - - eii/2 _ Z—ix/Q :

e) Pour toute fonction f intégrable,

1 ™

SFa(f)() f(t)Dn(z —t)dt.
Si, de plus, f est 2m-périodique, alors

SE(le) =5 [ " fe— 0Dt



Exercice 5. (Noyau de Fejér) Pour n € N, soit K,,: R — R définie par

n

n k
Fale) = g D) = g 3 Y

k=0 k=0 m=—k

On lappelle le noyau de Fejér. Montrer les propriétés suivantes.

a) K, est 2m-périodique, paire et positive.

sin (L) z ?
b) Kn(ﬂ:nj—l( 81(15(15/2)))> pour tout z € R\ {27m | m € Z}.

s 0
c) fo K, :f_ﬂKn =T
d) Pour tout € > 0, K,, — 0 uniformément lorsque n — oo sur [—m, 7|\ (—¢,¢).

e) Pour toute fonction f intégrable,

n ™

on(£)) =~ S SP)@) = o [ S~ )t
k=1 o

Si, de plus, f est 2m-périodique, alors

1

oulf)(@) = 5= _ﬁ Fla — ) K (t)dt.

Exercice 6. (Noyau de Poisson) Soit 0 < r < 1 fixé. On pose

o0

P.(0) = Z rlnleind
n=—00
Montrer les propriétés suivantes.
a) P, est bien définie pour tout § € R et est 2m-périodique.
1—r?
T 1—2rcosf+ 12

b) Py(0)

oo
c¢) Pour toute f intégrable, Z cn(f)ﬂnleinw _

n=—oo

% P — 1)t

Remarque. Le noyau de Poisson ne sera pas utilisé dans le cours. Il est trés important pour les
fonctions harmoniques (théorie du potentielle) et le ¢) montre qu’il est relié aux coefficients
de Fourier.



