Analyse appliquée

Fonctions sur le cercle et espaces vectoriels

Exercice 1. Montrer que les ensembles suivants sont en bijection.

e ffR—=C
{f:T—>(C}<—>{£t'[f(7T7):]7(§:W)}<—> ot f est s {f:[-m,7) = C)

2m-périodique

Exercice 2. Déterminer si chacune des fonctions f:[—m, ) — C suivantes définit une fonc-
tion continue sur T.

a) f(x) = || b) f(z) =« ¢) f(z) =% —a*

Exercice 3. Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-). Soit u,v € V.

a) (Identités de polarisation réelle) Montrer que si V' est un R-espace vectoriel, alors
2(u,v) = Jlu+vl* = [ul® — |v]|* et 4(u,v) = [Ju+ ] = [lu— o[>

b) (Identité de polarisation hermitienne) Montrer que si V' est un C-espace vectoriel, alors
2R (u,v) = [lu+ ]| = [Jul® = [Jv][* et 23(u, v) = Ju +iv]|* — [Jul® —[v]*.

c¢) (Théoréeme de Pythogore) Montrer que si u et v sont orthogonaux ((u,v) = 0), alors
|w 4 v]|? = |Ju||? + ||v]|?>. Le montrer dans les cas ot V est un C- ou R-espace vectoriel.

Exercice 4. (Inégalité de Cauchy-Scwarz) Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire (-,-). Soit u,v € V et t € R.

a) On pose p(t) = (u + tv,u + tv). Montrer que p est un polyndéme a coefficients réels de
degré 2.

b) Montrer que p(t) est toujours positif ou nul.

¢) Montrer que [(u, v)| < [lull[jv]|.
Indice. Calculer le discriminant p. Que pouvez-dire en dire, en tenant compte du b) ?

d) Déduire que si f, g: [a,b] — C sont continues, alors

/ab|fg|§\//ab|f|2/ablgl2-




Optionnel. Analyse de Fourier sur les groupes abéliens
compacts

Exercice 5. (Optionnel) Un groupe topologique est un groupe muni d’une topologie Haus-
dorff telle que l'opération de groupe et l'inversion sont continues. Soit (G, *) un groupe
topologique abélien. Un caractére est un homomorphisme continu de (G,*) — (C*,.), ou
(C*, ) est le groupe multiplicatif des nombres complexes non nuls.

Remarque. Dans le cas des groupes finis, on peut munir le groupe de la topologie discréte et donc les caractéres
sont tous les homomorphismes de G — C*.

a) Montrer que I'ensemble des caractéres, muni du produit de fonctions, forme un groupe
abélien.

b) Montrer que si G est fini d’ordre n, alors un caractére ¢ est a valeurs dans U,, = {z €
C|z"=1}.

Exercice 6. (Optionnel) Soit T = R/277Z muni de 'addition et de la topologie quotient et
soit S = {e | # € R} muni de la multiplication et de la topologie relative & C. On tient
pour acquis que ce sont des groupes topologiques. Comme S C C est compact dans C (car
fermé et borné), c’est un espace topologique compact.

a) Montrer que h:S — T, défini par h(e?) = 6 + 277 est un isomorphisme de groupe
continu.
Remarque. Par un théoréme de topologie, une fonction bijective et continue définie sur un compact est
un homéomorphisme. On pourrait aussi directement montrer que h~! est continue. Dans tous les cas,

il en résulte que T est compact.

b) Montrer que si (G, -) est un groupe compact, alors un caractére de G est a valeurs dans S.
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¢) Montrer que, dans le cas du b), pour un caractére g, ona ¢~ = @, ol -~ est la conjugaison

complexe.

Exercice 7. (Optionnel) Un groupe topologique abélien (G, +) agit sur lui lui-méme natu-
rellement par translation : pour g € G, on peut définir 74:x — x + g. On s’intéresse aux
fonctions f: G — C qui se transforment naturellement par rapport a cette action.

a) Montrer que si f: G — C est invariante par toutes les translations, c’est-a-dire for, = f,
alors f est constante.

b) Montrer que si f vérifie plutot f o1, = ¢(g)f, pour une certaine fonction ¢:G — C,
alors ¢ est un caractére, pourvu que f ne soit pas identiquement nulle.

¢) Réciproquement, montrer que f est entiérement déterminer par sa valeur en 0 et par ¢.

d)" Montrer que si ¢ est un caractére de T, alors p(z) = €*** pour un k € Z.

e) Montrer que I'ensemble des caractéres de T est isomorphe a (Z, +).

Remarque. Dans le cours, on s’intéressera a exprimer une fonction f: T — C comme une série
3 ue™ ) clest-a-dire en terme des caractéres de T, et, plus tard, une fonction f:R — C
comme une intégrale des caractéres de R. Le groupe des caractéres d’un groupe abélien est
le point de départ pour I'analyse de Fourier.



