
Analyse appliquée
mat 2466

Yvan SAINT-AUBIN
université de montréal
septembre 2021





M. Cauchy annonce que, pour se conformer au voeu du Conseil,
il ne s’attachera plus à donner, comme il a fait jusqu’à présent,

des démonstrations parfaitement rigoureuses.

Conseil d’instruction de l’École Polytechnique,
24 novembre 1825





Préface

Quels étaient les motifs du Conseil de l’Éducation pour modérer les efforts
du Baron Cauchy vers la parfaite rigueur mathématique ? Le Conseil doutait-il de
la nécessité de cette rigueur ? de son caractère pédagogique ? ou de sa validité
même ? Chacun voudra y aller de ses hypothèses.

Il est clair que le débat est encore ouvert puisqu’on enseigne aujourd’hui les
mathématiques à tous les niveaux de rigueur. Des ensembles de “recettes” que
constituent plusieurs cours aux disciplines utilisant les mathématiques aux ensei-
gnements les plus abstraits où le moindre petit lemme est justifié : on en trouve
pour tous les goûts. Il est cependant rare de trouver des cours où les divers cha-
pitres sont traités avec des niveaux de rigueur différents. Les présentes notes ont
choisi ce parti. Elles oscillent entre une présentation rigoureuse de résultats ma-
thématiques et une discussion intuitive des outils et applications sous-jacents au
sujet. Le premier “style” sera aisément reconnu avec ses définitions, théorèmes et
preuves. Dans le second, j’ai quand même essayé de mettre en relief les hypothèses
cruciales et les étapes qui demanderaient des justifications moins naïves.

Ce choix pourra déplaire à plusieurs : aux futurs mathématiciens qui désire-
raient voir la discipline sérieusement et une fois pour toutes et aux physiciens, par
exemple, qui aimeraient plutôt se concentrer sur les applications spectaculaires de
l’analyse de Fourier. J’espère cependant qu’elle pourra rallier quelques lecteurs.
Les théorèmes qui sont démontrés le sont car ils forment le coeur du sujet et
qu’ils indiquent la voie à venir. Et le nombre des exemples traités plus rapidement
révèlent la richesse du domaine d’applications.

Le matériel présenté dans ces notes se trouve dans plusieurs livres. Je dois
cependant payer tribut à une source en particulier, Thomas W. Körner, dont le
livre Fourier Analysis paru aux Presses de l’Université de Cambridge, constitue un
chef-d’oeuvre de pédagogie. La présentation mathématique est tirée de ce livre.
Enfin c’est avec plaisir que je remercie Ervig Lapalme : il a lu ces notes et fait
les exercices. Ses nombreux commentaires et suggestions ont été grandement
appréciés. Yvan Saint-Aubin (1996)

Je remercie Simon St-Amant et Maxime Fortier Bourque pour leurs suggestions
et les coquilles qu’ils ont relevées. Y.S.-A. (2024)
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Chapitre 1

Séries de Fourier

A la fin du XVIIIe siècle, la mécanique classique était sur de bonnes assises
et les physiciens commençaient à se tourner vers des problèmes d’une difficulté
plus grande. Les équations de Newton régissant la mécanique et, en particulier,
la gravitation, mènent à des équations différentielles ordinaires, c’est-à-dire à des
équations ne faisant intervenir que des dérivées par rapport à une seule variable,
le temps. Les équations qui attirent les physiciens en cette fin de siècle sont des
équations aux dérivées partielles qui font intervenir des dérivées par rapport à
plusieurs variables indépendantes, telles les équations de la chaleur, de la lumière
ou des ondes, de l’électricité et du magnétisme, etc. La naissance du domaine
des mathématiques appelé « séries de Fourier » ou encore « analyse harmonique »
peut être fixée à 1807, date à laquelle Fourier présente son mémoire à l’Académie
des Sciences de Paris sur la théorie de la chaleur. Plusieurs noms sont également
attachés à la naissance de ce chapitre des mathématiques : D. Bernoulli, Euler,
d’Alembert, Dirichlet, Lagrange, etc.

1.1 Définition et exemples

Dans cette première section, nous introduisons les séries de Fourier et en pré-
sentons des exemples simples. Leur utilité est restreinte aux fonctions périodiques.

Soit f : R→ R une fonction définie sur les nombres réels et à valeurs réelles.
S’il existe un nombre réel L > 0 tel que f (x +L) = f (x) pour tout x ∈ R, alors la fonction périodique
fonction f est dite périodique de période L. Remarquons que si f est périodique
de période L, alors elle est également de période 2L, 3L, · · · . Le plus petit L tel période
que f soit périodique de période L est la période de f .

Les séries de Fourier permettent d’écrire les fonctions périodiques sous la forme
d’une somme infinie. Ecrire une fonction comme une somme infinie ne devrait pas
vous être inconnu. En effet vous connaissez déjà les séries des puissances d’une
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variable

f (x) =

∞∑
n=0

f (n)(b)

n!
(x − b)n

qui caractérisent le comportement d’une fonction f autour d’un point b. Par
exemple

sin x = x −
x3

3!
+
x5

5!
− · · · =

∞∑
n=1

(−1)n+1x2n−1

(2n − 1)!

est le développement en série de Taylor de la fonction sinus autour du point x = 0.
Les séries de Taylor exigent que les fonctions soient C∞ dans un voisinage du point
autour duquel le développement est fait, c’est-à-dire que les dérivées de tous les
ordres existent, et que les termes de la somme tendent vers 0 suffisamment vite
pour que la série ait un sens. Même avec ces conditions le rayon de convergence
peut être 0. Parmi les grands avantages des séries de Taylor est que les premiers
termes ont une interprétation géométrique : le premier terme f (b) est la valeur de
f en b, le terme f (1)(b) = f ′(b) est la pente de f en b, le troisième terme f ′′(b)
caractérise la parabole en b, etc.

Fourier ne cherchait pas une meilleure méthode d’approximer les fonctions. IlJoseph, baron Fourier
(1768-1830) cherchait à trouver des solutions à l’équation différentielle qui décrit la chaleur.

Pour une raison qui jouera un rôle important par la suite, il fut amené à considérer
les sommes de fonctions trigonométriques dont la période est un multiple de 2π :

a0
2
+

∞∑
m=1

(am cosmx + bm sinmx).

Ces sommes, si elles ont un sens, c’est-à-dire si elles convergent, sont aussi de
période 2π. Supposons en fait que ces sommes convergent uniformément vers une
fonction f :

f (x) =
a0
2
+

∞∑
m=1

(am cosmx + bm sinmx).

La convergence uniforme des séries assure la continuité de f et permet d’exprimer
les nombres am, m ∈ N ∪ {0} et bm, m ∈ N en termes de la fonction f . 1 (Notons
que les am et bm jouent ici le rôle des f (n)(b) dans le développement en série de
Taylor : ce sont les coefficients du développement en série de Fourier.) Nous allons
tout d’abord calculer l’intégrale suivante :∫ π

−π
f (x) cos nx dx =

∫ π
−π

a0
2
cos nx dx

+

∞∑
m=1

∫ π
−π
(am cosmx cos nx + bm sinmx cos nx)dx.

1. Dans ces notes l’ensemble N est l’ensemble N = {1, 2, 3, . . . } des entiers positifs et ne
contient pas le nombre 0.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
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Pour simplifier les intégrales au membre de droite, les identités trigonométriques
suivantes seront utiles

cos((m ± n)x) = cosmx cos nx ∓ sinmx sin nx
sin((m ± n)x) = ± cosmx sin nx + sinmx cos nx

et donc

cosmx cos nx = 1
2(cos((m + n)x) + cos((m − n)x))

sinmx cos nx = 1
2(sin((m + n)x) + sin((m − n)x))

sinmx sin nx = 1
2(cos((m − n)x)− cos((m + n)x)).

L’intégrale ci-dessus devient ainsi

=
a0
2

∫ π
−π
cos nx dx +

∞∑
m=1

{∫ π
−π

1

2
am(cos((m + n)x) + cos((m − n)x))dx

+

∫ π
−π

1

2
bm(sin((m + n)x) + sin((m − n)x))dx

}
Notons maintenant que∫ π

−π
cos nx dx =

∫ π
−π
sin nx dx = 0, si n ≥ 1,

et ∫ π
−π
cos 0x dx =

∫ π
−π
dx = 2π, si n = 0.

Donc l’intégrale peut être simplifiée en

=
a0
2
δn,02π +

1

2

∞∑
m=1

2πδm−n,0am

= anπ

où le delta de Kronecker δi ,j a été utilisé. Ce delta est une fonction de deux entiers
i et j qui vaut 1 si ces entiers coïncident et vaut 0 autrement. Donc :

an =
1

π

∫ π
−π
f (x) cos nx dx, n ≥ 0.

De la même façon on trouve :

bn =
1

π

∫ π
−π
f (x) sin nx dx, n ≥ 1.

Nous venons donc de montrer que si séries de Fourier

f (x) =
a0
2
+

∞∑
m=1

(am cosmx + bm sinmx).
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alors les am et bm sont donnés comme ci-dessus. (L’hypothèse de convergence
uniforme a été utilisée lorsque nous avons interverti les deux processus limites que
sont la somme

∑∞
m=1 et l’intégrale

∫ π
−π.)

Nous avons supposé ci-dessus que les am et bm étaient connus et que les
sommes où elles apparaissent convergeaient uniformément. Supposons maintenant
que le point de départ soit une fonction f : [−π, π) → R. Contrairement aux
contraintes imposées sur la fonction f pour qu’une série de Taylor puisse être
calculée, les coefficients am et bm peuvent être calculés en autant que les intégrales
ci-dessus existent, par exemple si f est continue. Ainsi f pourrait être discontinue
en un certain nombre (fini) de points. Elle pourrait même n’avoir de dérivée en
aucun point du domaine D = [−π, π) en autant que l’intégrale existe. Évidemment
il n’est plus évident qu’à partir des am et bm ainsi obtenus, il soit possible de
reconstruire f . Voici donc les questions fondamentales qui nous occuperons dans
les sections suivantes. Supposons donné une fonction f et les am et bm calculés à
l’aide des intégrales ci-dessus.

— Est-ce que les sommes partielles sm = a0/2 +
∑m
n=1(an cos nx + bn sin nx)

tendent vers f (x) en tout point x ∈ [−π, π) ? Sous quelles conditions ?
— Peut-on reconstruire f en tout point x ∈ D à partir de am et bm, à l’aide

des sommes partielles ou autrement ?
— Peut-on mesurer la « distance » entre les sommes partielles sm et la fonction

originale f ? Cette distance tend-elle vers 0 lorsque m tend vers l’infini ?
Mais avant de répondre à ces questions voici quelques exemples !

Exemple 1. Soit la fonction en créneaux définie par :

f (x) =

{
1, 0 ≤ x < π,

−1, −π ≤ x < 0.

si x ∈ [−π, π). Pour définir f sur tout l’axe réel, nous imposons la condition de
périodicité : f (x + 2π) = f (x). Ainsi f : R → R. Calculons les coefficients de
Fourier de cette fonction f . Le coefficient a0 est nul. En effet :

a0 =
1

π

∫ π
−π
f (x)dx =

1

π

(∫ 0
−π
−1dx +

∫ π
0

+1dx

)
=
1

π
(−π + π) = 0.

Remarquons que πa0 est, par définition, l’aire sous la courbe de la fonction sur
l’intervalle [−π, π). Nous aurions donc pu nous épargner ce calcul.

Les an, n > 0, se calculent similairement :

an =
1

π

∫ π
−π
f (x) cos nx dx

=
1

π

(∫ 0
−π
− cos nx dx +

∫ π
0

+cos nx dx

)
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et puisque la fonction cos est paire, le changement de variable y = −x dans la
première intégrale donne

=
1

π

(∫ 0
π

− cos ny(−dy) +
∫ π
0

cos nx dx

)
= 0.

Le fait que tous les an soient nuls vient du fait que la fonction f considérée ici est
impaire. Nous y reviendrons à la prochaine section.

Enfin les bn sont obtenus comme suit :

bn =
1

π

∫ π
−π
f (x) sin nx dx

=
1

π

(∫ 0
−π
− sin nxdx +

∫ π
0

sin nx

)
dx

et à nouveau par le changement de variable y = −x dans la première intégrale

=
1

π

(∫ 0
π

− sin(−ny)(−dy) +
∫ π
0

sin nxdx

)
=
2

π

∫ π
0

sin nxdx

= −
2

π

cos nx

n

∣∣∣π
0

=
2

πn
(1− cos nπ)

=
2

nπ
(1− (−1)n)

=

{
4
nπ , si n est impair

0, si n est pair.

Ainsi :

f (x)
?
=

∞∑
n=1
n impair

4

nπ
sin nx.

Un point d’interrogation a été placé sur le signe égal puisqu’à ce point, rien ne
nous permet d’affirmer que cette égalité soit valide. En effet, il est clair qu’elle
est fausse en certains points. Par exemple, en x = 0, tous les termes de la somme
sont nuls puisque sin n0 = 0,∀n ∈ Z. Cependant, en x = 0, la fonction f prend
la valeur 1. Malgré cette observation l’accord peut être constaté sur le graphique
suivant où les premières sommes partielles sm =

∑m
n=1,n impair 4 sin nx/nπ sont tra-

cées. La figure 1.1 donne les graphes pour les sommes sm avec m = 1, 9, 21 et 51
qui correspondent respectivement aux sommes partielles avec les 1, 5, 11 et 26
premiers termes non-nuls. On remarquera que l’accord devient meilleur lorsque m
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Figure 1.1 – Les premières sommes partielles sm (en bleu) et la fonction f (en
vert) de l’exemple 1 : sur la ligne supérieure s1 et s9, sur l’inférieure s21 et s51.

croît même si, proche de x = 0, deux pics semblent persister. Cette persistence
n’est pas fortuite. Elle est connue sous le nom de phénomène de Gibbs et ac-
compagne les sommes partielles de toutes les fonctions possédant des sauts. Nous
reviendrons à ce phénomène dans un exercice de la section 4.1.

Exemple 2. Soit la fonction f : R→ R définie par

f (x) = x2, −π ≤ x < π

et
f (x + 2π) = f (x).

Le calcul des coefficients se fait en utilisant les expressions ci-dessus. Le coefficient
a0 est calculé séparément :

a0 =
1

π

∫ π
−π
x2 dx =

1

π

x3

3

∣∣∣∣π
−π
=
1

π

(
π3

3
−
(
−
π3

3

))
=
2π2

3
.

Et maintenant les autres an, n > 0 :

an =
1

π

∫ π
−π
x2 cos nx dx

=
1

π

(
x2
sin nx

n

∣∣∣∣π
−π
− 2

∫ π
−π
x
sin nx

n
dx

)
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où cette première étape a été franchie par intégration par parties. Le premier
terme s’annule puisque sin nπ = 0,∀n ∈ N. En intégrant à nouveau par parties,
on obtient :

= −
2

πn

(
−x
cos nx

n

∣∣∣π
−π
+

∫ π
−π

cos nx

n
dx

)
.

Cette dernière intégrale s’annule et le résultat est donc :

=
2

πn2
(π cos nπ − (−π) cos(−nπ))

=
4(−1)n

n2
.

(Êtes-vous convaincu que cos nπ = (−1)n ? Assurez-vous en !) Un calcul similaire
donne :

bn = 0.

(Pouvez-vous trouver un argument simple pour obtenir les bn sans effort ?) La
série de Fourier ainsi calculée est donc :

x2
?
=
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos nx.

formules de base
des séries de Fourier

f (x) =
a0
2
+

∞∑
m=1

(am cosmx + bm sinmx)

am =
1

π

∫ π
−π
cosmx f (x) dx, m ≥ 0

bm =
1

π

∫ π
−π
sinmx f (x) dx, m ≥ 1

1*. Dans les exercices ci-dessous (et dans tout le cours), certaines intégrales Exercices
reviendront plusieurs fois. Les calculer.

Amn =
1

π

∫ π
−π
cosmx cos nx dx,

Bmn =
1

π

∫ π
−π
sinmx cos nx dx,

Cmn =
1

π

∫ π
−π
sinmx sin nx dx,

Attention au cas m = n = 0 !
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2*.Trouver les coefficients de Fourier an et bn pour les fonctions suivantes. Elles
sont données sur l’intervalle (−π, π] et prolongées périodiquement par f (x+2π) =
f (x).

(a) f (x) = 1

(b) f (x) = x

(c) f (x) = cos x

(d) f (x) = sin 3x

(e) f (x) = sin x2

(f) f (x) = | sin x |

(g) f (x) = exp(ax) où a est une constante réelle.

(h) f (x) = cosh(ax).

3*. Soit f : R→ R une fonction continue. Lesquelles des fonctions suivantes sont
périodiques ? Avec quelle période ?

(a) a(x) = f (cos x)

(b) b(x) = cos(f (x))

(c) c(x) = f (cos(x) + cos(x +
√
2))

(d) d(x) = f (cos(x) + cos( x2 ))

(e) e(x) =
∑n
i=1 cos

x
i , pour n ∈ N

(f) f (x) =
∑n
i=1 cos ix , pour n ∈ N

4. Soit f : R → R une fonction périodique de période 2π. Est-il possible de
remplacer les formules obtenues ci-dessous pour les coefficients de Fourier par les
relations :

am =
1

π

∫ α+π
α−π

cosmx f (x) dx, m ≥ 0

bm =
1

π

∫ β+π
β−π

sinmx f (x) dx, m ≥ 1

où α et β sont des nombres réels quelconques ?

5*. (a) Montrer que, pour chaque entier n ≥ 0, la fonction f̃n : [−π, π)\{0} → R
donnée par

f̃n(x) =
sin((n + 12)x)

sin x2

peut être étendue en une fonction fn sur tout [−π, π) qui soit continue.
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(b) Donner le développement en série des fonctions fn.

6. Montrer que

− ln
(
2 sin

x

2

)
=

∞∑
n=1

cos nx

n

sur D = (0, 2π). Note : Le calcul de a0 est de loin le plus difficile. Le changement
de variable t = x

2 dans l’intégrale permet de réécrire

ln 2 sin
x

2
= ln 2 + ln sin

x

2
= ln 2 + ln sin t = ln 2 + ln 2 sin

t

2
cos

t

2
.

1.2 Séries d’une parité donnée

Un domaine D ⊂ R est symétrique par rapport à l’origine ou simplement
symétrique si x ∈ D implique que −x ∈ D. Une fonction définie sur un domaine fonction paire
D symétrique est dite paire si

f (−x) = f (x), pour tout x ∈ D.

Elle est dite impaire si fonction impaire

f (−x) = −f (x), pour tout x ∈ D.

Une fonction peut être ni paire ni impaire.
Parmi les exemples les plus simples de fonctions paires sont les monômes x2n,

n ∈ N, et les fonctions cos nx , n ∈ Z. Les monômes x2n+1, n ∈ N, et sin nx,
n ∈ Z, sont impaires. Les graphes de fonctions paires ou impaires sont faciles à
reconnaître. La partie à droite de l’axe vertical du graphe d’une fonction paire est
l’image miroir par rapport à cet axe de la partie à gauche. (Voir Figure 1.2 (a).)
Pour les fonctions impaires, la partie à droite de l’axe vertical est la réflexion par
rapport à l’origine de la partie à gauche. (Voir Figure 1.2 (b).)

Les fonctions f paires ont la propriété∫ l
−l
f (x) dx = 2

∫ l
0

f (x) dx

alors que les fonctions g impaires satisfont∫ l
−l
g(x) dx = 0

en autant que l’intervalle d’intégration soit compris dans le domaine de définition
de ces fonctions. (Ces deux relations devraient être évidentes.) Notons également
que le produit de deux fonctions de même parité est paire alors que le produit de
deux fonctions de parité différente est impaire. (Exercice !) On en déduit donc que
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Figure 1.2 – Graphe de fonctions paires (sur la ligne supérieure) et impaires (sur
l’inférieure). Celles à gauche sont périodiques, celles à droite ne le sont pas.

la série de Fourier d’une fonction f paire ne contient que des termes cos nx car
tous ses coefficients de Fourier bn sont nuls∫ π

−π
f (x) sin nx dx = 0

puisque le produit (f (x) sin nx) est impair. Ainsi

p(x) =
a0
2
+

∞∑
m=1

am cosmx

si p est paire. Similairement, si la fonction i est impaire, ses coefficients an seront
nuls et

i(x) =

∞∑
m=1

bm sinmx.

La connaissance de la parité d’une fonction simplifie donc le calcul de son déve-
loppement en série de Fourier.

Les propriétés précédentes permettent également de faire des développementsprolongement
d’une parité donnée en série de sinus ou en série de cosinus uniquement. Supposons que le domaine de

la fonction f soit l’intervalle [0, π]. (Ainsi, la fonction f n’est définie en aucun des
points de [−π, 0).) Il est possible de construire deux fonctions p et i sur l’intervalle
[−π, π], la première étant paire, la seconde impaire, et qui coïncident avec f sur
l’intervalle (0, π]. Il suffit de définir

p(x) =

{
f (x), si x ≥ 0
f (−x), si x < 0
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Figure 1.3 – Le graphe d’une fonction f sur [0, π) (en haut) et de ses prolonge-
ments périodiques pair (au centre) et impair (en bas). (Pourquoi y a-t-il des points
marqués sur le graphique du bas et seulement sur celui-là ?)

pour la fonction paire p et

i(x) =


f (x), si x > 0

0, si x = 0

−f (−x), si x < 0

pour la fonction impaire i . La Figure 1.3 donne un exemple de prolongement pair
et impair d’une fonction f définie sur l’intervalle [0, π].

Puisque le prolongement pair p de f est une fonction paire, son développement
en série de Fourier ne contiendra que les termes constant et en cosinus. Quant
au développement du prolongement impair i , il ne contiendra que les termes en
sinus. Quoique fort différents, ces développements, en autant qu’ils convergent,
devraient converger vers la même fonction sur l’intervalle (0, π).

Exemple. Soit la fonction f : [0, π]→ R définie par

f (x) =

{
cos x, 0 ≤ x ≤ π

2

0, π
2 < x ≤ π.

Nous allons développer cette fonction premièrement en une série de cosinus puis
en une série de sinus.

Pour le développement en série de cosinus, nous prolongeons f en une fonction
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Figure 1.4 – La fonction f (en haut) et ses prolongements pair (au centre) et
impair (en bas).

paire p comme nous l’avons indiqué ci-dessus :

p(x) =

{
cos x, |x | ≤ π

2

0, π
2 < |x | ≤ π.

Les seuls coefficients à calculer sont les an.

a0 =
2

π

∫ π
0

p(x) dx =
2

π

∫ π
2

0

cos x dx =
2

π
sin x |

π
2

0 =
2

π
,

a1 =
2

π

∫ π
0

p(x) cos x dx =
2

π

∫ π
2

0

cos2 x dx =
2

π

(
1

2

π

2

)
=
1

2
,

et pour n ≥ 2 :

an =

∫ π
0

p(x) cos nx dx =
2

π

∫ π
2

0

cos x cos nx dx

=
2

π

∫ π
2

0

1

2
(cos(n − 1)x + cos(n + 1)x) dx

=
1

π

(
sin(n + 1)x

n + 1
+
sin(n − 1)x
n − 1

)∣∣∣∣ π2
0

.
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Puisque

sin(n + 1)π2
n + 1

=

0, si n est impair,
(−1) n2
n + 1

, si n est pair,

alors, si n est pair :

an =
1

π

(
(−1) n2
n + 1

−
(−1) n2
n − 1

)
=
(−1) n2
π

n − 1− n − 1
n2 − 1 = −

2(−1) n2
π(n2 − 1) .

(Pourquoi le calcul de a1 a-t-il été distingué du calcul de an pour n quelconque ?)
Donc

f (x)
?
=
1

π
+
1

2
cos x −

2

π

∞∑
n=2
n pair

(−1) n2
n2 − 1 cos nx.

Remarquons que si cette égalité tient, le membre droit doit s’annuler pour tout
π
2 ≤ |x | ≤ π et doit suivre le cos x pour |x | ≤ π

2 .
Pour le développement en série de sinus, f est prolongée en la fonction i :

i(x) =


0, −π < x < −π2 ,
− cos x, −π2 ≤ 0 < 0,
cos x, 0 ≤ x ≤ π

2 ,

0, π
2 < x ≤ π.

Maintenant le calcul se limite aux coefficients bn.

b1 =
2

π

∫ π
2

0

cos x sin x dx =
2

π

1

2

∫ π
2

0

sin 2x dx = −
1

π

cos 2x

2

∣∣∣∣ π2
0

=
1

π

et si n ≥ 2 :

bn =
2

π

∫ π
2

0

cos x sin nx dx

=
2

π

1

2

∫ π
2

0

(sin(n + 1)x + sin(n − 1)x) dx

= −
1

π

(
cos(n + 1)x

n + 1
+
cos(n − 1)x
n − 1

)∣∣∣∣ π2
0

=


2

π

n

n2 − 1 , n pair,

2

π

n + (−1)(n+1)/2

n2 − 1 , n impair.
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La dernière étape vous demandera peut-être de prendre un crayon... Ainsi

i(x)
?
=
1

π
sin x +

2

π

∞∑
n=2
n pair

n

n2 − 1 sin nx +
2

π

∞∑
n=3
n impair

n + (−1)(n+1)/2

n2 − 1 sin nx.

7*. Identifier les fonctions paires, les impaires et celles qui n’ont pas de paritéExercices
donnée.

(a) a(x) = cos x2

(b) b(x) = sin(−x3)

(c) c(x) = exp(−x2) tan x

(d) d(x) = cos2(sin x)

(e) e(x) = cos2(x + α), α ∈ R

(f) f (x) =
1

x2 + a2
, a ̸= 0

(g) g(x) =
1

x3 + a3
, a ̸= 0

8*. Soit p : R → R une fonction paire et i : R → R une impaire. Quelle est la
parité des fonctions suivantes ?

(a) p + p, p + i , i + i

(b) p · p, p · i , i · i

(c) p ◦ p, p ◦ i , i ◦ p, i ◦ i
Note : (f · g)(x) = f (x) g(x) et (f ◦ g)(x) = f (g(x)).

9*. Développer les fonctions suivantes, définies sur [0, π], en série de cosinus.

(a) f (x) = sin x

(b) f (x) = x

(c) f (x) = x + x2

10. (a) Développer la fonction f (x) = 1, définie sur [0, π] en série de sinus.

(b) En supposant la convergence de la série calculée en (a) aux points où la
fonction prolongée est continue, démontrer l’expression suivante :

π

4
= 1−

1

3
+
1

5
−
1

7
+ . . .
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11*. Existe-t-il des fonctions qui soient à la fois paires et impaires ?

12*. Soit f : [0, π2 ]→ R une fonction continue. Sauriez-vous proposer un prolon-
gement f̃ : (−π, π]→ R de f qui coïncide avec f sur [0, π2 ] et tel que sa série de
Fourier ne contienne que

(a) les termes cos nx avec n impairs ?

(b) les termes sin nx avec n pairs ?

13. (a) Montrer que, pour toute fonction f : R → R, il existe une fonction paire
p et une impaire i telles que f (x) = p(x) + i(x), ∀x ∈ R.

(b) Si f est continue, est-ce que les fonctions p et i le sont également ?

14. Si p est une fonction paire, sa dérivée p′ possède-t-elle une parité ? Laquelle ?

1.3 Séries de période L

Les fonctions étudiées à la section 1.1 étaient de période 2π. Le but de la pré-
sente section est d’étendre notre discussion aux fonctions de période quelconque.
Soit f : R→ R une fonction périodique de période L :

f (x + L) = f (x).

Alors la fonction φ : R→ R définie par φ(x) = f (Lx/2π) est de période 2π :

φ(x + 2π) = f

(
L(x + 2π)

2π

)
= f

(
Lx

2π
+ L

)
= f

(
Lx

2π

)
= φ(x)

où nous avons utilisé la périodicité de f pour établir la troisième égalité.
Nous connaissons les expressions des coefficients an et bn pour le développe-

ment en série de φ :

φ(x) = f

(
Lx

2π

)
=
a0
2
+

∞∑
m=1

(am cosmx + bm sinmx).

Nous pouvons écrire ces expressions en termes de la fonction f comme suit :

an =
1

π

∫ π
−π
φ(x) cos nx dx, n ≥ 0

=
1

π

∫ L/2
−L/2

f

(
Lx

2π

)
cos

(
2πnt

L

)
2π

L
dt, où t =

Lx

2π

=
2

L

∫ L/2
−L/2

f (t) cos

(
2πnt

L

)
dt
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et similairement

bn =
2

L

∫ L/2
−L/2

f (t) sin

(
2πnt

L

)
dt, n ≥ 1.

Les expressions ci-dessus donnent donc les coefficients an et bn du développement
en série de f :

f (t) =
a0
2
+

∞∑
m=1

(
am cos

(
2πmt

L

)
+ bm sin

(
2πmt

L

))

qui est obtenu de celui de φ en remplaçant simplement x par 2πt/L.

Exemple. Développons en série de cosinus la fonction f : [0, 1]→ R définie par

f (x) =

{
1− xh , 0 ≤ x ≤ h,
0, h ≤ x ≤ 1,

où h est un nombre tel que 0 < h < 1.

-� - �

�
- �

�

�

�

�

�
�

�

Figure 1.5 – La fonction g pour h = 1
3 .

Puisque nous désirons une série de cosinus, il faut prolonger f sur l’intervalle
[−1, 0) de façon à ce que la fonction prolongée soit paire. La fonction g : [−1, 1]→
R sur le graphe ci-dessus remplit cette condition. Puisque la fonction g est définie
sur [−1, 1], nous devons fixer la période L = 2. Le coefficient a0 est l’aire sous la
courbe et est donc égale à h. Les autres coefficients (n ≥ 1) sont donnés par la
formule ci-dessus avec L = 2 :

an =
2

2

∫ +1
−1

g(x) cos

(
2πnx

2

)
dx.
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Puisque la fonction est paire :

= 2

∫ h
0

(
1−

x

h

)
cosπnx dx

= 2

(
sinπnx

πn

∣∣∣∣h
0

−
1

h

(
x sinπnx

πn
+
1

πn

cosπnx

πn

)∣∣∣∣h
0

)

où nous avons intégré le second terme par parties. Ainsi

an =
2

hπ2n2
(1− cosπnh).

Comme il se doit, les coefficients dépendent du paramètre h décrivant l’ouverture
de la « dent » dans le graphe de g.

série de Fourier
de période L

f (t) =
a0
2
+

∞∑
m=1

(
am cos

(
2πmt

L

)
+ bm sin

(
2πmt

L

))

an =
2

L

∫ L/2
−L/2

f (t) cos

(
2πnt

L

)
dt, n ≥ 0

bn =
2

L

∫ L/2
−L/2

f (t) sin

(
2πnt

L

)
dt, n ≥ 1

15*. Développer en série de Fourier la fonction en créneaux f (x) = (−1)[x ] où [x ] Exercices
dénote la partie entière de x : [x ] = n, où n ∈ Z est l’entier tel que n ≤ x < n+1.

16. Développer en série de Fourier la fonction donnée par f (x) = x sur (−1, 1] et
de période 2.

17*. Développer en série de Fourier la fonction g de période 2 donnée sur (−1, 1]
par g(x) = |x |.

18*. (a) Obtenir les coefficients de la série de sinus de la fonction f (x) donnée
sur le graphique ci-dessous. (Le graphe est constitué de deux segments de droite,
le maximum (= 1) étant situé en x = θ, 0 < θ < L.)
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(b) Soit f , g : [0, L] → R deux fonc-
tions dont les développements en sé-
rie de sinus existent et dont les co-
efficients sont bfn et bgn . Si f (x) =
g(L−x), pour x ∈ [0, L], trouver une
relation entre bfn et bgn . Que pouvez-
vous dire des coefficients calculés en
(a) ?

θ �

�

Figure 1.6 – La corde pincée f

(c) Où une corde de guitare devrait-elle être pincée pour que l’amplitude de la
première harmonique (c’est-à-dire le terme n = 2) soit maximale ? (On supposera
que la déformation, lors du pincement, est de la forme donnée en (a)).

1.4 Séries complexes

Une autre forme des séries de Fourier est usuelle : c’est celle des séries com-
plexes. Les fonctions de base, c’est-à-dire les fonctions cos nx et sin nx , sont rem-
placées par les exponentielles complexes e inx . Avant d’exprimer les coefficients pour
ces séries, rappelons quelques définitions et propriétés élémentaires des nombres
complexes.

Un nombre z = a + ib où a et b sont deux nombres réels et i est une desnombres complexes
deux racines (fixée) de −1 (i =

√
−1) est dit un nombre complexe. Le nombre a

est la partie réelle de z et b sa partie imaginaire. La somme et le produit de deux
nombres complexes z1 = a1 + ib1 et z2 = a2 + ib2 sont donnés par

z1 + z2 = (a1 + a2) + i(b1 + b2)

z1z2 = (a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + a2b1).

Le conjugué complexe du nombre z est noté z∗ et est égal à z∗ = a− ib. Sa valeur
absolue est notée |z | et est le nombre non négatif

√
a2 + b2. 2 Enfin, une relation

remarquable relie les fonctions sinus et cosinus à la fonction exponentielle :

formule d’Euler e iθ = cos θ + i sin θ.

Elle est parfois connue sous le nom de formule d’Euler. Si le nombre θ est un
nombre réel, alors |e iθ| =

√
cos2 θ + sin2 θ = 1. L’ensemble des nombres com-

plexes est dénoté par C. Si ce rappel vous semble trop rapide, je vous somme
d’aller faire les premiers exercices ci-dessous. Les nombres complexes joueront un
rôle capital dans ce qui suit !

Utilisant la formule d’Euler, on peut exprimer les fonctions cosinus et sinus
comme combinaison linéaire d’exponentielles :

cos nx = 1
2(e

inx + e−inx) et sin nx = 1
2i (e

inx − e−inx).

2. Un nombre non négatif est un nombre positif ou nul. Un nombre positif n’est pas nul.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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Considérons une somme partielle de la série de Fourier d’une fonction f :

a0
2
+

r∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx)

et remplaçons les fonctions cosinus et sinus par les exponentielles :

a0
2
+

r∑
n=1

1

2
(an(e

inx + e−inx)− ibn(e inx − e−inx))

=
a0
2
+

r∑
n=1

(
1

2
e inx(an − ibn) +

1

2
e−inx(an + ibn)

)
.

Ainsi, avec la définition :

c0 =
1
2a0,

cn =
1
2(an − ibn), n ≥ 1,

c−n =
1
2(an + ibn), n ≥ 1,

nous pouvons réécrire la somme partielle sous la forme compacte :

r∑
n=−r

cne
inx .

(Pourquoi seules les sommes partielles
∑r
m=1 ont-elles été considérées ici plutôt

que toute la série de Fourier
∑∞
m=1 ? Parce qu’en général, il n’est pas possible

d’intervertir l’ordre d’un nombre infini de termes dans une série sans en changer
le résultat. Or, c’est précisément ce que nous avons fait ici.)

Quant aux coefficients cn, ils peuvent être également exprimés comme inté-
grales simples de la fonction originale f . Par exemple, pour cn, n ≥ 1

cn =
1
2(an − ibn) =

1

2π

(∫ π
−π
f (x) cos nx dx − i

∫ π
−π
f (x) sin nx dx

)
=
1

2π

∫ π
−π
f (x)(cos nx − i sin nx)dx

=
1

2π

∫ π
−π
f (x)e−inxdx.

Un exercice facile vous convaincra que cette formule vaut également pour n ≤ 0.
Pour certaines fonctions, le calcul des coefficients cn est plus aisé que celui des an
et bn.

Exemple. Développons la fonction cosh x en série d’exponentielles sur l’intervalle
[−π, π]. Puisque

cosh x = 1
2(e

x + e−x),
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le calcul des cn est particulièrement simple

cn =
1

2π

∫ π
−π

1

2
(ex + e−x)e−inxdx

=
1

4π

∫ π
−π
(ex(1−in) + ex(−1−in))dx

=
1

4π

(
ex(1−in)

1− in +
ex(−1−in)

−1− in

)∣∣∣∣π
−π

=
(−1)n

4π

(
eπ − e−π

1− in +
e−π − eπ

−1− in

)
=
(−1)n sinhπ
π(1 + n2)

.

Donc

cosh x
?
=
∑
n∈Z

(−1)ne inx sinhπ
π(1 + n2)

, −π ≤ x ≤ π.

Nous allons nous préoccuper des problèmes de rigueur à partir du chapitre 2.
Nous ferons alors un rappel des principales définitions nécessaires à cette étude
fine. Cependant il est utile d’introduire immédiatement le concept de continuité
sur le cercle. Soit f : [−π, π) → R une fonction. Son prolongement périodique
f̃ : R → R est défini comme d’habitude par f̃ (x) = f (x + 2πn) où n est l’entier
∈ Z tel que x + 2πn ∈ [−π, π). La fonction f est continue sur le cercle si f̃ estcontinuité sur le cercle
continue sur R. La continuité de f sur le cercle est légèrement plus exigeante que
la continuité de f sur [−π, π) : elle ajoute l’exigence que f̃ soit continue en π, ce
qui se traduit sur la fonction f par les égalités suivantes entre les deux limites de
f aux points ±π :

f (−π) = lim
x→−π+

f (x) = lim
x→π−

f (x).

Cette définition est en fait un exemple de définition de la continuité d’une
fonction sur une variété. A ce point, vous n’avez probablement rencontré que la
définition de continuité d’une fonction en un point ou sur un intervalle de R. Il est
possible de définir la continuité de fonctions sur des espaces qui ressemblent à des
espaces euclidiens (tels les Rn) mais qui n’en sont pas. Un exemple simple est fourni
par la fonction T qui donne la température en chaque point du globe. Son domaine
n’est pas un sous-ensemble du plan mais bien la surface de la terre, c’est-à-dire
une sphère. Dans notre exemple, la « bonne » surface est un cercle. Pour le définir
correctement, considérons d’abord le cercle de rayon unité paramétré par l’angle
θ ∈ [−π, π). Sur cet ensemble un intervalle ouvert peut-être de trois types : (i) ce
peut être le cercle en entier, (ii) un intervalle ouvert (a, b) avec −π ≤ a < b ≤ π
qui est défini comme d’habitude comme étant l’ensemble des points du cercle
correspondants aux valeurs de θ qui sont dans {θ | a < θ < b}, et (iii) un sous-
ensemble noté (a, b) avec −π ≤ b < a < π qui est l’ensemble de points du cercle
correspondants aux valeurs de θ dans {θ | a < θ < π ou −π ≤ θ < b}. Notons que
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Figure 1.7 – À gauche l’intervalle {θ | a = −π4 < θ < b = π
4 } de type (ii) et à

droite l’intervalle{θ | a = 3π
4 < θ < π ou − π < θ < b = − 3π4 } de type (iii).

si b < a, l’intervalle ouvert (a, b) contient le point correspondant à −π. De plus,
tout intervalle ouvert contenant le point −π contient un sous-intervalle (π− ϵ, π)
avec ϵ > 0. Le cercle T1 est le cercle paramétré par θ muni des d’intervalles ouverts le cercle T1
que nous venons de décrire. 3 La continuité sur l’ensemble T1 que nous venons de
définir est alors la continuité sur le cercle que nous avons définie ci-dessus. Nous
noterons maintenant souvent les intégrales sur l’intervalle [−π, π) comme suit∫ π

−π
f (x) dx =

∫
T1
f (x) dx.

formules pour les séries
d’exponentiellesf (x) =

∑
n∈Z

cne
inx

cn =
1

2π

∫
T1
f (x)e−inxdx, n ∈ Z.

19. Poser z1 = a1+ ib1 et z2 = a2+ ib2 où a1, b1, a2 et b2 sont des nombres réels. Exercices
Montrer que

(a) z1z∗2 − z∗1z2 est un nombre imaginaire pur

(b) et que z1/z2 + z∗1/z
∗
2 est un nombre réel si z2 ̸= 0.

Note : Rappelons qu’un nombre complexe z est un nombre réel si z = z∗ et un
imaginaire pur si z = −z∗.

20*. Si z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1) et z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2), r1, r2, θ1, θ2 ∈ R,
montrer en utilisant des identités trigonométriques que :

3. Le choix de la lettre T1 pour le cercle vient de tore. Le cercle est un tore à une dimension
et la surface d’un beigne est un tore à deux dimensions.
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(a) 1/z1 = (cos θ1 − i sin θ1)/r1

(b) z∗1 = r1(cos θ1 − i sin θ1)

(c) z1z2 = r1r2(cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2))

(d) zn1 = rn1 (cos nθ1 + i sin nθ1) qui est connue sous le nom de formule de deformule de de Moivre
Abraham de Moivre
(1667-1754

Moivre.

21*. Obtenir le développement en série d’exponentielles des fonctions suivantes
définies sur T1.

(a) f (x) = x . (Vérifier dans ce cas le résultat avec celui du second exercice de la
section 1.)

(b) f (x) = sin ax , pour a ∈ R

22*. Nous avons restreint notre discussion des séries de Fourier et des séries d’ex-
ponentielles à des fonctions à valeurs réelles. Cependant ce traitement s’étend sans
changement aux fonctions qui prennent des valeurs complexes : f : R→ C. Dans
ce cas les cn sont tous indépendants. Certaines propriétés sur f se matérialisent
par des relations sur les cn.

(a) Montrer que, si f est à valeur réelle, alors cn = c∗−n.

(b) Quelles propriétés vérifient les cn si f est une fonction paire ?

(c) Et si f est une fonction impaire ?

(d) Et si f est une fonction de période 2πn , n ∈ N, qui a été développée comme si
sa période était 2π ?

23*. (a) Soit f , g et h les fonctions définies sur l’intervalle [−π, π) par f (x) = 1,
g(x) = x et h(x) = x2 respectivement et étendues sur l’axe réel par périodicité.
Lesquelles de ces trois fonctions sont continues sur le cercle ?

(b) Lesquelles sont continues sur le cercle et ont une dérivée continue sur le
cercle ?

24*. (a) Montrer : Soit f : T1 → R une fonction qui soit (n−1) fois continûment
différentiable sur le cercle et telle que f (n−1) soit différentiable avec dérivée conti-
nue (sur le cercle) sauf en un nombre fini de points x1, x2, . . . , xl . Si |f (n)(x)| ≤ M
partout en x /∈ {x1, x2, . . . , xl}, alors les coefficients du développement en série
complexe vérifient : |cr | ≤ M/|r |n, pour r > 0.

(b) Obtenir le développement en exponentielles de f : T1 → R donné par f (x) =
x(x2 − π2). Vérifier que les cr satisfont (a).

25*. Le but de cet exercice est de construire des fonctions dont le m-ième co-polynômes de Bernoulli
efficient de Fourier est simplement une puissance (négative) de m. Le résultat

https://fr.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre
https://fr.wikipedia.org/wiki/Jacques_Bernoulli
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intervient dans plusieurs domaines des mathématiques et particulièrement en com-
binatoire. On définit une famille de polynômes Bn, n ≥ 0, par les deux relations :

Bn(x + 1)− Bn(x) = nxn−1 (i)

dBn
dx
(x) = nBn−1(x), si n ≥ 1 (ii)

et les deux conditions

B0(x) = 1, (iii)

le polynôme Bn est de degré n et (iv)∫ 1
0

Bn(x)dx = 0, si n ≥ 1. (v)

Les polynômes Bn ainsi construits sont appelés les polynômes de Bernoulli.

(a) Construire B1(x) et B2(x). Note : Poser B1(x) = ax+b, B2(x) = cx2+dx+e
et utiliser les relations ci-dessous pour fixer les a, b, c, d, e. Vous devrez construire
partiellement B3(x).

(b) Identifier le cercle à l’intervalle [0, 1) où les extrémités sont recollées et noter
par le même caractère Bn la restriction des polynômes à cet intervalle : Bn :
T1 → R pour tout n ≥ 0. Montrer que les (n − 2) premières dérivées de Bn(x)
sont continues sur le cercle. Note : Cette question consiste donc à montrer que
B
(i)
n (0) = B

(i)
n (1) pour i = 0, 1, . . . , n − 2.

(c) Se convaincre, par intégration par parties, que les intégrales∫ 1
0

xn cos 2πmx dx et
∫ 1
0

xn sin 2πmx dx

sont de la forme
n∑
i=0

di
mi
, ci ∈ R.

(d) Montrer que les Bn(x) ont la parité (−1)n par rapport au point x = 1
2 , c’est-

à-dire, montrer que Bn( 12 + ϵ) = (−1)
nBn(

1
2 − ϵ). Note : par induction.

(e) En utilisant l’exercice précédent, montrer que les séries de Fourier de Bn sont

Bn(x) = cn
∑
m∈N

sin 2πmx

mn
, n impair,

et

Bn(x) = cn
∑
m∈N

cos 2πmx

mn
, n pair.
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(f) Montrer que la constante cn est donnée par

cn =


2(−1) n+12 n!
(2π)n

, n impair,

2(−1) n2+1n!
(2π)n

, n pair.

Note : Pour cela, commencer par montrer que le coefficient de xn dans Bn est
égal à 1.

(g) Montrer que la fonction génératrice des polynômes de Bernoulli est :

text

et − 1 =
∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
.

Note : Nous introduirons plus loin, à la section 3.4, le concept de fonction géné-
ratrice. Si vous n’êtes pas familiers avec ce concept, ignorez (pour l’instant) cet
exercice.

1.5 La corde vibrante

Les séries de Fourier ont été introduites dans le but de résoudre l’équation de la
chaleur. Leur rôle peut être aisément étendu aux équations aux dérivées partielles
linéaires dont font partie, outre l’équation de la chaleur, l’équation des ondes (qui
décrit la corde vibrante, le tambour ou les ondes électromagnétiques), l’équation
du fléchissement des poutres, etc. A la section 3.1, nous reverrons les définitions
relatives aux équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles. Pour la
section présente, aucune connaissance particulière n’est supposée sur ce sujet.

Nous n’étudierons ici qu’une seule application : la solution de l’équation de
la corde vibrante qui décrit entre autres la dynamique des cordes du violon, de
la guitare et du piano. D’origine physique, ce problème révèle la puissance des
séries de Fourier. Avant de passer à ce problème, nous allons cependant résoudre
un problème plus simple, celui de la corde plombée. Les techniques utilisées nous
indiqueront la voie pour la corde vibrante et certaines propriétés remarquables
seront redécouvertes dans les sections suivantes (3.2 et 3.3).

Dans les deux cas, notre discussion suivra les étapes suivantes :

1. description de l’équation d’évolution,

2. séparabilité et solution générale,

3. conditions initiales.

1.5.1 La corde plombée

1. L’équation de la corde plombée — Une corde plombée est une corde tendue
de masse nulle sur laquelle sont fixés à distance égale n poids de masse égale m.



1.5. La corde vibrante 25

La position d’équilibre correspond à la corde rectiligne. (Voir la figure 1.8.) Nous
restreindrons le mouvement de ces masses à un plan. Pour obtenir l’équation du
mouvement de ce système, nous ferons deux hypothèses : premièrement, les com-
posantes horizontales de la tension des cordes à gauche et à droite de chacune des
masses s’annulent (ce qui implique que le mouvement longitudinal de ces masses
est nul) et, deuxièmement, le déplacement transversal (c’est-à-dire vertical) est
petit par rapport à la distance l entre les masses. Cette dernière hypothèse est
souvent appelée l’hypothèse des petites oscillations. Le déplacement vertical de la
i-ième masse par rapport à sa position d’équilibre sera noté xi .

��

Figure 1.8 – La corde plombée n = 3 à sa position d’équilibre (en haut) et dans
en vibration (en bas)

Le point de départ est l’équation du mouvement de Newton F = ma que
nous devons écrire pour chacune des masses. L’accélération est évidemment la
dérivée seconde d2xi/dt2. La seule force sur la masse mi , 1 ≤ i ≤ n, est due à
la tension dans la corde. Puisque le déplacement n’est que selon l’axe vertical,
seule la composante verticale de la tension T entre en jeu. Ainsi la force Fi sur
mi (1 < i < n) sera la somme des composantes verticales de la tension dans les
segments de la corde à gauche et à droite de la masse. La composante verticale de
la tension dans le segment gauche est T sin θi−1,i où θi−1,i est l’angle que la corde
entre mi−1 et mi fait par rapport à l’horizontale. (Nous avons utilisé ici le fait
que la tension dans la corde est constante et égale à T .) Si les déplacements xi−1
et xi sont petits, alors le sinus est approximativement égal à −(xi − xi−1)/l . Une
expression similaire est obtenue pour le segment à droite de mi . Ainsi l’équation
de Newton mai = Fi pour la i-ième masse (1 < i < n) est :

m
d2xi
dt2

= −T (
xi − xi−1

l
+
xi − xi+1

l
)

= −
T

l
(−xi−1 + 2xi − xi+1).

Puisque les oscillations sont petites (seconde hypothèse), le rapport Tml est presque
constant ; nous le poserons égal à 1. (Y perd-t-on en généralité ?) Alors l’équation
ci-dessus devient simplement

d2xi
dt2

= −(−xi−1 + 2xi − xi+1).
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Les deux poids extrêmes vérifient les équations :

d2x1
dt2

= −(2x1 − x2)

d2xn
dt2

= −(−xn−1 + 2xn).

(Pourquoi ?) Ces équations sont donc les équations du mouvement de la corde
plombée.

Ce système d’équations différentielles ordinaires peut être mis sous la forme
matricielle

d2x⃗

dt2
= −Ax⃗ (∗)

où

x⃗ =



x1
x2
x3
...

xn−1
xn


∈ Rn et A =



2 −1 0 · · · 0 0

−1 2 −1 · · · 0 0

0 −1 2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 2 −1
0 0 0 · · · −1 2


∈ Rn×n.

Pour le physicien, ce système décrit l’évolution au cours du temps des n poids. Pour
le mathématicien, il s’agit d’un système d’équations différentielles (à cause des d

2xi
dt2

qui y interviennent) qui décrit la dépendance des fonctions xi en fonction de leur
argument t. Résoudre ce système, c’est donner les n fonctions xi explicitement.
C’est ce que nous faisons à la prochaine étape.

2. Une hypothèse simplificatrice et la solution générale — Comment résoudre ce
système d’équations différentielles ordinaires ? La solution générale de l’équation
différentielle

d2y

dt2
= −ay

où y = y(t) est une fonction réelle du temps t et a une constante positive est
bien connue :

y = α cos
√
at + β sin

√
at

où α et β sont des constantes réelles. (Que cette fonction soit une solution peut
être vérifiée directement. Que cette fonction soit la solution générale vient du fait
que l’équation différentielle étant du second ordre, sa solution générale dépend de
deux constantes réelles, ici α et β. Nous en reparlerons à la section 3.1.) Nous
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allons chercher une solution du système (∗) de forme similaire. Soit

x⃗ =



x10
x20
x30
...

xn−1,0
xn0


cosωt = x⃗0 cosωt

où ω est une constante à déterminer et x⃗0 un vecteur constant ∈ Rn également à
déterminer. Nous aurions pu prendre tout aussi bien sinωt plutôt que cosωt ; nous
en aurons d’ailleurs besoin pour écrire la solution générale. Cette forme particulière
de la solution recherchée x⃗ implique que :

toutes les variables xi auront la même dépendance en t,
c’est-à-dire elles oscilleront avec la même fréquence.

Puisque ω et x⃗0 sont des constantes, la dérivée seconde de x⃗ se calcule aisé-
ment :

d2x⃗

dt2
=
d2

dt2
(x⃗0 cosωt) = −x⃗0ω2 cosωt = −ω2x⃗ .

Le système différentiel (∗) devient alors

−ω2x⃗ = −Ax⃗
0 = (A− ω2I)x⃗

où I est la matrice identité. Puisque cette égalité doit être satisfaite pour tout t,
nous devons avoir :

0 = (A− ω2I)x⃗0.

Mais cette équation est un problème matriciel. Le vecteur x⃗0 sera non-nul que si
(A− ω2I) est singulière. Ainsi :

la solution du système différentiel est réduit au problème
de trouver les valeurs propres ω2 de la matrice A.

Avant même de commencer le travail, nous pouvons observer que la matrice
A est symétrique. De cette observation suivent les propriétés suivantes :

la matrice A est diagonalisable, ses valeurs propres sont réelles et
il existe une base orthonormale constituée de ses vecteurs propres.
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Ceci est un résultat d’algèbre linéaire. Mais ceci termine la recherche de la solution
générale du système (∗) ! Le système (∗) contient n équations du second ordre.
La solution générale fera donc intervenir 2n constantes. Or la matrice A possède
n vecteurs propres linéairement indépendants et chacun fournit une solution

x⃗ i0 cosωi t

où ωi est la racine carrée de la i-ième valeur propre de A (1 ≤ i ≤ n) et x⃗ i0 le
vecteur propre correspondant. Mais, comme nous l’avons dit plutôt, nous aurions
pu également considérer les solutions

x⃗ i0 sinωi t

qui forment, avec les précédentes, 2n solutions linéairement indépendantes. La
solution générale du système (∗) est donc une combinaison linéaire de ces 2n
solutions. Chacune de ces 2n solutions est appelé un mode propre de la corde mode propre

fréquence propre
spectre

plombée. Les constantes ωi , 1 ≤ i ≤ n, sont appelées fréquences propres ou na-
turelles et leur ensemble est appelé le spectrede la corde plombée.

3. Conditions initiales — Ce résultat d’existence peut « vous laisser sur votre
faim »... Voici donc un exemple particulier où nous décrirons une solution particu-
lière pour la corde plombée avec trois masses (n = 3). Pour obtenir une solution
particulière, il faut spécifier complètement les conditions initiales. Puisque l’équa-
tion de Newton est du second ordre, il faut donner les positions et vitesses initiales
des n masses. Dans le cas n = 3, il faudra donc donner les six constantes :

x1(0), x2(0), x3(0),

dx1
dt
(0),

dx2
dt
(0),

dx3
dt
(0).

Commençons par trouver les modes propres. La matrice à diagonaliser est

A =

 2 −1 0

−1 2 −1
0 −1 2

 .
Le polynôme caractéristique est det(A− xI) = −4+ 10x − 6x2 + x3 où, il faut se
rappeler, x a été mis pour ω2. Les trois valeurs propres sont donc : 2−

√
2, 2, 2+

√
2.

Les vecteurs propres associées sont, dans l’ordre :

x⃗10 =

 1√2
1

 , x⃗20 =

 10
−1

 et x⃗30 =

 1

−
√
2

1

 .
Nous venons donc de trouver six solutions linéairement indépendantes. Deux modes
propres correspondent à la fréquence la plus basse : 1√2

1

 cos√2−√2t et

 1√2
1

 sin√2−√2t.
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Les quatre autres modes peuvent être écrits similairement. La solution générale
pour n = 3 est donc

x⃗ =x⃗10 (α1 cosω1t + β1 sinω1t)

+ x⃗20 (α2 cosω2t + β2 sinω2t)

+ x⃗30 (α3 cosω3t + β3 sinω3t)

qui dépend, comme il se doit, de six constantes arbitraires : α1, α2, α3 et β1, β2,
β3.

Figure 1.9 – Les trois configurations propres de la corde plombée n = 3

Ces modes sont représentés à la figure 1.9. Les modes propres avec la fréquence
propre la plus faible ω1 =

√
2−
√
2 correspond à une configuration où les trois

masses forment un seul ventre. Les modes correspondant à la seconde fréquence
ω2 =

√
2 montrent deux ventres et les modes pour la plus grande fréquence

ω3 =
√
2 +
√
2 en ont trois.

Soit les conditions initiales suivantes :

x1(0) = 1, x2(0) = 0, x3(0) = 1

dx1
dt
(0) = 0,

dx2
dt
(0) = 0,

dx3
dt
(0) = 0.

Pour trouver la solution particulière correspondant à ces conditions initiales, il
faut donc fixer les constantes indéterminées α1, α2, α3 et β1, β2, β3 de la solution
générale ci-dessus de façon à ce que

x⃗(0) =

10
1

 et
dx⃗

dt
=

00
0

 .
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En prenant la dérivée de la solution générale et en l’évaluant en t = 0, nous
obtenons :

0 =
dx⃗

dt
(0)

= x⃗10ω1β1 + x⃗
2
0ω2β2 + x⃗

3
0ω3β3.

Puisque les trois vecteurs propres sont linéairement indépendants, il faut donc que
β1 = β2 = β3 = 0. Posons maintenant t = 0 dans la solution

x⃗(0) = x⃗10α1 + x⃗
2
0α2 + x⃗

3
0α3

=

10
1

 .
Un rapide coup d’oeil montre que la solution est α1 = α3 =

1
2 et α2 = 0. La

solution désirée est donc

x⃗ = 1
2 x⃗
1
0 cosω1t +

1
2 x⃗
3
0 cosω3t.

Passons maintenant au problème continu.

1.5.2 La corde vibrante

1. L’équation de la corde vibrante — Considérons une corde fixée entre 0 et L
ne vibrant que dans un plan de l’espace et notons u(x, t) l’écart (vertical) d’un
élément de corde ∆x centré au point x et au temps t. La densité linéaire de la
corde sera notée ρ. Nous ferons les deux mêmes hypothèses que précédemment.
La première stipule que la corde demeure de densité constante (c’est-à-dire qu’il
n’y a pas de vibrations longitudinales) et donc que la tension T dans la corde est
partout la même. La seconde est celle des petites oscillations : u(x, t)≪ L.

Comme précédemment le point de départ est l’équation de Newton : F = ma.
Ici cependant, la corde est un milieu continu et nous nous concentrerons sur un
élément de longueur ∆x qui jouera le rôle d’un des poids. La masse de cet élément
est ρ∆x . L’accélération a de l’élément est la dérivée seconde de u par rapport
à t évaluée au point x où est situé l’élément ∆x . Les forces (verticales) sur cet
élément sont les parties verticales de la tension dans la corde aux deux extrémités
de l’élément. Ainsi l’équation du mouvement ma = F se lit :

ρ∆x
∂2

∂t2
u(x, t) = partie verticale de (T2)− partie verticale de (T1).

Les parties verticales sont obtenues à l’aide des sinus des angles θ1 et θ2 définis
sur la figure.

= T (sin θ2 − sin θ1)
∼= T (tan θ2 − tan θ1).
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Figure 1.10 – La corde vibrante (en haut) et un agrandissement d’un élément ∆x
avec les forces qui agissent sur lui (en bas).

Pour cette dernière étape, nous avons utilisé le fait que les fonctions sin et tan sont
les mêmes pour des arguments suffisamment petits. Plus précisément, le premier
terme du développement en série de Taylor autour de 0 de sin et de tan coïncident.
C’est ici que nous utilisons l’hypothèse des petites oscillations. Puisque la tangente
de θ1 est précisément la pente de la droite tangente au graphe de u en x − ∆x2 , on
peut remplacer tan θ1 par ∂u∂x (x −

∆x
2 , t) et similairement pour tan θ2 :

∼= T
(
∂u

∂x
(x +

∆x

2
, t)−

∂u

∂x
(x −

∆x

2
, t)

)
et alors

∂2

∂t2
u(x, t) ∼=

T

ρ

(
∂u
∂x (x +

∆x
2 , t)−

∂u
∂x (x −

∆x
2 , t)

)
∆x

.

Pour ∆x suffisamment petit, le membre de droite devient T/ρ fois la dérivée
seconde de u par rapport à x . L’équation de la corde vibrante que nous étudierons équation de la

corde vibranteest donc
∂2

∂t2
u(x, t) = a2

∂2

∂x2
u(x, t). (∗∗)

La constante positive T/ρ a été remplacée par la constante a2. Cette équation
est un exemple classique d’équations différentielles aux dérivées partielles. Elle est linéarité
linéaire, c’est-à-dire si u1 et u2 sont des solutions, alors cu1 et u1 + u2 (où c est
une constante) le sont aussi.

2. Séparabilité et solution générale — Nous avons vu que, pour la corde plombée,
la forme de la solution (x⃗ = x⃗0 cosωt) donnait à toutes les masses la même
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dépendance en t, à savoir cosωt. L’analogue de cette hypothèse pour le cas de la
corde continue est de chercher une solution de la forme :

u(x, t) = X(x)T (t)

où les fonctions X et T ne dépendent que d’une variable. Il est clair qu’en général,
la solution de l’équation de la corde vibrante n’aura pas cette forme. Cependant,
comme pour la corde plombée, nous pouvons espérer obtenir la solution générale
en faisant des combinaisons linéaires de solutions de la forme u(x, t) = X(x)T (t).
L’équation devient alors

∂2XT

∂t2
= a2

∂2XT

∂x2

et puisque X ne dépend pas de t ni T de x :

X
d2T

dt2
= a2T

d2X

dx2

et donc

1

T

d2T

dt2
= a2

1

X

d2X

dx2
.

Nous avons remplacé les signes de dérivée partielle (∂) par des signes de dérivée
totale (d) puisque les fonctions sont maintenant d’une seule variable. Utilisant
la notation X ′′ et T ′′ pour les dérivées secondes, l’équation à résoudre est donc
simplement :

1

a2
T ′′

T
=
X ′′

X
.

Remarquons que le membre de gauche ne dépend que de t alors que le membre de
droite ne dépend que de x . Ceci n’est possible que si les deux membres sont en fait
égaux à la même constante. (Beaucoup sont déroutés par cet argument. Voici une
autre façon de vous convaincre de ce résultat. Essayer de trouver deux fonctions
f et g telles que l’équation f (t) = g(x) soit satisfaite pour toute valeur de t et
de x . Vous arriverez rapidement à la conclusion que f et g sont des fonctions
constantes et égales.) Soit −λ2 cette constante. Alors la solution de l’équation se
résume à résoudre les deux équations différentielles ordinaires :

X ′′ = −λ2X et T ′′ = −a2λ2T.

L’hypothèse sur la forme de la solution cherchée, c’est-à-dire u(x, t) = X(x)T (t),séparabilité
mène donc à la séparation de l’équation aux dérivées partielles en deux équations
ordinaires. Le truc que nous avons utilisé pour séparer l’équation de la corde vi-
brante ne fonctionne pas toujours. Il dépend de l’équation différentielle considérée,
du système de coordonnées utilisé et des conditions aux limites. Lorsqu’un pro-
blème donné permet la séparation, il est dit séparable. Cette propriété remarquable
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joue un rôle central dans l’étude des équations différentielles aux dérivées partielles.
Nous y reviendrons à la section 3.2.

La première de ces équations a pour solution générale :

X(x) = c1 cosλx + c2 sinλx,

où c1 et c2 sont deux constantes arbitraires. Puisqu’on exige de la corde que ses
extrémités soient fixes, il faut donc que

u(0, t) = u(L, t) = 0,

c’est-à-dire
X(0) = X(L) = 0.

La solution ci-dessus donne en x = 0 :

X(0) = 0 = c1 + 0

et donc :
c1 = 0.

La condition en x = L donne :

X(L) = 0 = c2 sinλL

qui a pour solution :
λn =

nπ

L
, n ∈ N.

Nous avons étiqueté les différentes solutions de λ par n. Nous ferons de même
pour les deux fonctions X et T ainsi que pour leur produit u ; alors un(x, t) =
Xn(x)Tn(t) est la solution qui correspond à la constante de séparation λn. Notons
que ce sont les conditions aux limites u(0, t) = u(L, t) = 0 qui ont fixé les valeurs
possibles λn.

L’équation pour Tn(t) est alors un jeu d’enfant à résoudre. Elle se lit mainte-
nant :

T ′′n = −
a2n2π2

L2
Tn

et sa solution générale est :

Tn(t) = An cos
anπt

L
+ Bn sin

anπt

L

où An et Bn sont deux constantes arbitraires. La constante de séparation λn peut
donc être interprétée physiquement comme étant la fréquence du mode un étudié.
Ainsi, par la remarque à la fin du paragraphe précédent :

les conditions aux limites fixent les fréquences naturelles
du système physique étudié.
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L’ensemble des fréquences naturelles d’un système physique est appelé le spec- spectre d’un
système physiquetre du système. Les mathématiciens parlent également du spectre d’un opérateur
spectre d’un
opérateur linéaire

linéaire ; dans le cas présent, l’opérateur linéaire est

d2

dx2

qui agit sur l’espace des fonctions possèdant des dérivées partielles secondes et
qui s’annulent en x = 0 et L. Cette définition est plus abstraite mais fort utile.

Nous venons donc de trouver une famille de solutions étiquetées par n ∈ N :

un(x, t) =

(
An cos

anπt

L
+ Bn sin

anπt

L

)
sin

nπx

L
.

(La constante c2 dans la solution Xn(x) a été absorbée dans les deux constantes
An et Bn parce que le produit de deux constantes arbitraires demeure une cons-
tante arbitraire. Comme il deviendra clair ci-dessous, nous n’avons perdu aucune
généralité en faisant cette redéfinition des An et Bn.) Rappelons-nous que nous
avons obtenu la solution générale de la corde plombée en faisant une superposition
linéaire des solutions particulières. Si nous utilisons l’analogue de cet argument
dans le cas présent, nous pouvons affirmer que la solution générale de l’équation
de la corde vibrante peut être écrite comme

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
An cos

anπt

L
+ Bn sin

anπt

L

)
sin

nπx

L
.

Cette série fait maintenant intervenir un nombre infini de modes propres paramé-
trés par n puisque le spectre du problème contient un nombre infini de fréquences.
A nouveau, nous devrons faire face au problème de convergence de cette série.
(Voir sections 2.3 et 2.5.)

3. Conditions initiales — Nous allons maintenant donner un exemple de solution
particulière en fixant des conditions initiales. Nous allons supposer qu’à l’instant
t = 0, on donne à la corde un certain profil représenté par le graphe de la fonction
f (x). On relâche la corde sans lui donner d’élan. Ces deux hypothèses peuvent
être réécrites mathématiquement :

u(x, 0) = f (x), profil en t = 0

et

∂u

∂t
(x, 0) = 0, la vitesse de chacun des points est nulle en t = 0.

Utilisant la solution générale ci-dessus évaluée en t = 0, nous obtenons :

u(x, 0) = f (x) =

∞∑
n=1

An sin
nπx

L
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et donc les An sont précisément les coefficients de Fourier de la fonction f qui
donne le profil initial de la corde. En supposant que nous puissions dériver la
solution générale terme à terme, la condition « vitesse initiale nulle » mène à

∂u

∂t
(x, 0) = 0

=

∞∑
n=1

(
−An

anπ

L
sin

anπt

L
+ Bn

anπ

L
cos

anπt

L

)
sin

nπx

L

∣∣∣∣
t=0

=

∞∑
n=1

(
Bn
anπ

L

)
sin

nπx

L
.

Cette dernière équation affirme que les coefficients Cn = Bn
anπ
L sont les coeffi-

cients du développement en série de Fourier de la fonction g(x) = 0 pour tout x .
Ces coefficients doivent donc être tous nuls et Bn = 0. Ainsi la solution corres-
pondant aux conditions initiales ci-dessus est

u(x, t) =

∞∑
n=1

An sin
nπx

L
cos

anπt

L

où les An sont les coefficients de Fourier de f :

An =
2

L

∫ L
0

f (x) sin
nπx

L
dx.

Le parallèle avec la corde plombée nous a aidé à poser l’hypothèse sur la forme
de la solution cherchée : u(x, t) = X(x)T (t). Cependant d’autres propriétés re-
marquables sont apparues lors de la solution de la corde plombée. Premièrement,
le problème différentiel s’est vu donner une formulation purement algébrique, la
diagonalisation de la matrice A. Deuxièmement, la matrice A obtenue était symé-
trique, nous assurant un spectre réel et des modes propres orthogonaux. Qu’en
est-il ici ? Que veut dire « être symétrique » pour un opérateur différentiel ? Et
qu’est-ce qui nous assure que les fréquences propres de la corde vibrante soient
réelles ? Ces questions sont importantes et nous y répondrons à la section 3.3.

26*. Pour obtenir le spectre de la corde vibrante, nous avons d’abord obtenu la Exercices
limite continue de la corde plombée et calculé son spectre par séparation. Il est
également possible d’obtenir la limite du spectre de la corde plombée quand le
nombre n des poids tend vers l’infini.

(a) Vérifier que les valeurs propres de la matrice A, n × n, intervenant dans le
système (∗) décrivant la corde plombée sont

λi = 2

(
1− cos

iπ

n + 1

)
, i = 1, 2, . . . , n
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et que le vecteur propre x⃗i associé à la valeur propre λi a pour composantes

xi ,j = (x⃗i)j = sin
i jπ

n + 1
.

Il s’ensuit que, dans le i-ième mode propre, les n poids se situent précisément sur
le graphe de sin(ixπ/(n + 1)) si la longueur totale de la corde est n + 1.

Figure 1.11 – Les trois modes propres de la corde plombée n = 3 trouvés précé-
demment avec, surimposées, les courbes sin(ixπ/(n + 1)) pour i = 1, 2 et 3.

(b) Dans la notation de (a), il est possible de prendre la limite vers la corde vibrante
en faisant n →∞. Montrer que l’on retrouve bien ses fréquences naturelles

iπ

L
, i ∈ N.

(Se rappeler que n est une mesure de la longueur de la corde L et prendre l’ap-
proximation que i est beaucoup plus petit que n.)

(c) Quoiqu’il soit difficile d’imaginer un dispositif physique qui réalise un tel sys-
tème, supposons maintenant que le système de n masses ne soit plus attaché à
deux points fixes mais que la masse m1 ait comme voisine à sa gauche la masse
mn. Dans cette configuration la corde plombée forme un collier dont les perles sont
les masses. Quelle est la matrice B qui représente ce nouveau système physique.
Est-elle symétrique ?

(d) Les valeurs propres de B sont-elles réelles ? Comment interprèter la fréquence
nulle ? Pouvez-vous obtenir les valeurs propres de B d’une façon aussi complète
qu’en (a) ?
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27. Dans le traitement de la corde vibrante, nous avons choisi −λ2 comme cons-
tante de séparation, sous-entendant donc que cette constante est négative ou
nulle. Montrer que, si cette constante est choisie strictement positive, l’équation
différentielle pour X n’a pas de solution non-nulle qui satisfasse les conditions aux
limites.

28. La limite continue du système physique décrit à l’exercice 26 (b) correspond
à une corde vibrante dont les extrémités sont attachées à des tiges sur lesquelles
elles sont libres de glisser. Alors la corde arrive toujours perpendiculairement à ces
deux tiges qui la tendent. En d’autres termes :

∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(L, t) = 0.

Obtenir le spectre de ce nouveau problème physique, écrire la solution générale
et la solution particulière correspondant aux conditions initiales : u(x, 0) = 0 et
∂u
∂t (x, 0) = f (x).

29*. L’équation décrivant la température u(x, t) le long d’une barre de longueur
L et dont la surface est isolée thermiquement est :

1

a2
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
,

où a2 est une constante (positive), x est la position le long de la barre (0 ≤ x ≤ L)
et t est le temps.

(a) Trouver une famille de solutions de la
�(���)

Figure 1.12 – La fonction tempé-
rature u au temps t = 0

forme un(x, t) = Xn(x)Tn(t) où Xn et Tn
ne dépendent que d’une variable, si les deux
extrémités de la barre sont maintenues à la
température nulle :

u(0, t) = 0 et u(L, t) = 0.

(Se rappeler que la température d’une telle
barre ne peut pas augmenter indéfiniment
avec le temps.)

(b) Dire comment les solutions obtenues en
(a) peuvent donner la solution de l’équation de la chaleur si, initialement, la tem-
pérature le long de la barre est

u(x, 0) = f (x) et f (0) = f (L) = 0.

(c) Supposons que f ait qualitativement la
forme ci-contre. Tracer qualitativement u(x, t1) pour t1 = L2

a2π2 ln 2. Justifier.
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Remarque : L’équation de la chaleur est un
des principaux acteurs dans l’histoire rocambolesque du premier câble transatlan-
tique. A lire dans Körner, pp. 332-337.



Chapitre 2

Convergence
des séries de Fourier

À la fin de la section 1.1, nous avons soulevé les questions fondamentales
reliant la fonction f à sa série de Fourier. Rappelons ces questions :

— Est-ce que les sommes partielles sm = a0/2 +
∑m
n=1(an cos nx + bn sin nx)

tendent vers f (x) en tout point x ∈ [−π, π) ? Sous quelles conditions ?
— Peut-on reconstruire f en tout point x ∈ [−π, π) même si les sommes

partielles ne convergent pas ?
— Peut-on mesurer la « distance » entre les sommes partielles sm et la fonction

originale f ? Cette distance tend-elle vers 0 lorsque m tend vers l’infini ?
Chacune de ces questions se verra consacrer une section du présent chapitre. Les
réponses sont parfois surprenantes. Les sections 2.1 et 2.4 rappellent les outils
d’analyse et d’algèbre linéaire dont nous aurons besoin.

La présentation des théorèmes fondamentaux de ce chapitre (sections 2.2, 2.3
et 2.5) suit de près celle de Körner.

2.1 Rappel d’analyse

L’étude de la convergence ponctuelle et en moyenne des séries de Fourier
reposent sur les concepts d’analyse suivants :

1. la continuité,

2. la convergence d’une série et d’une suite,

3. l’intégrale de Riemann,

4. la convergence uniforme.

Dans cette section, nous rappelons rapidement ces concepts. Des exemples sont
donnés pour rafraîchir ou développer l’intuition. Je suis la présentation de Spivak,
Calculus, 2nd ed., Publish or Perish (1980).
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2.1.1 La continuité

Définition 1. (a) Une fonction f : (a, b)→ R est continue en y ∈ (a, b) si, pourcontinuité
tout ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que, si |y − x | < δ alors |f (y)− f (x)| < ϵ.
(b) Une fonction f est continue sur un intervalle ouvert si elle est continue en tout
point de cet ouvert.

Le concept de continuité peut être mis en mots de la façon suivante : une
fonction f est continue en y si la valeur f (x) est arbitrairement proche de la
valeur f (y) pour tout x suffisamment proche de y . Rappelons que |a − l | < ϵ

signifie que a appartient au segment (l − ϵ, l + ϵ). (Exercice !)
Les fonctions continues ont les propriétés suivantes.

1. Si f et g sont continues en a, alors f + g et f · g le sont également.

2. Si g est continue en a et f l’est en g(a), alors f ◦ g l’est en a.

� �

�

Figure 2.1 – Quatre graphes : seul le premier (en haut à gauche) représente une
fonction continue sur son domaine.

La figure 2.1 présentent les graphes de quatre fonctions. Les deux fonctions
du haut ne diffèrent qu’au point y . Pour la première, toutes les valeurs de f (x)
pour x suffisamment proche de y sont arbitrairement proche de la valeur de f (y).
Cette fonction est donc continue en y . Le même argument peut être répété aux
autres points de l’intervalle. Cette fonction est donc continue sur tout l’intervalle
représenté. Sa voisine coïncide avec la première à l’exception du point y . Elle n’est
pas continue en ce point car il existe des points x proches de y qui prennent des
valeurs fort loin de la valeur f (y) donnée par le point. Cette fonction n’est donc
pas continue en y ; elle l’est cependant partout ailleurs.
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Le troisième graphe est celui de la fonction créneau. Les points (pleins) indi-
quent les valeurs de la fonction aux points de saut. Remarquons qu’en chacun
de ces points de saut, tout point x à gauche et suffisamment proche d’un saut
possède la valeur de la fonction en ce saut. Cependant les points immédiatement
à droite ne le sont pas. La définition de continuité impose une fenêtre autour de y
contenant des points à gauche et à droite. Ainsi la fonction créneau n’est continue
en aucun de ses sauts. En dehors de ces derniers, elle est continue.

Ces premiers exemples sont assez évidents. Il est difficile de comprendre sur
ceux-ci pourquoi une définition aussi abstraite est nécessaire. Le prochain exemple
est plus délicat. Le quatrième graphe est celui de la fonction f : R → R donnée
par sin 1x si x ̸= 0 et par f (0) = 0 en x = 0. Pour tout x ̸= 0, la fonction f se
comporte bien et son graphe est bien lisse. Autour de x = 0, la fonction f oscille
« sauvagement ». La fonction f n’est pas continue en ce point comme l’argument
suivant le montre. Choisissons ϵ < 1 et supposons qu’il existe un δ > 0 tel que, si
|x − 0| < δ, alors |f (x)− f (0)| = |f (x)| < ϵ. Mais, par la propriété archimédienne
des nombres réels, il existe un n ∈ N tel que

0 <
1

2π(n + 1)
<
1

2πn
< δ

et il existe donc un x tel que |x | < δ et f (x) = 1 > ϵ. (Le nombre x = 1
2π(n+1/4)

satisfait par exemple ces conditions.) C’est donc une contradiction et f n’est pas
continue en x = 0. En fait, une preuve très semblable montre que, même si f
prenait une autre valeur α en x = 0, elle n’y serait tout de même pas continue.
Ainsi f est continue sur R \ {0}, mais pas en x = 0.

2.1.2 La convergence d’une suite et d’une série

Une suite est un ensemble de nombres réels étiquetés par les entiers naturels :
{a1, a2, . . . , an, . . . }. Une suite contient donc un nombre infini de nombres.

Définition 2. Une suite converge vers l si, pour tout ϵ > 0, il existe N ∈ N tel que, convergence
d’une suitesi n > N, alors |an − l | < ϵ. On écrit {an} → l , an → l ou encore limn→∞ an = l .

En mots courants cette définition affirme qu’une suite converge vers l si,
quelque soit ϵ > 0, tous les éléments de la suite sont à une distance de l plus
petite que ϵ à l’exception, peut-être, des premiers N éléments. (Le nombre N doit
être fini.)

Exemple 1. La suite {1, 12 ,
1
3 , . . . ,

1
n , . . . } → 0. Que cette suite converge vers 0

devrait être intuitivement clair. En voici la preuve. Soit ϵ > 0. On choisira N tel
que N > 1

ϵ , N ∈ N. Alors, si n > N, on a 1
N >

1
n et donc∣∣∣∣1n − l

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1n − 0
∣∣∣∣ = 1n < 1N < ϵ.
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Exemple 2. La suite {−1,+1,−1,+1, . . . , (−1)n, . . . } ne converge pas. A nou-
veau, cet affirmation devrait être assez claire. La preuve procède comme suit. Si
ϵ = 1

2 > 0 et la limite était l , alors quelque soit N, les éléments pairs de la suite
avec n > N seraient tels que |an − l | = |1 − l | alors que les impairs seraient tels
que |an − l | = | − 1− l |. Il faut donc que

|1− l | et | − 1− l | <
1

2
.

Mais ceci est impossible car ceci signifie que l est à une distance plus petite que
1
2 à la fois de 1 et de −1.

Soit {a1, a2, . . . , an, . . . } une suite. Considérons les sommes partielles

s1 = a1,

s2 = a1 + a2,

s3 = a1 + a2 + a3,

. . . ,

sn =

n∑
i=1

ai ,

. . .

L’ensemble {s1, s2, s3, . . . , sn, . . . } est lui-même une suite.

Définition 3. La suite {a1, a2, . . . , an, . . . } est dite sommable si la suite {s1, s2, s3,convergence
d’une série . . . , sn, . . . } converge. Si la suite {s1, s2, s3, . . . , sn, . . . } converge vers s, on dit

alors que la série
∑∞
i=1 ai converge vers s et on écrit

∞∑
i=1

ai = s.

Les suites sommables ont les propriétés suivantes.

1. Si {an} et {bn} sont sommables, alors {an+bn} l’est aussi et
∑
(an+bn) =∑

an +
∑
bn.

2. Si {an} est sommable, alors {can} l’est aussi pour tout nombre c . De plus∑
can = c

∑
an.

3. Si {an} est sommable, alors limn→∞ an = 0.

Exemple 3. Soit la suite {1, r, r2, r3, . . . , rn−1, . . . } pour |r | < 1. Cette suitesuite géométrique
est-elle sommable ? Pour y répondre, notons d’abord qu’il existe une expression
simple pour la somme partielle sn =

∑n−1
i=0 r

i . En effet :

sn = 1 + r + r
2 + · · ·+ rn−1
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et

r sn = r + r
2 + r3 · · ·+ rn.

Donc r sn − sn = rn − 1 et

sn =
1− rn

1− r .

Alors
∑∞
i=0 r

i existera si limn→∞ 1−rn
1−r existe. Mais

lim
n→∞

1− rn

1− r =
1

1− r −
1

1− r limn→∞ r
n =

1

1− r

puisque |r | < 1. Alors la suite {1, r, r2, r3, . . . , rn−1, . . . } converge et

∞∑
n=1

rn−1 =

∞∑
n=0

rn =
1

1− r .

Exemple 4. Soit la suite {1, 12 ,
1
3 ,
1
4 ,
1
5 , . . . }. Cette suite n’est pas sommable. Pour

le voir, il suffit de remarquer que les termes de la somme peuvent être regroupés
de la façon suivante :

1 +
1

2︸︷︷︸
≥ 1
2

+
1

3
+
1

4︸ ︷︷ ︸
≥ 1
2

+
1

5
+
1

6
+
1

7
+
1

8︸ ︷︷ ︸
≥ 1
2

+
1

9
+
1

10
+
1

11
+
1

12
+
1

13
+
1

14
+
1

15
+
1

16︸ ︷︷ ︸
≥ 1
2

+ . . .

Remarquons que la réciproque de la troisième propriété ci-dessus n’est donc pas
vraie : une suite {an} peut ne pas être sommable même si limn→∞ an = 0.

2.1.3 L’intégrale de Riemann

L’intégration n’est pas un concept difficile à comprendre ; on l’introduit ha-
bituellement comme l’aire sous le graphe. C’est pourtant un concept difficile à
définir rigoureusement et il existe en fait plusieurs définitions non-équivalentes.
L’intégrale de Riemann est habituellement celle définie dans les premiers cours
d’analyse.
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Définition 4. Soit a < b. Une partition de l’intervalle [a, b] est une collection
finie de points distincts ∈ [a, b], un étant a et un autre étant b. (On prendra pour
acquis que ces points sont ordonnés a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b.)

Définition 5. Soit f bornée sur [a, b] et P = {t0, t1, . . . , tn} une partition de
[a, b]. Soit

mi = inf {f (x) : ti−1 ≤ x ≤ ti}
Mi = sup {f (x) : ti−1 ≤ x ≤ ti}.

La somme inférieure de f pour P , notée I(f , P ), est définie par :

I(f , P ) =

n∑
i=1

mi(ti − ti−1).

La somme supérieure de f pour P , notée S(f , P ), est définie par :

S(f , P ) =

n∑
i=1

Mi(ti − ti−1).

Définition 6. Une fonction f bornée sur [a, b] est intégrable (au sens de Riemann)intégrale de Riemann
sur [a, b] si

sup
P
{I(f , P )} = inf

P
{S(f , P )}.

Dans ce cas, on note ce nombre commun par
∫ b
a f ou

∫ b
a f (x)dx .

L’intégration au sens de Riemann est celle que nous utiliserons par la suite.
Certaines fonctions ne sont pas intégrables en ce sens. Par exemple la fonction

f (x) =

{
0, x irrationnel,

1, x rationnel.

ne l’est pas sur l’intervalle [a, b]. Il est aisé de s’en convaincre en effet puisque,
quelque soit la partition P , les sommes inférieure et supérieure sont L(f , P ) = 0
et U(f , P ) = (b − a). Alors

sup
P
{L(f , P )} = 0 ̸= (b − a) = inf

P
{U(f , P )}

et l’intégrale de f sur [a, b] n’exite pas.
Toutes les propriétés usuelles de l’intégration vues dans les cours de calcul

demeurent vraies pour les fonctions qui sont intégrables.

1. Si f est intégrable sur [a, b] et c ∈ [a, b], alors f est intégrable sur [a, c ] et
sur [c, b] et

∫ b
a f =

∫ c
a f +

∫ b
c f .

2. Si f est continue sur [a, b], alors f est intégrable.
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3. Si f et g sont intégrables sur [a, b], alors la somme f +g est aussi intégrable
et
∫ b
a (f + g) =

∫ b
a f +

∫ b
a g.

4. Si f est intégrable sur [a, b], cf où c ∈ R l’est aussi et
∫ b
a cf = c

∫ b
a f .

5. Si f est intégrable sur [a, b], alors F (x) =
∫ x
a f est une fonction continue

sur [a, b].

2.1.4 Convergence uniforme

A la prochaine section, nous commence-

�

�

Figure 2.2 – La fonction f2 (a) et
la limite f (b)

rons l’étude de la convergence des séries de
Fourier. Pour ces séries, chacun des termes est
une fonction. Par exemple, le développement
de f (x) = x2,−π ≤ x ≤ π, est

π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos nx

et donc a0 = π2

3 , a1 = −4 cos x , a2 = cos 2x ,
a3 = − 49 cos 3x , etc. Ainsi chacun des ai est
une fonction et établir la convergence de la
série pour chaque valeur de x est un nouveau
problème. (On remarquera que l’indice de la
suite commence ici à 0 et non à 1. Nous pren-
drons cette liberté quand elle sera utile.)

Le grand problème des fonctions définies
par des suites {fn} est que, même si les fn ont
les meilleures propriétés (continuité, différen-
tiabilité, etc.), la fonction limite f , même si
elle existe, peut vraiment être « sauvage ». Voici un exemple. (Voir la figure ci-
dessus.) Soit la suite

fn(x) =

{
xn, 0 ≤ x ≤ 1,
1, 1 ≤ x.

On montre aisément que fn → f avec

f (x) =

{
0, 0 ≤ x < 1,
1, 1 ≤ x.

Les fonctions fn sont continues sur tout le demi-axe {x | x ≥ 0}. Cependant la
fonction limite f n’est pas continue en x = 1. Donc la limite de fonctions continues
peut ne pas être continue.

Un certain type de convergence (plus exigeant que la convergence en chaque
point) est la convergence uniforme définie comme suit.
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Définition 7. Une suite {fn} de fonctions définies sur le domaine A convergeconvergence uniforme
uniformément vers une fonction f sur A si, pour tout ϵ > 0, il existe N ∈ N tel
que, pour tout x ∈ A, si n > N alors |f (x)− fn(x)| < ϵ.

La seule différence entre « convergence de {fn} » et « convergence uniforme
de {fn} » repose dans l’ordre des quantificateurs : « ∃N ∈ N tel que ∀x ∈ A » pour
la continuité uniforme plutôt que « ∀x ∈ A,∃N ∈ N » pour la continuité. Cette
nouvelle exigence demande donc qu’il soit possible de choisir un N ∈ N commun
à tous les x ∈ A.

La convergence uniforme est extrêmement utile. En voici quelques propriétés.

1. Soit {fn} une suite de fonctions intégrables sur l’intervalle [a, b] et qui
converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f qui est elle-même
intégrable. Alors

∫ b
a f = limn→∞

∫ b
a fn.

2. Si les fn sont continues sur [a, b] et convergent uniformément sur [a, b] vers
f , alors f est continue.

1*. Les fonctions suivantes sont-elles continues en x = 0 ?Exercices

(a) f (x) =
x + 1

x − 1

(b) f (x) =
tan x

x
lorsque x ̸= 0 et f (0) = 1.

(c) f (x) = x sin 1x si x ̸= 0 et f (0) = 0.

2. Prouver les propriétés des fonctions continues citées dans le texte. (La seconde
est un peu plus difficile.)

3*. Décider si les suites suivantes convergent ou non et le montrer.

(a) an =
n − 1
n + 1

(b) an = ncn où |c | < 1.

(c) an =
cn − dn

cn + dn
. Dans ce cas préciser la limite en fonction de c et d .

4*. Décider si les séries suivantes convergent ou non et le montrer.

(a)
∞∑
n=0

1

n!

(b)
∞∑
n=2

1

ln n

5. Démontrer les propriétés sur les séries citées dans le texte.
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6. (a) Montrer que la fonction constante f (x) = c est intégrable au sens de
Riemann.

(b) Montrer que la fonction f (x) = x est intégrable au sens de Riemann et obtenir∫ a
0 f . (Plus difficile.)

7*. Déterminer la fonction f vers laquelle converge les suites {fn} suivantes et
décider si les suites convergent uniformément.

(a) fn(x) =
n∑
i=1

x i sur l’intervalle (−1, 1)

(b) Même fonction sur l’intervalle [− 12 ,
1
2 ]

(c) fn(x) = e−nx
2

sur l’intervalle [−1, 1]

2.2 Le théorème de Fejér

Après plus d’un chapitre sur les séries de Fourier, il est temps d’avouer que la
série de Fourier ne converge pas tout le temps vers la fonction originale f même
si f est continue. En fait :

Théorème 1 (DuBois-Reymond (1896)). Il existe une fonction continue f : T1 →
C telle que ses sommes partielles vérifient

lim sup
m→∞

|sm(0)| =∞.

En d’autres mots, il existe une fonction continue dont la série de Fourier évaluée
en x = 0 diverge ! La preuve de ce théorème mettait fin aux espoirs de plusieurs
grands mathématiciens, Riemann, Weierstraß et Dedekind par exemple, qui avaient
cru que la continuité d’une fonction serait une condition suffisante pour assurer
la convergence de sa série de Fourier. Cette absence de convergence (en un point
de T1) n’est que la pointe de l’iceberg cependant. En effet, il y a quelques années
Kahane et Katznelson (1966) ont montré que, donné un sous-ensemble S ⊂ T1 de
mesure nulle 1, il est possible de construire une fonction continue f : T1 → C telle
que lim supm→∞ |sm(s)| =∞ pour tout s ∈ S. Un exemple d’ensemble de mesure
nulle est le sous-ensemble des nombres rationnels sur l’intervalle [−π, π). Ainsi il
existe une fonction continue f : T1 → C dont la série de Fourier diverge en tous
les nombres rationnels... Ceci semble décourageant. Ce ne l’est pas complètement
car la plupart des fonctions que nous avons rencontrées converge en presque tous
les points de T1. La construction d’une fonction continue dont la série diverge en
un point est faite dans Körner (chapitre 18). Nous ne la referons pas. Plutôt nous
nous concentrerons tout d’abord sur notre seconde question :

1. Le concept de mesure d’un ensemble est habituellement défini dans un cours sur l’intégrale
de Lebesgue ou sur la théorie de la mesure.
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— Peut-on reconstruire f en tout point x ∈ D même si les sommes partielles
ne convergent pas ?

La réponse contenue dans le théorème de Fejér est simplement : oui, si la fonction
est continue. A première vue, ceci semble en contradiction avec le théorème de
DuBois-Reymond. Mais ce ne l’est pas comme nous le verrons à l’instant. Le
théorème de Fejér ainsi que sa preuve sont remarquablement beaux et satisfaisants.
Il jouera aussi un rôle crucial dans la preuve de la convergence en moyenne des
fonctions continues (section 2.5).

La preuve de Fejér est basée sur l’observation que, même si les sommes par-
tielles

sm =

m∑
n=−m

cne
inx

ne convergent pas, les moyennes des sommes partielles

σm =
1

m + 1

m∑
n=0

sn

peuvent, elles, converger. Que représentent ces σm ? Si les fonctions sm approxi-
ment bien f quand m →∞, alors elles devraient être toutes à peu près égales à f
pour m suffisamment grand. Donc la moyenne devrait être aussi à peu près f . En
fait les nombres σm se comportent mieux que les nombres sm !

Lemme 2. (i) Si sn → s, alors

σn =
1

n + 1

n∑
j=0

sj → s.

(ii) Il existe des suites {sn} qui n’ont pas de limite, mais pour lesquelles {σm} → l

existe.

Démonstration. (i) Soit ϵ > 0. Puisque sn → s, alors il existe N(ϵ) tel que |sn −
s| ≤ ϵ

2 si n > N(ϵ). Soit A =
∑N(ϵ)
j=0 |sj − s| ; choisir M(ϵ) ≥ N(ϵ) tel que

M(ϵ) ≥ 2A
ϵ . Alors, si n > M(ϵ) ≥ N(ϵ) :∣∣∣∣∣∣ 1n + 1

n∑
j=0

sj − s

∣∣∣∣∣∣ = 1

n + 1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=0

(sj − s)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

n + 1

n∑
j=0

|sj − s|

=
1

n + 1

N(ϵ)∑
j=0

|sj − s|+
n∑

j=N(ϵ)+1

|sj − s|


≤

1

n + 1

(
A+ (n − N(ϵ))

ϵ

2

)
<

1

n + 1

( ϵ
2
(n + 1) + (n + 1)

ϵ

2

)
= ϵ,
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où la dernière étape vient du fait que n > M ≥ 2A
ϵ et donc ϵn2 > A.

(ii) La suite sn = (−1)n, nous l’avons vu, ne converge pas. Cependant∣∣∣∣∣∣ 1n + 1
n∑
j=0

sj

∣∣∣∣∣∣ = 1

n + 1

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=0

sj

∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=1 ou 0

≤
1

n + 1
→ 0.

Donc les σn → 0.

Ce lemme justifie la définition suivante.

Définition 8. Une suite {an, n = 0, 1, 2, . . . } est dite convergente au sens de convergence
au sens de CesàroCesàro si la suite des moyennes {σn = 1

n+1

∑n
j=0 aj} converge au sens usuel.

Une suite {an, n = 0, 1, 2, . . . } est dite sommable au sens de Cesàro si la sommabilité
au sens de Cesàrosuite des moyennes des sommes partielles {σn = 1

n+1

∑n
j=0 sj} où sn =

∑n
i=0 ai

converge au sens usuel.

Nous allons étudier la convergence des sn au sens de Cesàro et donc construi- Ernesto Cesàro
(1859-1906)re explicitement les σn pour les séries complexes. Soit f : T1 → C une fonction

Riemann-intégrable. Alors ses coefficients cr existent. Notons par sj(f , t) la j-
ième somme partielle évaluée en t, c’est-à-dire sj(f , t) =

∑j
r=−j cre

i r t , et par
σn(f , t) la moyenne de ses n premières sommes partielles évaluée en t, c’est-à-
dire 1

n+1

∑n
j=0 sj(f , t). Nous pouvons réécrire σn comme suit :

σn(f , t) =
1

n + 1

n∑
j=0

sj(f , t) =
1

n + 1

n∑
j=0

j∑
r=−j

cre
i r t

=
1

n + 1

n∑
r=−n
(n + 1− |r |)cre i r t .

(La dernière égalité est-elle évidente ? Pour vous en convaincre, comptez le nombre
de fois que le terme r = 0 apparaît dans la double somme

∑n
j=0

∑j
r=−j , puis le

nombre de fois que r = 1 apparaît, etc.) On peut réécrire ces sommes de Cesàro
sous une forme plus élégante :

σn(f , t) =

n∑
r=−n

n + 1− |r |
n + 1

cre
i r t

=

n∑
r=−n

n + 1− |r |
n + 1

1

2π

(∫
T1
f (x)e−i rx dx

)
e i r t

=

n∑
r=−n

n + 1− |r |
n + 1

1

2π

∫
T1
f (x)e i r(t−x) dx

=
1

2π

∫
T1
f (x)Kn(t − x) dx

https://fr.wikipedia.org/wiki/Ernesto_Ces�ro
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où nous avons introduit le noyau de Fejér noyau de Fejér

Kn(x) =

n∑
r=−n

n + 1− |r |
n + 1

e i rx .

Faisant la substitution y = t − x , nous pouvons réécrire :

σn(f , t) =
1

2π

∫ t−π
t+π

f (t − y)Kn(y) (−dy)

=
1

2π

∫ t+π
t−π

f (t − y)Kn(y) dy

=
1

2π

∫
T1
f (t − y)Kn(y) dy.

Le théorème de Fejér reposera presqu’entièrement sur la famille de fonctions
Kn. La figure 2.3 présente les fonctions de Fejér pour n = 1, 2, 5 et 10. Nous
présentons tout d’abord deux lemmes qui en décrivent les propriétés et nous re-
viendrons après à une discussion plus précise de leur graphe.

��

-π -π
�

π
�

π

�

��

Figure 2.3 – Les fonctions de Fejér Kn pour n = 1, 2, 5, 10.

Lemme 3. La fonction Kn a la forme :

Kn(x) =
1

n + 1

(
sin (n+1)x2
sin x2

)2
, x ̸= 0,

Kn(0) = n + 1.
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Démonstration. Si x = 0, alors

Kn(0) =

n∑
r=−n

n + 1− |r |
n + 1

1 =

n∑
r=−n

1−
1

n + 1

n∑
r=−n

|r |

= 2n + 1−
2

n + 1

n∑
r=1

r = 2n + 1−
2

n + 1

(n + 1)n

2

= 2n + 1− n = n + 1.

Si x ̸= 0, alors :

n∑
r=−n
(n + 1− |r |)e i rx =

(
n∑
k=0

exp i(k − n2 )x

)2
.

Voici un tour de passe-passe presque miraculeux ! Pourtant cette égalité n’est pas
trop difficile à comprendre. Pour vous en convaincre, écrivez d’abord l’égalité pour
n = 1. Le membre de gauche contiendra trois termes pour lesquels le facteur (n+
1− |r |) sera respectivement 1, 2 et 1. La somme du membre de droite contiendra
deux termes et, après le carré, elle contiendra des exponentielles d’arguments
−ix , 0 et +ix . Dans ce carré, le second terme peut être obtenu de deux façons
différentes alors que le premier et le troisième ne peuvent être obtenus que d’une
seule façon. Leur facteur est donc 1, 2 et 1 comme au membre de gauche, ce qui
prouve l’égalité pour n = 1. Pour faire le cas n quelconque, il suffit de se demander
de combien de façons les exponentielles avec argument i r x avec −n ≤ r ≤ n

peuvent être produites par le carré du membre de droite. (Rappelez-vous, dans le
cas n = 1, le cas k = 0 était produit de deux façons différentes.) Il est aisé de se
convaincre que l’exponentielle d’argument i r x est obtenue de (n− 1− |r |), ce qui
démontre l’égalité. Ainsi la somme ci-dessus devient

=

(
exp(− i2nx)

n∑
k=0

exp ikx

)2

=

(
exp(− i2nx)

1− exp ix(n + 1)
1− exp ix

)2
où nous avons utilisé le fait que

∑n
k=0 r

k = (1 − rn+1)/(1 − r) (voir paragraphe
2.1.2). Donc

=

(
exp(− i2nx)− exp

(
i
2nx + ix

)
exp i2x

(
exp− i2x − exp

i
2x
) )2

=

(
exp− i2(n + 1)x − exp

i
2(n + 1)x

exp− i2x − exp
i
2x

)2

=

(
sin (n+1)x2
sin x2

)2



52 Chapitre 2. Convergence des séries de Fourier

qui est le résultat désiré.

Le prochain lemme ajoute à ces premières propriétés.

Lemme 4. (i) Kn(x) ≥ 0 sur T1.
(ii) Kn(x)→ 0 uniformément en dehors de [−δ, δ], ∀δ > 0.
(iii) 1

2π

∫
T1 Kn(x) dx = 1.

Avant d’entreprendre la preuve de ces propriétés, il est utile de donner intuitive-
ment leur utilité. Qu’essayons-nous de montrer ? Que la suite des σn(f , t) définie
par

σn(f , t) =
1

2π

∫
T1
f (t − y)Kn(y) dy

converge vers f pour tout t. La seule chose qui change dans la définition de σn
lorsque n → ∞ est le noyau de Fejér Kn. Ainsi les propriétés de convergence de
la série de Fourier de f dépend de façon importante des propriétés du noyau Kn.
Quand on y regarde de plus près, on remarque que, pour que l’intégrale

1

2π

∫
T1
f (t − y)Kn(y) dy → f (t),

il faut que Kn soit très très grand proche de y = 0, mais presque 0 partout ailleurs.
Le lemme ci-dessus donnait la valeur en x = 0 : Kn(0) = n + 1 qui effectivement
devient énorme quand n →∞ et le lemme présent (la partie (ii)) montre justement
que Kn, lorsque n est assez grand, est « pratiquement » nul en dehors d’un tout
petit intervalle centré en x = 0, malgré que son intégrale sur le cercle demeure
égale à 2π (partie (iii)). Les graphiques de la figure 2.3 confirme cette intuition.
Donc ce lemme est crucial.

Démonstration. (i) Kn est le carré d’un nombre réel par le lemme précédent.
(ii) Puisque sin x2 est monotone croissante sur l’intervalle [−π, π], sin δ2 < | sin

x
2 |

pour tout x tel que π ≥ |x | > δ. Ainsi

Kn(x) ≤
1

n + 1

(
1

sin x2

)2
≤

1

n + 1

(
1

sin δ2

)2
→ 0

lorsque n → ∞ et ce, pour tout δ < |x | ≤ π. (La convergence est uniforme
puisque la rapidité de convergence ne dépend que du δ choisi et non du point x .)
(iii) Calcul direct :

1

2π

∫
T1
Kn(x) dx =

1

2π

n∑
r=−n

n + 1− |r |
n + 1

∫
T1
e−i rx dx︸ ︷︷ ︸
=2πδr,0

=
n + 1

n + 1
= 1.
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Théorème 5 (Fejér (1904)). (i) Soit f : T1 → C une fonction intégrable. Si f est Lipót Fejér
(1880-1959)continue en t, alors

σn(f , t)→ f (t), lorsque n →∞.

(ii) Si f : T1 → C est continue, alors σn(f , t)→ f (t) uniformément sur T1.

Démonstration. (i) Puisque f est intégrable, elle est bornée sur T1 et donc il existe
M tel que

|f (x)| ≤ M, pour x ∈ T1. (∗)

Puisque f est continue en t, pour tout ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que

si |t − x | < δ, alors |f (t)− f (x)| ≤
ϵ

2
. (∗∗)

Notons que ce δ = δ(ϵ, t) dépend en général de ϵ et de t. Par le lemme précédent,
il existe donc maintenant N = N(ϵ, t) tel que :

si n ≥ N(ϵ, t) et x /∈ [−δ, δ] alors Kn(x) ≤
ϵ

4M
. (∗ ∗ ∗)

Alors

|σn(f , t)− f (t)| =
∣∣∣∣ 12π

∫
T1
f (t − x)Kn(x) dx −

1

2π

∫
T1
Kn(x)f (t) dx︸ ︷︷ ︸

par le lemme 4 (iii)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 12π
∫
T1
(f (t − x)− f (t))Kn(x) dx

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 12π

∫
x∈[−δ,δ]

(f (t − x)− f (t))Kn(x) dx
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣ 12π
∫
x /∈[−δ,δ]

(f (t − x)− f (t))Kn(x) dx
∣∣∣∣ .

Utilisant (∗∗) pour le premier terme et (∗) pour le second :

≤
ϵ

2

1

2π

∫
x∈[−δ,δ]

|Kn(x)| dx +
2M

2π

∫
x /∈[−δ,δ]

|Kn(x)| dx.

Nous avons remplacé |f (t − x) − f (t)| ≤ |f (t − x)| + |f (t)| ≤ 2M. Le lemme 4
(i) permet d’enlever les valeurs absolues de la première intégrale alors que (∗ ∗ ∗)
permet de réécrire :

≤
ϵ

2

1

2π

∫
T1
Kn(x) dx +

2M

2π

∫
x /∈[−δ,δ]

ϵ

4M
dx

≤
ϵ

2
+
ϵ

2

≤ ϵ

https://fr.wikipedia.org/wiki/Lip�t_Fej�r
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pour tout n ≥ N(ϵ, t).
(ii) Si f est continue, alors f est uniformément continue sur T1 et le choix du δ
peut être fait indépendamment du t sur T1.

Théorème 6. Si f , g : T1 → C sont continues et tous leurs coefficients de Fourier
coïncident deux à deux c fr = c

g
r ,∀r ∈ Z, alors f = g.

Démonstration. En effet

0 = σn(f , t)− σn(g, t)→ f (t)− g(t),

lorsque n →∞. Ainsi f (t)− g(t) = 0 pour tout t et f = g.

Avant d’énoncer le prochain théorème, rappelons la définition de « sup ».

Définition 9. Soit A ⊂ R un sous-ensemble des réels. Le nombre réel x est unesupA

borne supérieure de A si x ≥ y , ∀y ∈ A. L’ensemble A possède une plus petite
borne supérieure, s’il existe une borne supérieure de A, notée supA, telle que, si b
est une borne supérieure de A, alors supA ≤ b.

La plus petite borne supérieure est également appelée la borne supérieure dans
la littérature mathématique française. Le mot employé en anglais, supremum, est
également devenu d’usage courant en français.

Théorème 7. Si f : T1 → C est continue et ϵ > 0, alors il existe un polynôme
trigonométrique P tel que

sup
t∈T1
|P (t)− f (t)| ≤ ϵ.

Démonstration. Un polynôme trigonométrique Q est, par définition, de la forme
Q(t) =

∑n
r=−n are

i r t et σn est précisément de cette forme. Or, pour un ϵ > 0
donné, le théorème 5 (ii) assure l’existence d’un n tel que |σn(f , t)−f (t)| ≤ ϵ.

Remarques : (1) Le théorème précédent dit que σn converge en tous les points ou
que f peut être approximée en tout t ∈ T1 par σn. Il ne dit pas cependant que les
sn convergent vers f .
(2) Le théorème de Fejér répond à notre seconde question. Si f est intégrable et
continue en t, alors la valeur de f en t peut être restituée à partir des cr .

8*. Il est possible de réécrire les sommes partiellesExercices

sn =

n∑
k=−n

cke
ikx

sous la formenoyau de Dirichlet

sn =
1

2π

∫
T1
f (x + t)dn(t)dt
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où dn(t) est appelé le noyau de Dirichlet.

(a) Montrer que le noyau de Dirichlet est

dn(t) =
sin(n + 12)t

sin t2
.

(b) Au lemme 4, nous avons démontré trois propriétés importantes du noyau de
Fejér. Lesquelles de ces propriétés demeurent vraies pour le noyau de Dirichlet ?

9. (a) Soit la série {sn} avec s0 = 1
2 et sn = 1

2 +
∑n
j=1 cos jx . En réécrivant

cos jx sous forme de sommes d’exponentielles, montrer que cette suite n’est pas
sommable quelque soit la valeur de x ∈ [−π, π).

(b) Montrer cependant que, quelque soit x ̸= 0 dans l’intervalle [−π, π), cette
suite est sommable au sens de Cesàro et tend vers 0.

(c) Montrer que

2

∞∑
j=1

sin jx = cot
x

2

au sens de Cesàro pour x ∈ [−π, π) \ {0}.

10.Montrer que la série harmonique n’est pas sommable au sens de Cesàro.

11. Soit {Dn, n ∈ N} un ensemble de fonctionsDn : [0, 1]×[0, 1]→ R symétriques,
c’est-à-dire telles que Dn(t, x) = Dn(x, t). On dit que {Dn} est une famille de
Dirac si :
(i) Dn(t, x) ≥ 0, pour tout t, x ∈ [0, 1].
(ii) Pour tout δ > 0, Dn(t, x) −−−→

n→∞
0 uniformément sauf pour t, x tels que

|t − x | < δ.
(iii)

∫ 1
0 Dn(t, x) dx = 1.

(a) Montrer que les noyaux de Fejér forment une famille de Dirac si on pose

Dn(t, x) = Kn(2π(t − x)).

(b) Montrer que, si f est intégrable et {Dn} est une famille de Dirac, alors∫ 1
0

f (x)Dn(t, x) dx −−−→
n→∞

f (t)

en les points t où f est continue.

(c) Si f est continue sur tout l’intervalle [0, 1], alors∫ 1
0

f (x)Dn(t, x) dx → f (t)
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uniformément.

12. Les ondelettes. Nous verrons dans les chapitres qui suivent que les fonctions
trigonométriques ne sont pas les seules à permettre des développements en série.
Dans le dernier quart de siècle, de nouvelles familles de fonctions ont retenu l’at-
tention à cause de certaines de leurs propriétés. Ces familles de fonctions, appelées
ondelettes (wavelets), jouent un rôle de plus en plus important dans l’analyse du
signal et certains standards de transmission les utilisant ont été proposés pour la
télévision haute définition. Un des exemples les plus simples de ces familles est
la famille des ondelettes de Haar. Les éléments fi j : [0, 1] → R de cette famille
sont indicés par deux indices : le premier i est ∈ N ∪ {0} et le second j est
∈ {0, 1, 2, . . . , 2i−1 − 1}, sauf pour i = 0 auquel cas j = 0. Les premiers éléments
de cette famille sont définis comme suit :

f00 = 1

f10 =

{
1, 0 ≤ x < 1

2

−1, 1
2 ≤ x ≤ 1

f20 =


√
2, 0 ≤ x < 1

4

−
√
2, 1

4 ≤ x <
1
2

0, 1
2 ≤ x ≤ 1

f21 =


0, 0 ≤ x < 1

2√
2, 1

2 ≤ x <
3
4

−
√
2, 3

4 ≤ x ≤ 1

Les autres fi j sont plus facilement définis en mots qu’à l’aide des relations expli-
cites. Il y a 2i−1 fonctions dont le premier indice est i . Chacune est non-nulle que
dans le j-ième intervalle de largeur 1

2i−1
. (Rappelons que l’indice j balaie l’ensemble

{0, 1, 2, . . . , 2i−1 − 1} et que le 0-ième intervalle correspond donc à l’intervalle
[0, 1
2i−1
].) Ainsi f46 est non-nulle dans l’intervalle [ 34 ,

7
8 ] de largeur 1

24−1 =
1
8 . Sur

l’intervalle où fi j est non-nulle, elle est égale à 2(i−1)/2 sur la première moitié et à
−2(i−1)/2 sur la seconde. Aux points de discontinuité, la fonction prend la valeur
prise par les points immédiatement à sa droite (sauf pour le point x = 1 où f
prend la valeur de f en les points immédiatement à sa gauche). Ainsi

f46 =


0, 0 ≤ x < 3

4

2
3
2 , 3

4 ≤ x <
13
16

−2 32 , 13
16 ≤ x <

7
8

0, 7
8 ≤ x ≤ 1.

Les premières fonctions fi j sont tracées à la figure 2.4. Si on suit les étapes de
la construction du noyau de Fejér mais pour les fonctions fi j plutôt que pour les
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Figure 2.4 – Les premières fonctions fi j : f00, f10, f20, f21, f30, f31, f32, f33. Les
échelles verticales varient d’un graphe à l’autre.
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fonctions trigonométriques, on est amené à définir la fonction

Hn(t, x) = 1 +

n∑
i=1

n + 1− i
n + 1

2i−1−1∑
j=0

fi j(t)fi j(x), n ≥ 1.

Montrer que {Hn, n ∈ N} est une famille de Dirac.
Note : J’ai vérifié les propriétés de l’exercice précédent dans l’ordre (iii), (ii) et (i)
et vous aurez peut-être besoin de l’identité :

n−1∑
i=1

i2i = (n − 2)2n + 2.

2.3 Convergence ponctuelle

Le théorème de Fejér assure la convergence au sens de Cesàro des séries de
Fourier des fonctions continues. Il existe cependant des critères (plus exigeants
que la simple continuité) qui impliquent la convergence, au sens usuel, des séries
de Fourier. Le but de la présente section est d’en expliciter quelques-uns et donc
de répondre à notre première question :

— Est-ce que les sommes partielles sm = a0/2 +
∑m
n=1(an cos nx + bn sin nx)

tendent vers f (x) en tout point x ∈ [−π, π) ? Sous quelles conditions ?
Nous allons nous concentrer sur les séries complexes ; les séries trigonométriques
feront l’objet d’un exercice. La question est donc : quand les séries partielles

sn =

n∑
r=−n

cre
i r t

convergent-elles vers f (t) ?
Rappelons tout d’abord la définition de suite de Cauchy ; un lemme préparatoire

suivra.

Définition 10. Une suite {an} est dite de Cauchy si, pour tout ϵ > 0, il existe Nsuite de Cauchy
tel que

si m, n > N, alors |an − am| < ϵ.

L’utilité des suites de Cauchy repose sur le théorème suivant que nous rappelons
sans preuve.

Théorème 8. Une suite {an} converge si et seulement si elle est une suite de
Cauchy.

Montrons maintenant le lemme suivant.

Lemme 9. Si
∑n
r=−n |ar | converge lorsque n → ∞, alors

∑n
r=−n are

i r t converge
uniformément sur T1 lorsque n → ∞ vers une fonction g : T1 → C continue et
dont les cr sont précisément les ar , r ∈ Z.
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Démonstration. Puisque
∑n
r=−n |ar | converge, pour tout ϵ > 0, il existe N tel que

si m ≥ n ≥ N alors
∑

n<|r |≤m

|ar | < ϵ. (Cauchy).

Donc, si m ≥ n ≥ N∣∣∣∣ ∑
n<|r |≤m

are
i r t

∣∣∣∣ ≤ ∑
n<|r |≤m

|are i r t | =
∑

n<|r |≤m

|ar | < ϵ

et {sn =
∑n
r=−n are

i r t} est donc aussi une suite de Cauchy qui converge uniformé-
ment pour tout t ∈ T1 car N ne dépend pas de t mais seulement de ϵ. Puisque les
sn sont continues, la limite g est aussi continue (propriété des suites uniformément
convergentes, voir section 2.1).

Si sn =
∑n
r=−n are

i r t → g uniformément, alors sne−ikt → ge−ikt uniformé-
ment et si n ≥ |k | :

ak =

n∑
r=−n

ar
1

2π

∫
T1
e i(r−k)tdt︸ ︷︷ ︸
2πδr,k

=
1

2π

∫
T1

n∑
r=−n

are
i r te−iktdt

−−−→
n→∞

1

2π

∫
T1
g(t)e−iktdt = cgk .

Donc cgk = ak pour tout k ∈ Z.

Nous sommes maintenant prêts pour notre premier théorème de convergence
ponctuelle pour les suites {sn}.

Théorème 10. Soit f : T1 → C une fonction continue et cn ses coefficients
de Fourier. Si

∑n
r=−n |cr | converge, alors sn(f , t) → f (t) uniformément sur T1

lorsque n →∞.

Démonstration. Puisque
∑n
r=−n |cr | converge, les sn =

∑n
r=−n cre

i r t convergent
uniformément vers une certaine fonction g : T1 → C continue dont les coefficients
de Fourier cgr sont précisément les cr . Rien ne nous dit a priori que cette fonction g
soit la fonction originale f . Cependant, par le théorème 6 2, nous pouvons conclure
que f = g.

Remarque : Le théorème 10 est
— bon parce que sa convergence est uniforme et le critère est simple ;
— mauvais parce que le critère dépend des cr et pas seulement de f . En

d’autres mots, il faut calculer les cr pour l’utiliser.
Le critère qui suit (théorème 12) est en ce sens plus puissant.

2. Il est important de souligner que l’utilisation du théorème 6, et donc du théorème de Fejér,
est capitale. Les théorèmes de la présente section reposent donc tous sur le théorème de Fejér.
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Lemme 11. Soit f : T1 → C une fonction continûment différentiable (n− 1) fois
et telle que f (n−1) est différentiable avec dérivée continue sauf peut-être en un
nombre fini de points x1, x2, . . . , xl . Si |f (n)(t)| ≤ M (sauf en t = x1, x2, . . . , xl),
alors

|cr | ≤
M

rn
, ∀r ∈ Z \ {0}.

Démonstration. Voir l’exercice 24 à la section 1.4.

Théorème 12. Si f : T1 → C est dérivable continûment deux fois alors sn → f

uniformément.

Démonstration. Si f (2) est continue et donc bornée, alors, par le lemme précédent,
il existe M tel que

∑n
r=−n |cr | < M

∑n
r=−n r

−2 pour n assez grand. Le théorème
10 s’applique donc et sn → f uniformément. (Nous avons utilisé ici la sommabilité
de la suite { 1n2 }. Peut-être est-il bon de rappeler une preuve de cette propriété
élémentaire. Les sommes partielles sn =

∑n
i=1

1
i2 forment une suite de Cauchy

puisque, pour m > n

sm − sn =
m∑

i=n+1

1

i2
<

m∑
i=n+1

1

(i − 1)i =
m∑

i=n+1

( 1

i − 1 −
1

i

)
=
1

n
−
1

m
<
1

n

qui peut être choisi arbitrairement petit pour n suffisamment grand.)

Terminons par un résultat classique que nous énoncerons ici sans preuve. Celle-
ci fera l’objet d’un exercice à la section 2.5. C’est ce résultat qu’on retrouve le
plus souvent cité dans les livres élémentaires.

Définition 11. (a) Une fonction f : T1 → C est continue par morceauxcontinuité
par morceaux (i) si elle est continue partout sur T1 sauf en un nombre fini de points {x1, x2, . . . ,

xN} et
(ii)

lim
x→x+i

f (x) et lim
x→x−i

f (x)

existent (et sont finies) pour 1 ≤ i ≤ N. On écrira alors f (x+i ) et f (x−i ) pour ces
valeurs.
(b) Une fonction f : T1 → C est régulière si f et sa dérivée sont continues parfonction régulière
morceaux.

Théorème 13 (Dirichlet (1829)). Si f : T1 → C est régulière, alorsthéorème de
Dirichlet
Johann Peter Dirichlet
(1805-1859)

sn(f , x) −−−→
n→∞

1

2

(
lim
t→x+

f (t) + lim
t→x−

f (t)

)
.

Ce théorème affaiblit les conditions du théorème 12 et s’applique donc à une
fonction avec un nombre fini de sauts telle la fonction à créneaux.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Johann_Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet
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Exemple 2. La série de Fourier de la fonction f : T1 → R définie par f (x) = x ,
x ∈ [−π, π) a été obtenue en exercice à la section 1.1 :

x
?
= − 2

∞∑
n=1

(−1)n

n
sin nx.

Comme nous allons le voir, le théorème 12 ne peut être appliqué à cette fonction.
Celle-ci satisfait cependant les hypothèses du théorème de Dirichlet. Vérifions-
le. Tout d’abord, la fonction f est continue sur l’intervalle (−π, π). Elle n’est
cependant pas continue sur le cercle T1 ! En effet, si on la prolonge périodiquement
sur R, son prolongement a un saut en tous les (2k+1)π, k ∈ Z. Ce saut se produit
une fois sur le cercle et f est donc continue partout sur T1 à l’exception d’un seul
point. Elle vérifie donc la condition (i) de la définition ci-dessus, mais non les
hypothèses du théorème 12. Sa dérivée sur l’intervalle (−π, π) est simplement 1.
En −π, sa dérivée ne peut pas exister puisque la fonction (prolongée) n’y est même
pas continue. Donc f ′ est continue sur le cercle sauf en un nombre fini (= 1) de
points. Au point x1 = −π, la limite à droite est

lim
x→x+1

f (x) = lim
x→−π+

x = −π.

Pour calculer la limite à gauche, il faut utiliser le prolongement de f et

lim
x→x−1

f (x) = lim
x→+π−

x = +π.

Les limites à droite et à gauche existent et f est continue par morceaux. Les
limites à gauche et à droite de f ′ au point x = −π sont simplement 1. Donc f ′

est également continue par morceaux. Le théorème de Dirichlet assure donc que
la série de Fourier ci-dessus est égale à f (x) = x pour tout x ∈ (−π, π) et à

1

2

(
lim

x→−π+
x + lim

x→−π−
(x + 2π)

)
= 0

lorsqu’elle est évaluée en −π. (Remarquons que cette dernière observation est
évidente puisque chacun des termes de la série de Fourier s’annule en x = −π.)

13. Plusieurs fonctions ont été développées depuis le début du cours, en exem- Exercices
ples et en exercices. Identifiez les domaines de convergence de ces séries. Quelles
sont celles dont la convergence est uniforme ? (L’exemple de la section 1.2 est
intéressant. Rappelons qu’on y calcule le développement d’une fonction f : [0, π]
→ R en série de cosinus puis en série de sinus. Notez que les deux séries ne
convergent pas aussi rapidement l’une que l’autre.)

14*. Utilisez les différentes séries calculées pour démontrer les identités suivantes.
Citez le théorème qui vous permet d’affirmer l’égalité de la série et de la fonction
originale au point désiré.
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(a)
π

4
= 1−

1

3
+
1

5
−
1

7
+ . . .

(b)
π

2
= 1− 2

∞∑
j=1

(−1)j

4j2 − 1

(c)
π

sinhπ
=
∑
n∈Z

(−1)n

n2 + 1

(d)
π

tanhπ
=
∑
n∈Z

1

n2 + 1

(e) Lesquelles des sommes suivantes savez-vous faire :∑ 1

ni
et

∑ (−1)n

ni

Ici i est un entier ≥ 2.

(f)

ln 2 =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n

Attention : pour cette série, est-il possible de démontrer la convergence de la série
à l’aide des théorèmes démontrés ?

15*. (Körner.) Justifiez les étapes importantes à l’aide des théorèmes appropriés.

(a) Montrer que

3x2 − π2

12
=

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos nx, −π ≤ x ≤ π.

(b) Trouver une forme polynomiale pour la série

∞∑
n=1

(−1)n

n3
sin nx, −π ≤ x ≤ π.
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(c) Soit f : R2 → R définie par

f (x, y) =

∞∑
n=1

(−1)n

n2
sin nx sin ny.

Montrer que f est continue et que l’ensemble Ω = {(x, y) ∈ R2|f (x, y) = 0} est
constitué de droites s’intersectant à angle droit.

(d) Evaluer f ( 3π4 ,−
5π
4 ).

16. (a) Donner un critère sur les coefficients an et bn des séries trigonométriques
qui permette de réécrire le théorème 10 pour les séries partielles

Sn =
a0
2
+

n∑
m=0

(am cosmx + bm sinmx) , n ≥ 1.

Montrer que le critère proposé est suffisant.

(b) Est-ce que le théorème 12 demeure vrai pour les sommes partielles Sn ci-
dessus ? Le montrer ou trouver un contre-exemple.

2.4 Rappel d’algèbre linéaire

Les preuves de convergence, à ce point, ont reposé sur des arguments d’analyse
seulement. Pourtant, si nous nous rappelons l’analogie entre la corde plombée
et la corde vibrante (voir section 1.5), nous aimerions interpréter les fonctions
sin πxL comme les modes naturels de la corde vibrante, ou encore, en poussant
l’analogie plus loin, comme les vecteurs propres de l’opérateur d

2

dx2 sur l’ensemble
des fonctions vérifiant les conditions aux limites f (0) = f (L) = 0. Ce vocabulaire
est clairement celui de l’algèbre linéaire. Cette section rappelle donc les concepts
élémentaires qui seront cruciaux pour rendre rigoureuse l’analogie précédente.

Le premier concept important est celui d’espace vectoriel. Les ingrédients sont
V , un ensemble dont les éléments sont appelés vecteurs, et deux opérations :
l’addition « + » qui permet d’associer à toute paire ordonnée de deux éléments de
V un autre élément appelé leur somme et la multiplication « · » qui associe à une
paire c ∈ F et v ∈ V un vecteur de V noté simplement cv . Dans notre cas F,
le corps de définition de V , sera l’ensemble des nombres réels R ou des nombres
complexes C.

Définition 12. L’ensemble V muni des deux opérations + et · est un espace espace vectoriel
vectoriel si les propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) + est commutative : v1 + v2 = v2 + v1, v1, v2 ∈ V ,
(ii) + est associative : (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3), v1, v2, v3 ∈ V ,
(iii) il existe un unique élément neutre noté 0 : 0 + v = v + 0 = v , v ∈ V ,
(iv) il existe, pour tout v ∈ V , un unique inverse noté −v : v+(−v) = (−v)+v =
0,
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(v) si 1 ∈ F est l’unité dans F, alors 1 · v = v , v ∈ V ,
(vi) pour tout c1, c2 ∈ F et v ∈ V : (c1c2)v = c1(c2v),
(vii) pour tout c ∈ F et v1, v2 ∈ V : c(v1 + v2) = cv1 + cv2,
(viii) pour tout c1, c2 ∈ F et v ∈ V : (c1 + c2)v = c1v + c2v .

Cette définition est fort longue et vous avez sûrement vérifié qu’elle était satisfaite
pour les espaces vectoriels les plus usuels. La plupart du temps, plusieurs des
propriétés peuvent être vérifiées mentalement.

Les définitions suivantes complètent la définition d’espace vectoriel. On ditapplication linéaire
qu’une fonction (ou application) f : V → W entre deux espaces vectoriels est
linéaire si f (cv+w) = cf (v)+f (w) pour tout c ∈ F et v , w ∈ V . Un isomorphismeisomorphisme
f entre deux espaces vectoriels V et W est une application linéaire f : V → W qui
possède un inverse f −1 : W → V .

Un sous-ensemble X = {v1, v2, . . . , vN} d’un espace vectoriel V est linéaire-
ment indépendant si une combinaison linéaire d’éléments de V

a1v1 + a2v2 + · · ·+ aNvN

qui est nulle ne peut avoir que des coefficients nuls :

a1 = a2 = · · · = aN = 0.

Une base d’un espace vectoriel est un sous-ensemble linéairement indépendantbase
X = {e1, e2, . . . , en} de V qui engendre V , c’est-à-dire tel que, pour tout v ∈ V ,
il existe n coefficients a1, a2, . . . , an ∈ F tels que

v = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen.

Le nombre d’éléments dans une base d’un espace vectoriel est appelé la dimensiondimension
de V .

Voici quelques exemples.

Exemple 1. L’ensemble Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|x1, x2, . . . , xn ∈ R} des n-tuplets
forme un espace vectoriel si on le munit des deux opérations suivantes : l’addition
des deux éléments (x1, x2, . . . , xn) et (y1, y2, . . . , yn) est (x1+ y1, x2+ y2, . . . , xn+
yn) et la multiplication par un réel r ∈ F = R est donnée par (rx1, rx2, . . . , rxn). Il
est aisé de vérifier les propriétés ci-dessus. Par exemple, le neutre est le n-tuplet
(0, 0, . . . , 0) et l’inverse de (x1, x2, . . . , xn) est (−x1,−x2, . . . ,−xn). La propriété
(vii) découle de la distributivité dans les réels :

r((x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn)) = r(x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

= (rx1 + ry1, rx2 + ry2, . . . , rxn + ryn)

= r(x1, x2, . . . , xn) + r(y1, y2, . . . , yn)

Rn est un espace vectoriel de dimension n.
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Voici maintenant un exemple plus proche de l’usage que nous voulons faire des
concepts d’algèbre linéaire.

Exemple 2. Soit Pn l’ensemble des polynômes de degré n (et inférieur). L’addition
de deux polynômes et la multiplication par un réel suivent les définitions usuelles : la
somme de deux fonctions évaluée en un point est la somme de l’évaluation des deux
fonctions en ce point, etc. Ainsi la somme des deux polynômes p(x) =

∑n
i=0 pix

i

et q(x) =
∑n
i=0 qix

i est le polynôme (p + q)(x) =
∑n
i=0(pi + qi)x

i . A nouveau,
la vérification des propriétés d’espace vectoriel est directe. Le neutre 0 est le
polynôme nul, c’est-à-dire le polynôme qui associe à tout x la valeur zéro. (Il
serait peut-être utile de le noter 0(x).)

Pn est un espace vectoriel de dimension (n + 1) puisqu’à l’aide d’une combi-
naison linéaire des (n + 1) polynômes e0 = 1, e1 = x , e2 = x2, . . . , en = xn, il
est possible d’écrire tous les éléments de Pn. De plus, ces (n+1) polynômes sont
linéairement indépendants. (Comment s’en convaincre ?) Si c’est la première fois
que vous voyez cet exemple, vous aurez peut-être la tendence à confondre le rôle
de l’indice dans l’exemple 1. et celui de la variable x dans l’exemple 2.. Ces deux
rôles sont différents. Le fait que x puisse prendre plusieurs valeurs tel un indice
ne doit pas vous induire en erreur. Il est facile de comprendre à l’aide de la base
donnée ci-dessus que c’est l’exposant de la variable x qui joue le rôle de l’étiquette
et non la variable x elle-même.

Exemple 3. Voici maintenant un exemple qui sort des cours élémentaires d’algèbre
linéaire. Soit C0(R) l’ensemble des fonctions continues définies sur l’axe réel. Cet
ensemble peut être muni des deux opérations d’addition + (addition usuelle de
fonctions) et de multiplication · (multiplication par une constante). Rappelons
que la somme de deux fonctions continues est une fonction continue et que, si r
est un nombre réel, alors la fonction r f est continue si f l’est. Il est aisé de montrer
que les propriétés d’espace vectoriel sont vérifiées. Par exemple, l’associativité suit
de :

(f + (g + h))(x) = f (x) + (g + h)(x)

= f (x) + g(x) + h(x)

= (f + g)(x) + h(x)

= ((f + g) + h)(x).

Ainsi C0(R) est un espace vectoriel. Ses éléments (ses vecteurs) sont des fonctions.
Une façon naturelle d’introduire de nouveaux espaces vectoriels est par l’intro-

duction de contraintes sur les éléments d’un ensemble déjà identifié comme étant
un espace vectoriel. Il n’est pas alors nécessaire de vérifier toutes les propriétés
d’espace vectoriel.

Théorème 14. Un sous-ensemble W d’un espace vectoriel V est un espace vecto-
riel si l’addition de vecteurs et la multiplication par un scalaire sont fermées pour
l’ensemble W . On dit de W qu’il est un sous-espace vectoriel de V .
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Exemple 4. Soit W ⊂ Rn l’ensemble des n-tuplets de Rn dont la somme des
composantes est nulle :

W = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn|x1 + x2 + · · ·+ xn = 0}.

W est un sous-espace vectoriel de Rn. En effet, si x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1,
y2, . . . , yn) ∈ W et r ∈ R, alors :

x + y = (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

avec
n∑
i=1

(xi + yi) =

n∑
i=1

xi +

n∑
i=1

yi = 0

et
rx = (rx1, rx2, . . . , rxn)

avec
n∑
i=1

(rxi) = r

n∑
i=1

xi = 0.

Donc x+y et rx sont dans le sous-ensemble W et W est un sous-espace vectoriel
de V .

Exemple 5. Soit Qn ⊂ Pn le sous-ensemble des polynômes de degré n qui s’an-
nulent en x = 0 :

Qn = {p ∈ Pn|p(0) = 0}.

Qn est un sous-espace vectoriel. Si p, q ∈ Qn et r ∈ R, alors :

(p + q)(x) = p(x) + q(x) et (p + q)(0)= p(0) + q(0) = 0

(rp)(x) = rp(x) et (rp)(0) = rp(0) = 0

et p + q et rp sont dans Qn.

Exemple 6. Soit C1(R) ⊂ C0(R) le sous-ensemble des fonctions dérivables conti-
nûment sur les réels. C1(R) est un sous-espace vectoriel de C0(R). La vérification
repose sur les propriétés des fonctions dont la dérivée est continue. Si f , g ∈ C1(R),
alors la dérivée de la fonction f + g est la somme des dérivées f ′ + g′. Puisque f ′

et g′ sont continues, f ′ + g′ est continue et donc (f + g) ∈ C1(R). De même, si
r ∈ R, alors (r f )′ = r f ′ et puisque f ′ est continue, (r f )′ l’est et r f ∈ C1(R).

Exemple 7. Avant de quitter ce premier concept, il est utile de donner un exem-
ple d’un sous-ensemble W d’un espace vectoriel V qui n’est pas un sous-espace
vectoriel. SoitW le sous-ensemble des vecteurs de Rn dont la première composante
est 1 :

W = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rb|x1 = 1}.
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Ce sous-ensemble W n’est pas un sous-espace vectoriel. En effet, la somme de
x = (1, x2, x3, . . . , xn) et y = (1, y2, y3, . . . , yn}, deux éléments de W , n’est pas
un élément de W puisque la première composante de x + y est 2. L’addition n’est
donc pas fermée à l’intérieur de W et W n’est pas un espace vectoriel.

Le second concept fondamental de l’algèbre linéaire dont nous aurons besoin
par la suite est celui de produit scalaire ou produit intérieur. (L’appellation « produit
intérieur » est calquée sur l’appellation anglaise « inner product ».)

Définition 13. Soit V un espace vectoriel et (·, ·) : V × V → F une fonction produit scalaire
qui associe à une paire de vecteurs de V un élément du corps F. La fonction (·, ·)
est un produit scalaire si elle satisfait les propriétés suivantes pour tout vecteur
u, v , w ∈ V et r ∈ F :
(i) (u + v , w) = (u, w) + (v , w),
(ii) (cv , w) = c(v , w),
(iii) (v , w) = (w, v)∗,
(iv) (v , v) ≥ 0, avec l’égalité seulement pour v = 0.

L’astérisque dans la propriété (i i i) dénote la conjugaison complexe. Il suit de (i) et
de (iii) que, si F = R, alors le produit scalaire est linéaire sur ses deux composantes.
Si F = C, alors (·, ·) est linéaire sur sa première composante et anti-linéaire sur sa
seconde : (v , cw) = c∗(v , w).

Exemple 8. La fonction suivante (·, ·) est un produit scalaire pour Rn. Si x = (x1,
x2, . . . , xn) et y = (y1, y2, . . . , yn) sont des éléments de Rn, alors

(x, y) =

n∑
i=1

xiyi

= yT x

où T dénote la transposition matricielle. (Il est usuel de définir (x, y) = xT y .
Le choix inhabituel yT x est celui qui se généralisera naturellement aux espaces
vectoriels Cn. Voir ci-dessous.) La seule propriété du produit intérieur qui n’est
pas immédiate est la quatrième. Mais puisque

(x, x) =

n∑
i=1

x2i ,

(x, x) est un nombre non-négatif qui sera nul que si tous les carrés x2i sont nuls,
c’est-à-dire si toutes les composantes du vecteur x sont nulles et donc si x = 0.
Pour obtenir un produit scalaire sur Cn, il faut remplacer la définition précédente
par

(x, y) =

n∑
i=1

xiy
∗
i

= y †x
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où † dénote la conjugaison complexe suivie de la transposition matricielle. Ce choix
assure que la linéarité (ii) sur le premier vecteur x est satisfaite.

Nous pourrions donner plusieurs autres exemples de produit scalaire. En fait, la
première étape à la prochaine section sera justement de définir un produit scalaire
sur l’ensemble des fonctions continues sur le cercle T1. Cet exemple est non-trivial
et nous reporterons donc cette discussion à cette section.

Nous terminerons cette section en rappelant une preuve de l’inégalité de Cau-
chy-Schwarz-Buniakowski aussi appelée l’inégalité du triangle.

Lemme 15 (Cauchy, Schwarz, Buniakowski). Soit V un espace vectoriel de corpsinégalité du triangle
F muni d’un produit scalaire (·, ·). Si v , w ∈ V , alors |(v , w)|2 ≤ (v , v)(w,w) avec
l’égalité si et seulement si cv + dw = 0 pour certains c, d ∈ F dont au moins un
est non-nul.

Démonstration. Si v = w = 0, il n’y a rien à montrer. Supposons donc que v ̸= 0
et donc que (v , v) ̸= 0. Alors, quelque soient c et d ∈ F :

0 ≤ (cv + dw, cv + dw)
= c(v , cv + dw) + d(w, cv + dw)

= cc∗(v , v) + cd∗(v , w) + dc∗(w, v) + dd∗(w,w)

=

(
c(v , v)

1
2 + d

(w, v)

(v , v)
1
2

)(
c(v , v)

1
2 + d

(w, v)

(v , v)
1
2

)∗
+ dd∗

(
(w,w)−

|(w, v)|2

(v , v)

)

=

∣∣∣∣∣c(v , v) 12 + d (w, v)(v , v)
1
2

∣∣∣∣∣
2

+ |d |2
(
(w,w)−

|(w, v)|2

(v , v)

)
.

En particulier, pour d = 1 et c = − (w,v)(v,v) , on a

0 ≤ |0|2 + |d |2︸︷︷︸
=1

(
(w,w)−

|(w, v)|2

(v , v)

)

c’est-à-dire
|(w, v)|2 ≤ (v , v)(w,w)

avec l’égalité seulement si 0 = (cv + dw, cv + dw), et donc, seulement si cv +
dw = 0 avec, par exemple à nouveau d = 1 et c = − (w,v)(v,v) .

Réciproquement, si cv+dw = 0 pour certains c ̸= 0 et d ∈ F, alors v = − dcw
et

|(v , w)|2 =
∣∣∣∣dc
∣∣∣∣2 (w,w)2 = (−dc

)(
−
d

c

)∗
(w,w)(w,w) = (v , v)(w,w).
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17. Dire lesquels des ensembles suivants sont des espaces vectoriels. Exercices

(a) V = Rn×n est l’ensemble des matrices réelles n× n, + l’addition matricielle et
· la multiplication de tous les éléments de matrice par une constante.

(b) V est l’ensemble des fonctions sur R2, + est l’addition usuelle de fonctions et
· la multiplication par une constante.

(c) V est l’ensemble des continues sur R, · est le produit par une constante et +
est la composition de fonctions : (f + g)(x) = (f ◦ g)(x).

(d) FN est l’ensemble des combinaisons linéaires (avec coefficients complexes) des
fonctions ej(x) = e i jx ,−N ≤ j ≤ N, + est l’addition de fonctions et · est la
multiplication par une constante.

(e) V = {(s1, s2, s3, . . . )|
∑∞
i=1 si converge } est l’ensemble des séries qui con-

vergent, + est l’addition des suites terme à terme et · est le produit de tous les
termes de la série par une constante.

18. Dire lesquels de ces sous-ensembles sont des sous-espaces vectoriels.

(a) Q = {p ∈ Pn|p(−1) = 0}.

(b) Q = {p ∈ Pn|
∫ 1
−1 p(x)dx = 0}.

(c) Wa = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn|xT a = 0} où a ∈ Rn est un n-tuplet fixé.

(d) A = {M ∈ Rn×n|MT = −M}.

(e) W = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn|xn ≥ 0}.

(f) C0(T1) = {f ∈ C0(R)|f (x + 2π) = f (x)}.

(g) S = {f ∈ C0(R)|f (−x) = f (x)}.

(h) ker A = {x ∈ Rn|Ax = 0} où A est une matrice réelle n × n fixée.

(i) W = {f ∈ C1(R)|f ′(0) = 0}.

19*. Soit S ⊂ Rn×n, l’espace vectoriel des matrices symétriques réelles. Montrer
que (·, ·) : S × S :→ R défini pour A,B ∈ S par

(A,B) = Tr ATB

est un produit scalaire.

20. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (·, ·). Soit {e1, e2, . . . ,
en} une base de V qui est orthogonale par rapport à (·, ·), c’est-à-dire orthogonalité

d’une base
(ei , ej) = diδi j

où les di , i = 1, . . . , n, sont n nombres positifs. Montrer que si v =
∑n
i=1 viei ,

alors vi = (v , ei)/di . Si tous les di sont égaux à 1, la base est dite orthonormale. orthonormalité
d’une base
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21*. Soit P = P([−1, 1]) l’ensemble des polynômes à coefficients réels sur l’in-
tervalle [−1, 1].

(a) Montrer que P est un espace vectoriel. Quel est le polynôme qui joue le rôle
de l’origine ?

(b) Montrer que (·, ·) défini par

(p, q) =

∫ 1
−1
p(x)q(x) dx

est un produit scalaire sur P.

(c) Montrer que les polynômes p0 = 1, p1 = x, p2 = x2, p3 = x3 sont linéairement
indépendants dans P.

(d) Utiliser le processus de Gram-Schmidt pour trouver quatre polynômes P0, P1,
P2 et P3 orthogonaux engendrant le sous-espace {p ∈ P | p(x) = a+ bx + cx2 +
cx3}.

Note : Les premiers polynômes que vous venez de calculer sont, à une constante
près, appelés polynômes de Legendre. Nous les étudierons de plus près à la section
3.4.

22*. Soit FN l’espace vectoriel défini à l’exercice 1.(d).

(a) Soit (·, ·) : FN × FN → C la fonction définie par

(f , g) =
1

2π

∫ π
−π
f (x)g(x)∗ dx, f , g ∈ FN .

Montrer que (·, ·) est un produit scalaire pour FN .

(b) Montrer que {ej ,−N ≤ j ≤ N} est un ensemble de vecteurs orthonormaux.

(c) Montrer que {ej ,−N ≤ j ≤ N} est une base de FN .

(d) Quelle est la dimension de FN ?

(e) En conclure, par l’exercice précédent, que si f ∈ FN , alors elle peut être écrite
sous la forme f =

∑N
j=−N cjej où cj = (f , ej).

23*. Le développement en série de Fourier de fonctions à deux variables n’estdouble série
de Fourier guère plus compliqué que celui en une variable. Cet exercice essaiera de vous en

convaincre. (Cet exercice n’a aucune prétention à la rigueur. Il permet d’indiquer
que les concepts de l’algèbre linéaire que nous venons de rappeler suggèrent sou-
vent des généralisations aisées aux idées introduites au premier chapitre.)



2.4. Rappel d’algèbre linéaire 71

(a) Soit am,n, m, n ≥ 0, bm,n, cn,m, m ≥ 0, n ≥ 1 et dm,n, m, n ≥ 1, les fonctions
trigonométriques en deux variables suivantes :

am,n(x, y) = cosmx cos ny,

bm,n(x, y) = cosmx sin ny,

cm,n(x, y) = sinmx cos ny,

dm,n(x, y) = sinmx sin ny.

Soit TN l’ensemble des combinaisons linéaires des am,n, bm,n, cm,n et dm,n avec
m, n ≤ N. Montrer que TN est un espace vectoriel.

(b) Soit (·, ·) : TN × TN → R la règle suivante

(f , g) =
1

π2

∫ π
−π

∫ π
−π
f (x, y)g(x, y) dx dy, f , g ∈ TN .

Montrer que les fonctions am,n, bm,n, cm,n et dm,n sont orthogonales, c’est-à-dire,
si x et y tiennent lieu d’un des symboles a, b, c ou d , alors

(xk,l , ym,n) = ϵx,k,lδxyδkmδln.

Déterminer les ϵx,k,l .

(c) Montrer que l’ensemble am,n, bm,n, cm,n et dm,n avec m, n ≤ N forme une base
de TN .

(d) Soit f (x, y) une fonction périodique et de période 2π en les deux variables x
et y : f (x + 2π, y) = f (x, y + 2π) = f (x, y). En supposant qu’il soit possible
d’écrire :

f (x, y) =
∑
m,n

(Am,n cosmx cos ny + Bm,n cosmx sin ny

+ Cm,n sinmx cos ny +Dm,n sinmx sin ny),

dites comment on peut calculer les Am,n, Bm,n, Cm,n et Dm,n.

(e) Développer f (x, y) = x + y en double série de Fourier.

(f) A l’aide d’un langage de manipulations symboliques, comparer les graphes de
f et des premières sommes partielles de la série obtenue en (e). (Même si ces
programmes de manipulations symboliques produisent de remarquables graphiques
en trois dimensions, pour faire une telle comparaison il est utile de se restreindre
à des valeurs particulières de x ou de y .)

Note : Les idées de l’exercice ci-dessus reviendront par la suite. Faites-le !

24*. Une membrane est fixée au cadre d’un tambour carré de côtés de longueur
π. Les petites oscillations transverses z = z(x, y , t) sont décrites par l’équation

a2
(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)
=
∂2z

∂t2
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où a est une constante.

(a) Obtenir les solutions z de la forme z(x, y , t) = X(x)Y (y)T (t).

(b) Quel est le spectre du tambour carré ?

(c) On déforme la membrane en t = 0 selon la forme z(x, y , 0) = f (x, y) et on
la relâche sans vitesse. Décrire son évolution à l’aide des solutions obtenues en
(a). Note : Pour faire ce problème, vous aurez besoin des résultats de l’exercice
précédent.

(d) Supposons que la membrane carrée soit maintenue fixe le long d’une de ses
diagonales : z(x, x, t) = 0. Quelles sont les combinaisons linéaires des solutions
de (a) qui peuvent être utilisées pour résoudre ce problème ? Quel est le spectre
dans ce cas ? (Considérer les combinaisons de solutions de même fréquence.)

2.5 Convergence en moyenne

Dans tout ce qui précède, nous nous sommes intéressés à la convergence ponc-
tuelle. Même si celle-ci a son importance, elle n’est sûrement pas la seule propriété
importante. Le théorème 13 ci-dessus indique que la fonction créneau que nous
avons étudiée à plusieurs reprises possède une série qui converge partout sauf aux
sauts où la série tend vers 0. Donc la valeur de la série en certains points peut
différer de la valeur originale.

Le but de cette section est d’introduire une autre mesure de la convergence qui
nous permettra de s’assurer que ces écarts sont négligeables. La première étape
dans la mesure de cet écart est la définition d’une « distance » entre fonctions.
Définissons tout d’abord un produit scalaire.

Définition 14. Soit C(T1) l’espace vectoriel des fonctions continues sur le cercle
et à valeurs complexes. Soit (·, ·) : C(T1)× C(T1)→ C la fonction

(f , g) =
1

2π

∫
T1
f (t)g(t)∗dt, f , g ∈ C(T1).

Lemme 16. La fonction (·, ·) : C(T1) × C(T1) → C introduite dans la définition
précédente est un produit scalaire. En d’autres mots, si f , g, h ∈ C(T1) et λ, µ ∈ C,
alors
(i) et (ii) (λf + µg, h) = λ(f , h) + µ(g, h)
(iii) (f , g) = (g, f )∗

(iv) (f , f ) ≥ 0 et (f , f ) = 0 si et seulement si f = 0.

Démonstration. Calculs directs pour (i), (ii) et (iii). Toutes les intégrations sont
sur le cercle.
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(i) et (ii)

(λf + µg, h) =
1

2π

∫
(λf + µg)h∗dt

=
1

2π

(
λ

∫
f h∗dt + µ

∫
gh∗dt

)
= λ(f , h) + µ(g, h)

(iii)

(g, f )∗ =

(
1

2π

∫
g(t)f (t)∗dt

)∗
=
1

2π

∫
(g(t)f (t)∗)∗dt

=
1

2π

∫
f (t)g(t)∗dt = (f , g).

Pour (iv), notons tout d’abord que

(f , f ) =
1

2π

∫
f f ∗dt =

1

2π

∫
|f |2︸︷︷︸

≥0 et réel

dt ≥ 0

Maintenant, si g est une fonction continue positive sur un intervalle [a, b], alors∫ b
a g(t)dt > 0. Alors, si on prend g(t) = |f (t)|2 ≥ 0, on constate que, si f ̸= 0,

alors (f , f ) ̸= 0.

Puisque (·, ·) est un produit scalaire, le lemme 15 de Cauchy, Schwarz et Bu-
niakowski donne le corollaire immédiat :

Corollaire 17. Si f , g ∈ C(T1), alors |(f , g)|2 ≤ (f , f )(g, g) avec l’égalité si et
seulement si λf + µg = 0 pour certains λ, µ ∈ C dont au moins un est non-nul.

Définition 15. Si f ∈ C(T1), la norme de la fonction f , notée ∥f ∥2, est définie norme d’une fonction
par

∥f ∥2 = (f , f )
1
2 .

Lemme 18. Si f , g ∈ C(T1) et λ ∈ C, alors
(i) ∥λf ∥2 = |λ|∥f ∥2
(ii) ∥f ∥2 ≥ 0 avec l’égalité si et seulement si f = 0
(iii) (inégalité du triangle) ∥f ∥2 + ∥g∥2 ≥ ∥f + g∥2

Démonstration. (i) Calculer ∥λf ∥22.
(ii) Lemme 16 (iv).
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(iii) Calcul direct :

∥f + g∥22 = (f + g, f + g) = (f , f ) + (g, f ) + (f , g) + (g, g)
= ∥f ∥22 + 2Re (f , g) + ∥g∥22
≤ ∥f ∥22 + 2|(f , g)|+ ∥g∥22
≤ ∥f ∥22 + 2∥f ∥2∥g∥2 + ∥g∥22, par le corollaire 17

= (∥f ∥2 + ∥g∥2)2.

Pour raccourcir les notations, nous écrirons

en(t) = e
int , t ∈ T1.

Ceci nous permettra aussi de référer à la fonction en sans argument comme on le
fait souvent pour la fonction f , comme par exemple dans l’expression (f , g).

Lemme 19. (en, em) = δn,m

Démonstration. Calcul direct.

Ce lemme a comme conséquence immédiate que les coefficients de Fourier cj
de f ∈ C(T1)

f (t) =
∑
j∈Z

cjej(t)

sont simplement
cj = (f , ej).

Avec ce produit scalaire entre fonctions continues et cette norme, l’analogieinterprétation
géométrique avec l’algèbre linéaire devient attrayante. L’espace des fonctions continues sur le

cercle forme un espace vectoriel sur lequel est définie une longueur, notée ∥ · ∥2.
Cette longueur permet à son tour d’introduire une distance entre fonctions (voir
la définition 16 ci-dessous). Il est donc possible de reformuler la troisième des
questions que nous avions soulevées à la première section sous la forme : est-ce
que la distance entre f et les sommes partielles

∑n
r=−n crer de sa série de Fourier

approche 0 lorsque n → ∞ ? Cette reformulation en termes géométriques peut
même être raffinée en les deux question suivantes.

Question A : Quelles valeurs de λ−n, . . . , λn ∈ C (s’il y en a) minimisent la longueur

∥∥∥f − n∑
r=−n

λrer

∥∥∥
2
?

Question B : (Même question en d’autres mots...) Soit En = {
∑n
j=−n λjej |λj ∈

C} l’espace vectoriel complexe engendré par les {ej ,−n ≤ j ≤ n}. Existe-t-il un
g ∈ En qui minimise la longueur ∥f − g∥2 ?
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Un premier élément de réponse peut être trouvé dans l’intuition géométrique que
nous avons des espaces vectoriels de dimension finie.

Intuition : Il existe un unique point g0 ∈ En tel que ∥f − g∥2 > ∥f − g0∥2 pour
tout g ∈ En, avec g ̸= g0. Ce g0 est déterminé par la condition que f − g0 soit
perpendiculaire à En.

Ceci correspond à la situation usuelle pour les espaces de dimension finie. La « meil-
leure » approximation d’un vecteur v⃗ ∈ R3 qui se trouve dans un plan P est la
projection P v⃗ de v⃗ sur ce plan. Alors v⃗ − P v⃗ est un vecteur perpendiculaire au
plan P. Remarquablement, cette intuition développée pour les espaces vectoriels
de dimension finie s’avère juste dans le cas présent.

Théorème 20. Si g0 =
∑n
j=−n(f , ej)ej et g =

∑n
j=−n λjej alors

∥f ∥22 ≥ ∥g0∥22 =
n∑

j=−n
|(f , ej)|2

et

∥f − g∥2 ≥ ∥f − g0∥2 =
√
∥f ∥22 − ∥g0∥22

avec l’égalité si et seulement si λj = (f , ej), ∀j, |j | ≤ n.

Démonstration. Transformons ∥f − g∥22 (toutes les sommes sans bornes sont sur
j et vont de −n à n) :

∥f − g∥22 =
(
f −

∑
λjej , f −

∑
λjej

)
= (f , f )−

∑
λj(ej , f )−

∑
λ∗j (f , ej) +

n∑
j,k=−n

λjλ
∗
k (ej , ek)︸ ︷︷ ︸
=δj,k

= (f , f )−
(∑

λj(f , ej)
∗ +

∑
λ∗j (f , ej)

)
+
∑

λjλ
∗
j

= (f , f )−
∑
(f , ej)(f , ej)

∗ +
∑
(λj − (f , ej))(λj − (f , ej))∗

= (f , f )−
∑
|(f , ej)|2 +

∑
|λj − (f , ej)|2

≥ (f , f )−
∑
|(f , ej)|2 = ∥f ∥22 −

∑
|(f , ej)|2

où le signe ≥ se transforme en = si et seulement si λj = (f , ej),−n ≤ j ≤ n. Dans
le cas de l’égalité, on a donc

∥f − g0∥22 = ∥f ∥22 − ∥g0∥22 ≥ 0

où l’égalité peut être interprétée comme une généralisation du théorème de Py-
thagore, les fonctions f − g0 et g0 ayant un produit scalaire nul, (f − g0, g0) = 0,
et étant donc « perpendiculaires ».
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Corollaire 21 (Inégalité de Bessel). Si f ∈ C(T1), alorsinégalité de Bessel

∥f ∥22 ≥
∑
j∈Z
|cj |2.

Ainsi le carré de la longueur du « vecteur » f est au moins égal à la somme des
carrés de la norme de ses « composantes » cj . Dans le cas d’un espace vectoriel de
dimension finie, la longueur d’un vecteur est précisément la somme des carrés de
la norme de ses composantes. Le théorème 23 ci-dessous énoncera précisément
ce résultat pour l’espace C(T1). Ainsi le présent corollaire n’est qu’une étape vers
cet énoncé plus fort.

Démonstration. Rappelons que cj = 1
2π

∫
T1 f (t)e

−i jt dt = (f , ej). Par le théorème
20, on a :

∥f ∥22 ≥
n∑

j=−n
|cj |2, ∀n

et puisque tous les |cj |2 ≥ 0, la série converge et sa limite demeure plus petite ou
devient égale à ∥f ∥22 :

∥f ∥22 ≥
∑
j∈Z
|cj |2.

Définition 16. La distance moyenne entre f et g ∈ C(T1) est définie par :distance moyenne
entre f et g

∥f − g∥2 =

√
1

2π

∫
T1
|f − g|2dt.

-π -π
�

π
�

π -π -π
�

π
�

π

Figure 2.5 – Les fonctions à gauche sont plus voisines l’une de l’autre que ne l’est
la paire à droite.

On appelle cette distance « en moyenne » (mean square distance) car elle fait la
moyenne des carrés des écarts entre f (t) et g(t) pour tout t ∈ T1. L’analogie
avec la distance entre x⃗ et y⃗ ∈ Rn est donc

n∑
i=1

(xi − yi)2 ←→
1

2π

∫
T1
|f − g|2dt.
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À la figure 2.5, deux paires de fonctions sont tracées. Les deux fonctions à
gauche sont plus voisines que ne le sont les deux fonctions à droite car la dis-
tance moyenne mesure l’écart moyen, c’est-à-dire une quantité reliée à l’aire entre
les deux courbes. Nous sommes maintenant prêts à démontrer deux résultats-clés.

Théorème 22. Soit f : T1 → C une fonction continue. Alors

∥f − sn(f , ·)∥2 → 0 quand n →∞.

Rappelons que sn(f , x) est la somme partielle
∑n
j=−n cjej des premiers termes de

la série de Fourier de f évaluée en x .

Démonstration. Par le théorème 7 3, pour tout ϵ > 0, il existe un polynôme trigo-
nométrique P (t) tel que

|P (t)− f (t)| < ϵ, ∀t ∈ T1

avec P (t) =
∑m
j=−m ajej . Entre autres

∥P − f ∥2 =
(
1

2π

∫
T1
|P (t)− f (t)|2dt

) 1
2

<

(
ϵ2

2π

∫
T1
dt

) 1
2

= ϵ.

Maintenant, si n ≥ m, alors sn(P ) = P et donc

∥f − sn(f )∥2 ≤ ∥f − P∥2 + ∥P − sn(P )∥2︸ ︷︷ ︸
=0

+∥sn(P )− sn(f )∥2

par l’inégalité du triangle et donc

= ∥f − P∥2 + ∥sn(P − f )∥2
≤ 2∥f − P∥2, par le thm. 20

< 2ϵ

et donc ∥f − sn(f )∥2 → 0 lorsque n →∞.

Et enfin :

Théorème 23 (Parseval). Si f ∈ C(T1), alors ∥f ∥22 =
∑
n∈Z |cn|2. identité de Parseval

Marc-Antoine Parseval
(1755-1836)

Démonstration. La preuve du théorème 20 a montré l’égalité

∥f − sn(f )∥22 = ∥f ∥22 −
n∑

j=−n
|cj |2.

Par le théorème précédent ∥f − sn(f )∥2 → 0 et donc

∥f ∥22 = lim
n→∞

n∑
j=−n
|cr |2,

c’est-à-dire ∥f ∥22 =
∑
j∈Z |cj |2.

3. On remarquera que ce théorème repose également sur le théorème de Fejér.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Marc-Antoine_Parseval_des_Ch�nes
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Le corollaire suivant est une conséquence immédiate.

Corollaire 24. Si f ∈ C(T1), alors ses coefficients de Fourier cr tendent vers 0 en
module lorsque r tend vers l’infini.

Cette identité de Parseval permet d’évaluer plusieurs séries fameuses. Voici des
exemples d’applications des différents théorèmes.

Exemple. Développons la fonction f : [0, π]→ R définie par f (x) = x(π− x) en
série de cosinus.

a0 =
2

π

∫ π
0

x(π − x)dx =
2

π

(
πx2

2
−
x3

3

)∣∣∣∣π
0

=
2

π

(
π3

2
−
π3

3

)
=
π2

3

et

an =
2

π

∫ π
0

x(π − x) cos nx dx, par parties

=
2

π

(
x(π − x)

sin nx

n

∣∣∣∣π
0

−
∫ π
0

(π − 2x)
sin nx

n
dx

)
=
2

π

(
π

n

cos nx

n

∣∣∣π
0
+
2

n

∫ π
0

x sin nx dx

)
, par parties encore

=
2

π

[
π((−1)n − 1)

n2
+
2

n

(
−x
cos nx

n

∣∣∣π
0
+

∫ π
0

cos nx

n
dx

)]
=
2

π

[
π((−1)n − 1)

n2
+
2

n

(
−π(−1)n

n
+
sin nx

n2

∣∣∣∣π
0

)]
=
2π

πn2
((−1)n − 1− 2(−1)n) = −

2

n2
(1 + (−1)n)

=

{
0, si n est impair,

− 4n2 , si n est pair.

En posant n = 2j puisque seuls les termes n pairs interviennent, nous obtenons :

x(π − x) =
π2

6
−
∞∑
j=1

1

j2
cos 2jx pour x ∈ [0, π].

La suite { 1n2 } est sommable. (Voir la preuve du théorème 12.) Ainsi le théorème
10 nous assure que cette série de Fourier converge uniformément et donc que le
signe «= » est enfin justifié. L’identité de Parseval nous donne de plus une identité
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remarquable :

∥f ∥22 =
2

2π

∫ π
0

x2(π − x)2dx

=
1

π

∫ π
0

(π2x2 − 2πx3 + x4)dx

=
1

π

(
π2x3

3
−
2πx4

4
+
x5

5

)∣∣∣∣π
0

=
π4

30
.

alors que le membre de gauche est (voir exercice 24 ci-dessous)

a20
2
+

∞∑
k=1

(a2k + b
2
k) =

1

2

π4

9
+

∞∑
j=1

1

j4

et donc :
∞∑
j=1

1

j4
=
π4

15
−
π4

18
=
π4

90
.

Puisque le théorème 10 nous assure l’égalité entre f (x) = x(π− x), x ∈ [0, π],
et la série de Fourier que nous venons de calculer, nous pouvons évaluer cette
égalité en n’importe quel point pour obtenir des identités spécifiques. Par exem-
ple, évaluée en x = 0, cette somme nous donne :

π2

6
=

∞∑
j=1

1

j2
.

Ce n’est pas tout ! Évaluée en x = π
2 , elle donne

π2

12
=

∞∑
j=1

(−1)j+1

j2
.

Les suites qui convergent uniformément peuvent être intégrées terme à ter-
me. En d’autres mots, l’opération d’intégration peut être intervertie avec celle de
prendre la limite. Similairement, si la suite de fonctions dérivables {fn} converge
(ponctuellement) vers la fonction f et est telle que les fonctions dérivées f ′n soient
intégrables sur [a, b] et convergent uniformément vers une fonction continue g,
alors

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x).

Ces deux propriétés permettent donc de calculer de nouvelles séries de Fourier
sans trop d’effort. Dans l’exemple ci-dessus, la série converge uniformément (par
le théorème 10) et on peut intégrer terme à terme l’égalité

x(π − x)−
π2

6
= −

∞∑
j=1

1

j2
cos 2jx . (⋆)
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Le membre de gauche est∫ (
x(π − x)−

π2

6

)
dx = −

x3

3
+
πx2

2
−
π2x

6
+ constante

= −
1

3
x(x −

π

2
)(x − π) + constante

où « constante » est la constante d’intégration. Le membre de droite devient, par
la convergence uniforme :

−
∫ ∞∑
j=1

1

j2
cos 2jx dx =−

∞∑
j=1

∫
1

j2
cos 2jx dx

= −
∞∑
j=1

1

2j3
sin 2jx + nouvelle constante.

Comment se débarasser des constantes ? Il suffit d’évaluer les deux membres en un
point pour les fixer. En x = 0 les deux membres s’annulent et les deux constantes
peuvent donc être mises à zéro :

2

3
x(x −

π

2
)(x − π) =

∞∑
j=1

1

j3
sin 2jx .

Peut-on dériver terme à terme l’égalité (⋆) ? Dans l’exemple présent, ce n’est
pas évident. En effet la dérivée des sommes partielles est

n∑
j=0

2

j
sin 2jx

dont la convergence uniforme est loin d’être évidente. (Rappelons que que la série
{an =

∑n
j=0

1
j } ne converge pas.) Il faudrait pouvoir montrer la convergence

uniforme des sommes partielles pour justifier la dérivation terme à terme.

25. Montrez que l’identité de Parseval est, en termes des coefficients de FourierExercices
trigonométriques :

1

π

∫ π
−π
|f (x)|2dx =

a20
2
+

∞∑
n=1

(a2n + b
2
n).

26*. Lesquelles des fonctions (·, ·) suivantes définissent un produit scalaire sur
l’espace des fonctions continues sur l’intervalle [−π, π).

(a)

(f , g) =

(∫ π
−π
f (t)2(g(t)2)∗dt

) 1
2
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(b)

(f , g) =

∫ π
−π
f (t)g(t)∗e−t

2

dt

(c)

(f , g) =

∫ π
0

f (t)g(t)∗ dt

27*. Utiliser l’identité de Parseval pour évaluer les séries suivantes.

(a) ∑
n∈N

1

n6

(b)
∞∑
n=1
n impair

1

n4

(c) ∑
n∈N

1

(n2 + 1)2

(d)
1

1232
+
1

3252
+
1

5272
+
1

7292
+ . . .

28*. Soit L1([0, 1]) l’ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann sur
l’intervalle [0, 1].

(a) Montrer que les fonctions fi j , introduites à l’exercice 12 de la section 2.2,
forment un ensemble orthonormé :

(fi j , fkl) = δikδj l

où (·, ·) est le produit scalaire

(f , g) =

∫ 1
0

f (x)g(x) dx.
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(b) Soit f ∈ L1. Montrer comment trouver des coefficients φi j tels que sur [0, 1]
la série

φ00 +

∞∑
i=1

2i−1−1∑
j=0

φi j fi j

converge vers f au sens de Cesàro. (A cause des deux exercices 11 et 12 de la
section 2.2, cet exercice devrait être facile.)

(c) Développer la fonction f (x) = x en termes des fonctions fi j .

(d) A l’aide d’un langage de manipulations symboliques, tracer le graphe des pre-
miers termes de la série ci-dessus. Approximent-ils bien le graphe de x ?

29. (a) (Körner.) Montrer que les coefficients de Fourier cr de la fonction en dent
de scie h(t) = t − π, 0 < t < 2π et h(0) = 0 sont

cr =
i

r
, r ̸= 0 et c0 = 0.

(b) Soient P (t) =
∑n
j=0 aje

−i jt , Q(t) =
∑n
k=0 bke

−ikt . Montrer que

1

2πi

∫
T1
P (t)Q(t)h(t)e−itdt =

n∑
j=0

n∑
k=0

ajbk
j + k + 1

.

(c) Utiliser le fait que |h(t)e−it | ≤ π pour tout t et l’inégalité de Cauchy-Schwarz-
Buniakowski pour (P (t), (Q(t)h(t)e−it)∗) pour montrer que

∣∣∣∣ 12π
∫
T1
P (t)Q(t)h(t)e−itdt

∣∣∣∣ ≤ π
 n∑
j=0

|aj |2
n∑
k=0

|bk |2
 1
2

.

(d) En déduire que :

n∑
j=0

n∑
k=0

|aj ||bk |
j + k + 1

≤ π

 n∑
j=0

|aj |2
 1
2
 n∑
k=0

|bk |2
 1
2

.

(Se rappeler que l’identité prouvée en (c) est vraie pour tous polynômes P et Q.)

(e) Prouver que, si
∑n
j=0 |aj |2 et

∑n
k=0 |bk |2 convergent lorsque n → ∞, alors∑∞

j=0

∑∞
k=0

|aj ||bk |
j+k+1 existe et est ≤ π(

∑∞
j=0 |aj |2)

1
2 (
∑∞
k=0 |bk |2)

1
2 .
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30. Montrer les affirmations suivantes.

(a) Si z1, z2 ∈ C, alors

z1z
∗
2 =

1
4(|z1 + z2|

2 − |z1 − z2|2 + i |z1 + iz2|2 − i |z1 − iz2|2).

(b) Si f , g ∈ C(T1), alors

(f , g) = 1
4(∥f + g∥

2
2 − ∥f − g∥22 + i∥f + ig∥22 − i∥f − ig∥22).

(c) Si f , g ∈ C(T1), alors
(f , g) =

∑
j∈Z

cjd
∗
j

où cj et dj sont les coefficients des développements en série de Fourier (d’expo-
nentielles) de f et de g respectivement.

31. Cet exercice présente une preuve du théorème de Dirichlet (thm. 13). preuve du
théorème de Dirichlet

(a) Dans l’exercice 9 de la section 2.2, nous avons réécrit les sommes partielles

sn(x) =

n∑
k=−n

cke
ikx

sous la forme

sn(x) =
1

2π

∫
T1
f (x + t)dn(t) dt

où dn(t) est le noyau de Dirichlet

dn(t) =
sin(n + 12)t

sin t2
.

Montrer qu’on peut réécrire également sn(x) sous la forme

sn(x) =
1

2π

∫ π
0

f (x + t)dn(t) dt +
1

2π

∫ π
0

f (x − t)dn(t) dt.

Les deux termes de cette somme seront notés s+n (x) et s−n (x) respectivement.
Nous allons montrer que s+n (x) − f (x+)/2 et s−n (x) − f (x−)/2 tendent vers 0
lorsque n →∞.

(b) En utilisant l’identité sin(n + 1
2)t = cos nt sin

t
2 + sin nt cos

t
2 , montrer que

s+n (x)− f (x+)/2 peut être écrit sous la forme

1

2π

(∫ π
0

(f (x + t)− f (x+)) cos nt dt +
∫ π
0

(f (x + t)− f (x+)) cot
t

2
sin nt dt

)
.
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(c) Montrer que, pour tout x , la fonction

g1(t) =

{
(f (x + t)− f (x+)), 0 ≤ t < π,

0, −π ≤ t ≤ 0

est continue par morceaux.

(d) Montrer que, pour tout x , la fonction

g2(t) =

{
(f (x + t)− f (x+)) cot t2 , 0 ≤ t < π,

0, −π ≤ t ≤ 0

est continue par morceaux. (Vous devrez montrer que limt→0+ g2(t) existe. Il en
découlera que g2 est bornée et donc intégrable.)

(e) Utiliser le lemme 11 pour montrer que les coefficients de Fourier de g1 et g2
tendent vers 0 lorsque n →∞. Ceci démontre que s+n (x)− f (x+)/2 −−−→

n→∞
0. Une

preuve similaire montre que s−n (x)− f (x−)/2 −−−→
n→∞

0 et clôt la démonstration du

théorème de Dirichlet.



Chapitre 3

Problème de Sturm-Liouville
et fonctions spéciales

3.1 Rappel sur les équations différentielles

Un des exemples les plus simples d’équations différentielles est celui rencon-
tré dans l’étude de la corde vibrante. Après séparation des variables, l’équation
différentielle pour la partie spatiale X était :

X ′′ = −λ2X.

Pour obtenir cette équation, plusieurs étapes ont été suivies mais le point de
départ était l’équation de base de la mécanique : F = ma. Ceci est très courant
tant en physique qu’en mathématiques : certains principes de base (comme le
principe d’action-réaction) mènent à des équation différentielles (comme l’équation
de la corde vibrante). Résoudre l’équation ci-dessus peut être fait en répondant
simplement à la question : quelle est la fonction qui, dérivée deux fois, redonne elle-
même, à une constante négative près ? Beaucoup auront deviné que la réponse est
les fonctions sinus et cosinus (ou mieux, une combinaison linéaire des deux). Cette
équation était « facile ». Mais beaucoup d’équations en apparence aussi simple sont
difficiles à résoudre : essayez y ′′ = y2 ou y ′′ = sin y ou encore (y ′′)2 = y ′ + y .

Si vous n’avez jamais étudié les techniques de base de solutions d’équations
différentielles, il est sans doute utile de vous dire que ces techniques ressemblent
un peu en nombre et en difficultés aux techniques pour trouver les primitives des
fonctions. Cette section n’a pas pour but de vous enseigner un grand nombre
de techniques. Tout d’abord, nous allons plutôt décrire plusieurs caractéristiques
qui permettent de « classifier » les équations différentielles. Puis nous donnerons
quelques exemples de solutions d’équations différentielles ordinaires linéaires (voir
ci-dessous) en expliquant la relation entre l’« ordre » de l’équation différentielle et
le « nombre de solutions linéaires indépendantes ».
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Nomenclature. Les équations différentielles lient des fonctions et leurs dérivées.
Les fonctions sont souvent appelées variables dépendantes et les variables dont
elles dépendent variables indépendantes. Si y = y(x), l’équation différentielle y ′′+
xy ′ + y = 0 fait intervenir la variable dépendante y (la fonction) et la variable
indépendante x .

Les équations différentielles sont divisées en équations différentielles ordinairesédo et édp
et équations différentielles aux dérivées partielles. Une équation différentielle est
ordinaire si elle contient une ou des fonctions et leurs dérivées par rapport à une
unique variable indépendante. Elle est aux dérivées partielles si elle fait intervenir
les dérivées d’une ou plusieurs fonctions par rapport à plus d’une variable indépen-
dante. Le jargon scientifique nomme familièrement ces deux classes édo et édp
(ou en anglais ode et pde).

Les équations différentielles (ordinaires et aux dérivées partielles) linéaires sontlinéarité
celles qui ont été le plus étudiées du XVIIième au XIXième siècle. Elles sont « plus
simples » et c’est pour les équations aux dérivées partielles linéaires qu’a été dé-
veloppée l’analyse de Fourier. Une équation est linéaire si chacun de ses termes
(de ses monômes) ne fait apparaître aucune des variables dépendantes ou les fait
apparaître linéairement. Par exemple, si f et g sont deux variables dépendantes et
t la variable indépendante, le monôme f g n’est pas linéaire, mais les termes f ′ et
g′′ le sont. Ainsi l’équation (f g)′ = f + g n’est pas linéaire (même si les monômes
f et g le sont) et l’équation f ′′′ + g′ = f + 3 sin t l’est.

L’ordre d’une équation différentielle est l’ordre maximal des dérivées interve-ordre
nant dans l’équation. Les équations f ′′′ − f ′ = sin t et f ′′(f ′)2 − (f ′)3 = 0 sont
respectivement du 3ième et du second ordre.

Avec cette nomenclature, il est possible de dire pourquoi Fourier a inventé
les séries qui portent son nom : pour ramener l’étude des équations aux dérivées
partielles linéaires à celle des équations différentielles ordinaires linéaires.

Les équations différentielles ordinaires linéaires. Les édo linéaires se sépa-
rent elles-mêmes en édos homogènes et non-homogènes. Chacun des monômeshomogénéité
d’une édo linéaire homogène fait apparaître linéairement la fonction (variable dé-
pendante). Les non-homogènes contiennent des monômes qui ne contiennent pas
la variable dépendante. Ainsi xy ′′+(1−x)y ′+y = 0 est homogène mais y ′′ = sin x
ne l’est pas.

L’importance des édos linéaires homogènes est que leurs solutions forment un
espace vectoriel. Par exemple les solutions de

x2y ′′ + xy ′ + (λ2x2 − n2)y = 0

où λ et n sont des constantes, forment un espace vectoriel. Si y est une solution,
cy l’est aussi. Et si y1 et y2 sont des solutions :

x2y ′′1 + xy
′
1 + (λ

2x2 − n2)y1 = 0,
x2y ′′2 + xy

′
2 + (λ

2x2 − n2)y2 = 0,
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alors (y1 + y2) l’est aussi :

x2(y1 + y2)
′′+x(y1 + y2)

′ + (λ2x2 − n2)(y1 + y2)
= x2y ′′1 + xy

′
1 + (λ

2x2 − n2)y1 + x2y ′′2 + xy ′2 + (λ2x2 − n2)y2
= 0.

Nous avons déjà rencontré une équation linéaire homogène :

y ′′ = −λ2y

et nous avons écrit ses solutions sous la forme

y = a cosλx + b sinλx

montrant bien que les solutions forment un espace vectoriel de dimension (au
moins) 2. A quoi servent les constantes a et b dans la solution ci-dessus ? Elles
jouent le même rôle que les constantes d’intégration : chaque fois qu’une intégrale
est prise, une constante est ajoutée à la primitive trouvée. Dans le cas d’une édo
du premier ordre (c’est-à-dire faisant intervenir qu’une dérivée première), nous de-
vrons intuitivement « intégrer » une seule fois et une seule constante apparaîtra.
Si elle est du second ordre comme y ′′ = −λ2y , nous devrons « intégrer » deux fois
et deux constantes apparaîtront. Et ainsi de suite lorsque l’ordre de l’édo croît. Il
semble donc raisonnable de prédire qu’une édo homogène d’ordre n nécessitera n
constantes d’intégration. (L’argument intuitif peut-être démontré !) Une solution
d’une édo d’ordre n faisant apparaître n constantes est appelée la solution générale
de l’équation. Ainsi y = a cosλx + b sinλx est la solution générale de l’équation
du second ordre y ′′ = −λ2y .

Comment les constantes intervenant dans la solution générale sont-elles fi-
xées ? Elles le sont par les conditions initiales ou par les conditions aux limites.
(Si la variable indépendante peut être interprétée comme le temps, on parle de
conditions initiales et si elle est l’espace, on parle plutôt de conditions aux limites.)
Commençons par l’exemple simple d’une particule tombant en chute libre dans un
champ de gravitation constant. Sa position vérifie l’équation ma = mg où g est
une constante, a l’accélération d2x

dt2 et m la masse. On peut intégrer une première
fois

dx

dt
= gt + c1,

où c1 est la première constante d’intégration, et une seconde fois

x(t) =
gt2

2
+ c1t + c2.

Si on sait que la masse a été lâchée d’une hauteur de 10 unités à vitesse nulle,
nous devons donc fixer c1 et c2 de façon, qu’en t=0, nous ayons :

x(0) = 10
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et

dx

dt
(0) = 0.

Ainsi la solution est

x(t) =
gt2

2
+ 10.

Lorsque les constantes de la solution générale sont fixées par les conditions initiales,
la solution obtenue est dite une solution particulière.solution particulière

Encore un exemple. Un ressort est soumis à une force de rappel dépendant de
sa position : F (x) = −kx où k est une constante positive. L’équation

ma = F

est donc

m
d2x

dt2
= −kx.

Cette équation a la même forme x ′′ = λ2x et la solution générale est

x(t) = a cos

√
k

m
t + b sin

√
k

m
t.

Supposons que nous ayons mesuré la position de la masse à deux instants t = 0
et t =

√
m
k
π
4 et que nous ayons obtenu :

x(0) = 1 et x

(√
m

k

π

4

)
=
1

2
.

Alors ces deux conditions mènent à :

1 = a et
1

2
=

a√
2
+

b√
2
;

donc la solution est

a = 1 et b =

(
1√
2
− 1
)
.

1. Identifier les équations différentielles ordinaires et les équations différentiellesExercices
aux dérivées partielles dans ce qui suit.

(a)
dy

dx
+ y

dy

dx2
+ 2x3 − sin(xy) = 0

(b)
dy

dx
=
d

dx
arctan

1√
x2 − 1
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(c)
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
=
1

c2
∂2f

∂t2

(d) iℏ
∂ψ

∂t
= −∇2ψ

(e)
d2x⃗

dt2
= −Ax⃗ où A est une matrice n × n et x⃗(t) ∈ Rn.

2. Identifier parmi les équations différentielles suivantes celles qui sont linéaires.

(a) y ′′y + 7y = 0

(b) y ′′ = −λ2y

(c) xy ′′ = 1

(d) y ′′ = y2

(e) yy ′ − y ′′ = 0

(f) y ′′ + (1− x)y ′ + x2y = 0

(g) y ′′ = sin y

(h) r ′′ = − 1r2

(i) ∇2f =
∂2f

∂t2

(j)
∂ψ

∂t
−
∂ψ

∂x
= |ψ|2ψ

(k) Le système

∇⃗ · E⃗ = ρ

∇⃗ · H⃗ = 0

∇⃗ × E⃗ + H⃗ = 0

∇⃗ × H⃗ − E⃗ = J⃗

où J⃗ et ρ sont des fonctions connues, E⃗ et H⃗ sont six variables dépendantes et
x, y , z et t sont les variables indépendantes.

3. Quel est l’ordre des équations différentielles suivantes ?

(a) y ′′y ′ + 7y = 0

(b) y ′ + y ′′ + x7y = 0

(c) (y ′′)2 + y = 0

(d) yy ′y ′′′ − y ′′y ′′′′ = 0

(e) y ′′ = −λ2y
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(f) ∇2ψ = λψ

4. Parmi les équations différentielles ordinaires suivantes, quelles sont les homo-
gènes ?

(a) y ′′ + xy ′ + y = 0

(b) y ′′ = −λ2y

(c) y ′′ = −λ2y + x

(d) y ′′ = y sin x

(e) y ′′′ + x2y ′ = y

5*. Pour les quatre équations suivantes, vérifier que la solution donnée est la solu-
tion générale et trouver la solution particulière qui satisfait les conditions initiales
suggérées.

(a)

(x + 1)y ′′ = y ′ y = c

(
x +

x2

2

)
+ d y(0) = 1, y ′(0) = 1

(b)
xy ′′ = (1− 2x2)y ′ y = ce−x

2

+ d y(0) = 1, y ′(1) = e−1

(c)

4y ′′ − 4y ′ + y = 0 y = cex/2 + dxex/2 y(0) = 1, y ′(0) = 1

(d)
4x2y ′′ + y = 0 y = c

√
x + d

√
x ln x y(1) = 0, y ′(1) = 1

3.2 Séparation de variables

Nous avons déjà rencontré quelques équations différentielles aux dérivées par-
tielles :

équation de la corde vibrante
1

c2
∂2f

∂t2
=
∂2f

∂x2

équation du tambour
1

c2
∂2f

∂t2
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

équation de la chaleur
1

a2
∂f

∂t
=
∂2f

∂x2
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D’autres sont également communes telles :

équation d’onde
1

c2
∂2f

∂t2
=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

équation de Schrödinger iℏ
∂ψ

∂t
= −∇2ψ + V (r)ψ

où V (r) est le potentiel dans lequel baigne la particule considérée. Dans les équa-
tions ci-dessus, les nombres c, a et ℏ sont des constantes. Le “truc” de la séparation
des variables que nous avons utiliśe à la section 1.5 s’applique à toutes ces équa-
tions. Non seulement s’y applique-t-il en coordonnées cartésiennes mais aussi dans
plusieurs autres systèmes de coordonnées. Le but de cette section est de présen-
ter des exemples de séparation dans des systèmes de coordonnées autres que les
cartésiennes.

Les deux exemples que nous ferons en un peu de détail sont l’équation des
ondes en coordonnées cylindriques et sphériques. L’équation d’onde est

1

c2
∂2f

∂t2
= ∇2f

où

∇2 =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
.

La constante c est la vitesse de propagation des ondes. Dans le cas de la lumière,
cette vitesse est c = 2.998×108 m/sec. Par la suite nous poserons cette constante
c égale à 1. Comme précédemment, nous chercherons des solutions de la forme

f (r⃗ , t) = T (t)ψ(r⃗).

(Contrairement à précédemment cependant, ψ dépend maintenant de 3 variables.)
L’équation des ondes s’écrit alors

T ′′ψ = T∇2ψ

ou encore
T ′′

T
=
1

ψ
∇2ψ.

L’argument de séparabilité peut être à nouveau répété : puisque le membre de
gauche ne dépend que de t et celui de droite que de r⃗ , il faut donc que ces deux
fonctions soient égales à une même constante, c’est-à-dire

T ′′ = λT et ∇2ψ = λψ.

La première équation T ′′ = λT a trois types de solutions :

T (t) = ae
√
λt + be−

√
λt , si λ > 0,

T (t) = at + b, si λ = 0,

T (t) = a cos(
√
−λt) + b sin(

√
−λt), si λ < 0.
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où a et b sont des constantes. Quoique les équations de propagation n’interdisent
pas les deux premiers types (exponentiel et linéaire), le troisième est plus usuel.
On le retrouve dans le cas de la corde de vibrante (comme nous l’avons vu à la
section 1.5), des ondes électromagnétiques dans le vide, etc. Nous choisirons donc
une constante de séparation négative λ = −k2 pour laquelle la solution prend la
forme

T (t) = a cos kt + b sin kt.

L’équation résultante pour ψ(r⃗) est alors l’équation de Helmholtz :équation d’Helmholtz
Hermann von Helmholtz
(1821-1894) ∇2ψ + k2ψ = 0.

C’est ici que notre chemin bifurque de la corde vibrante. Plutôt que d’obtenir une
équation différentielle ordinaire pour la dépendance spatiale, l’équation demeure
une équation différentielle aux dérivées partielles. Mais le truc de la séparation
peut être employé à nouveau ! Nous le ferons dans deux cas : les systèmes de
coordonnées cylindriques et sphériques. (Voir l’exercice 1.)

Le système de coordonnées cylindriques est donné parcoordonnées cylindriques

x = r cos θ

y = r sin θ

z = z

Le laplacien ∇2 s’écrit en ces coordonnées sous la forme

∇2 =
∂2

∂r2
+
1

r

∂

∂r
+
1

r2
∂2

∂θ2
+
∂2

∂z2
.

Supposons que la fonction ψ soit de la forme

ψ(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)Z(z).

L’équation d’Helmholtz sera

R′′ΘZ +
1

r
R′ΘZ +

1

r2
RΘ′′Z + RΘZ′′ + k2RΘZ = 0

ou encore, après division par RΘZ :(
R′′

R
+
1

r

R′

R

)
+
1

r2
Θ′′

Θ︸ ︷︷ ︸
ne dépend que de r et θ

+
Z′′

Z︸︷︷︸
ne dépend que de z

+k2 = 0.

L’expression ci-dessus dépend des trois variables r, θ et z . Même si la dépendance
en r et θ n’est pas séparée (à cause du terme 1

r2
Θ′′

Θ qui contient les deux variables),
le terme Z

′′

Z ne dépend que de z alors que le reste ne dépend que de r et θ. Il faut
donc que ce terme soit constant. Alors il faut qu’il existe une constante λ1 telle
que :

Z′′

Z
= λ1

http://fr.wikipedia.org/wiki/Hermann_von_Helmholtz
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et l’équation pour R et Θ devient alors (après multiplication par r2)

r2
(
R′′

R
+
1

r

R′

R

)
︸ ︷︷ ︸

ne dépend que de r

+
Θ′′

Θ︸︷︷︸
que de θ

+(k2 + λ1)r
2︸ ︷︷ ︸

que de r

= 0.

A cause de la multiplication par r2 le terme qui dépendait des deux variables r et
θ ne dépend plus maintenant que de θ et la dépendance est maintenant séparée.
Une autre constante de séparation doit exister telle que

Θ′′

Θ
= λ2

et finalement

r2
(
R′′

R
+
1

r

R′

R

)
+ (λ2 + (k

2 + λ1)r
2) = 0

ou encore, en multipliant par R/r :

d

dr

(
r
dR

dr

)
+

(
r(k2 + λ1) +

λ2
r

)
R = 0.

Nous avons introduit trois constantes de séparation : k, λ1 et λ2. Dans le cas de la
corde vibrante, la constante de séparation était fixée par les conditions aux limites.
Ici la continuité jouera également un rôle. Par exemple, si la fonction ψ = RΘZ est
continue, il faut que la fonction Θ soit telle que Θ(0) = Θ(2π). Une façon simple
d’assurer cette contrainte est que la solution de Θ′′ = λ2Θ soit une combinaison
linéaire de sin et de cos dont les arguments sont de la forme mθ,m ∈ N. Donc

λ2 = −m2

et
Θm(θ) = a cosmθ + b sinmθ, m ∈ N.

(Ce choix assure de plus queΘ est analytique sur le tore T1.) Nous allons demander
(à titre exemple) que la fonction Z s’annule en z = 0 et L. Il faudra donc, pour
que Z′′ = λ1Z soit satisfaite, que la constante λ1 soit de la forme

λ1 = −
n2π2

L2
, n ∈ N

et
Zn(z) = sin

nπz

L
.

(Cette étape est trop rapide ? Revoir le traitement des conditions aux limites pour
la corde vibrante.) Alors l’équation pour R devient

d

dr

(
r
dR

dr

)
+

(
r

(
k2 −

n2π2

L2

)
−
m2

r

)
R = 0.
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Il est usuel d’introduire la constante

κ =

√
k2 −

n2π2

L2
.

Si on introduit une nouvelle variable x = κr et la fonction

y = y(x) = R
( x
κ

)
,

les dérivées deviennent :

dy

dx
=
d

dx
R
( x
κ

)
=
1

κ
R′ et

d2y

dx2
=
1

κ2
R′′.

L’équation résultante est

d

dx

(
x
dy

dx

)
+

(
x −

m2

x

)
y = 0

et elle joue souvent un rôle important dans les problèmes où la symétrie cylindriqueéquation de Bessel
Friedrich Wilhelm Bessel
(1784-1846)

est réalisée. Elle se nomme l’équation de Bessel.
Même si nous avons traité la propagation des ondes en trois dimensions à

symétrie cylindrique, telle la propagation des ondes dans les câbles co-axiaux (la
câblo-distribution des signaux de télévision se fait par de tels câbles), il est facileZ(z) = 1 et

l’équation du tambour d’observer que, en posant Z(z) = 1, ce traitement s’applique à l’équation du
tambour et donc les fonctions de Bessel sont la clef de la physique du tambour.
(En posant Z(z) = 1, l’équation aux dérivées partielles perd sa dépendance en z
et devient donc une équation aux dérivées partielles en trois variables : t, r et θ. Il
s’agit de l’équation du tambour.)

Le système de coordonnées sphériques est donné parcoordonnées sphériques

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

où θ ∈ (0, π) et φ ∈ (0, 2π) (voir figure 3.1). Le laplacien ∇2ψ, en ces coordon-
nées, se lit :

∇2ψ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2
.

A nouveau, après la séparation du temps dans l’équation des ondes, l’équation
à résoudre est l’équation d’Helmholtz en trois dimensions qui se lit :

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2
+ k2ψ = 0.

Nous chercherons les solutions sous la forme

ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ).

http://fr.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Wilhelm_Bessel
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Notre traitement sera plus sommaire et nous ne donnerons ici que les étapes
principales. (Vous devrez refaire les étapes intermédiaires. Exercice !) Après rem-
placement de ψ par RΘΦ et multiplication par r2 sin2 θ/RΘΦ, l’équation se lit

sin2 θ

R

∂

∂r

(
r2R′

)
+
sin θ

Θ

∂

∂θ
(Θ′ sin θ) +

1

Φ
Φ′′︸ ︷︷ ︸

ne dépend que de φ

+k2r2 sin2 θ = 0.

Puisque le rapport Φ
′′

Φ ne dépend que de φ alors que le reste de l’équation dé-
pend des deux autres variables r et θ, une première constante de séparation est
introduite :

Φ′′

Φ
= λ1.

En divisant l’équation résiduelle par sin2 θ, l’équation devient

1

R

∂

∂r

(
r2R′

)
+ k2r2︸ ︷︷ ︸

ne dépend que de r

+
1

Θsin θ

∂

∂θ
(Θ′ sin θ) +

λ1

sin2 θ︸ ︷︷ ︸
ne dépend que de θ

= 0.

Maintenant l’équation est séparée et une seconde constante de séparation λ2 peut
être introduite. L’équation pour Θ est

d

dθ
(Θ′ sin θ) +

λ1
sin θ
Θ− λ2Θsin θ = 0

et celle pour R
d

dr

(
r2R′

)
+ (k2r2 + λ2)R = 0.

Encore de nouvelles équations ! Des cas particuliers vont nous intéresser. A nou-
veau, il est naturel d’imposer la continuité de la fonction ψ qui sera satisfaite si Φ
est périodique. Alors

Φ′′ = λ1Φ

et
Φ = a cosmφ+ b sinmφ, m ∈ N

avec
λ1 = −m2.

L’équation pour θ devient alors

d

dθ
(Θ′ sin θ)−

m2

sin θ
Θ− λ2Θsin θ = 0.

Il est usuel d’introduire la nouvelle variable x = cos θ et la fonction y(x) =

Θ(arccos x). Les dérivées sont obtenues par la règle de dérivation en chaîne

dy

dx
=
dΘ

dθ

dθ

dx
= −

1√
1− x2

Θ′
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et puisque 1 − x2 = sin2 θ, pour θ ∈ [0, π] (qui est précisément le domaine de la
coordonnée sphérique θ), la fonction sin θ est toujours positive et

Θ′ = − sin θ
dy

dx
et

d

dθ
=
dx

dθ

d

dx
= − sin θ

d

dx
.

En réécrivant l’équation différentielle en termes de ces nouvelles variables, on ob-
tient l’équation de Legendre associéeéquation de Legendre

associée
Adrien-Marie Legendre
(1752-1833)

d

dx

(
(1− x2)

dy

dx

)
−

m2

1− x2 y − λ2y = 0.

Nous allons étudier le cas m = 0 à la section 3.4. Ceci correspond au cas où la
solution ψ ne dépend pas de φ et alors l’équation se litéquation de Legendre

d

dx

(
(1− x2)

dy

dx

)
= λ2y .

L’équation pour R est aussi une équation fameuse. Si la constante de séparation
λ2 a la forme λ2 = −l(l + 1), l ∈ N ∪ {0}, alors l’équation radiale se lit :

d

dr
(r2R′) + (k2r2 − l(l + 1))R = 0.

Ecrivant x = kr et y(x) = R(x/k), l’équation est alorséquation de Bessel
sphérique

d

dx

(
x2
dy

dx

)
+ (x2 − l(l + 1))y = 0

qui porte le nom d’équation de Bessel sphérique.

Remarques. 1. Nous venons d’introduire beaucoup de nouvelles équations que
nous avons baptisées des noms des mathématiciens qui les ont étudiés. Les so-
lutions de certaines de ces équations sont caractérisées ; tout comme y ′′ = −λy
donne lieu aux solutions sinmx et cosmx , m ∈ N, les équations introduites don-
neront lieu à des familles de solutions à l’aide desquelles nous pourrons faire des
séries de Fourier (ou plutôt des séries de Legendre, de Bessel, etc.). La tradition
a donné le nom de “fonctions spéciales” aux fonctions de ces familles. Ce mot
“spécial” ne veut pas dire grand chose si ce n’est que ces fonctions sont très utiles.
En ce sens, les fonctions sin, cos et exp sont aussi des fonctions spéciales.

2. Dans les exemples ci-dessus, on voit comment la séparation des variables dé-
pend de la forme du laplacien dans les coordonnées étudiées. Cette séparation
est assez délicate et on peut se demander s’il existe beaucoup d’autres systèmes
de coordonnées dans lesquels l’équation d’Helmholtz se sépare. Par exemple un
système de coordonnées (u, v) pour lequel le laplacien aurait la forme

∇2ψ = f (u, v)
∂2ψ

∂u2
+ g(u, v)

∂2ψ

∂u∂v
+ h(u, v)

∂2ψ

∂v2

http://fr.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
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ne nous permettrait pas de jouer le jeu de la séparabilité à cause du terme

∂2ψ

∂u∂v
.

L’étude de la séparabilité d’équations différentielles est reliée au groupe de symé-
trie de cette équation. La théorie de Lie associée permet de classifier les systèmes
dits séparables. 1 Pour l’équation de Helmholtz, on les connait tous ; en deux di-
mensions, cette équation se sépare en quatre systèmes (les cartésien, polaire,
parabolique et elliptique) et en trois dimensions en onze systèmes. Ces systèmes
sont d’une grande utilité en mathématiques appliquées et en physique.

6. Vérifier que les laplaciens tri-dimensionnels en coordonnées cylindriques et sphé- Exercices
riques sont bien

∇2f =
∂2f

∂r2
+
1

r

∂f

∂r
+
1

r2
∂2f

∂θ2
+
∂2f

∂z2
cylindrique

∇2f =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂φ2
sphérique

7*. L’équation d’Helmholtz est séparable dans les 4 systèmes suivants

cartésien

{
x

y

polaire

{
x = r cos θ

y = r sin θ

parabolique

{
x = 1

2(ξ
2 − η2)

y = ξη

elliptique

{
x = d coshα cosβ

y = d sinhα sinβ
où d > 0.

(a) Montrer que le laplacien ∇2f qui se lit

∇2f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

1. Une référence sur la classification des systèmes séparables pour les équations de la physique
mathématique est : Miller, W., Symmetry and Separation of Variables, Addison-Wesley (1977).
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en coordonnées cartésiennes prend la forme suivante dans les autres systèmes :

polaire ∇2f =
∂2f

∂r2
+
1

r

∂f

∂r
+
1

r2
∂2f

∂θ2

parabolique ∇2f =
1

ξ2 + η2

(
∂2f

∂ξ2
+
∂2f

∂η2

)
elliptique ∇2f =

1

d2(cosh2 α− cos2 β)

(
∂2f

∂α2
+
∂2f

∂β2

)

(b) Trouver les équations différentielles ordinaires qui découlent de la séparation
de l’équation d’Helmholtz dans ces quatre systèmes de coordonnées.

8. (a) Montrer que, si la fonction f satisfait l’équation de Laplaceéquation de Laplace
Pierre-Simon de Laplace
(1749-1827) ∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0,

la fonction g(x, y) = f (x3 − 3xy2, 3x2y − y3) en est aussi une solution.

(b) Montrer que l’équation d’Helmholtz n’est pas séparable en termes des variables
u(x, y) = x3 − 3xy2 et v(x, y) = 3x2y − y3.

3.3 Le problème de Sturm-Liouville

Les équations que nous venons d’introduire dans la section précédente (Le-
gendre, Legendre associé, Bessel, Bessel sphérique, et l’équation y ′′ = −λy),
peuvent toutes être mises sous la forme :équation

de Sturm-Liouville
d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
− s(x)y + λr(x)y = 0.

Cette équation porte le nom d’équation de Sturm-Liouville et un opérateur linéaire
lui est naturellement associé :opérateur

de Sturm-Liouville
L =

1

r(x)

(
d

dx

[
p(x)

d

dx

]
− s(x)

)
.

On doit comprendre cet opérateur comme agissant sur une fonction f de la façon
suivante :

L(f )(x) =
1

r(x)

(
d

dx

[
p(x)

df

dx
(x)

]
− s(x)f (x)

)
.

Cette définition est quelque peu sommaire. Pour correctement définir uneCharles Sturm
(1803-1855) transformation linéaire (en algèbre linéaire), il faut toujours, en plus de donner

la règle de transformation, donner l’espace vectoriel de départ (le domaine) etJoseph Liouville
(1809-1882) l’espace vectoriel d’arrivée (qui contient l’image). Quels sont les espaces qui per-

mettent de correctement définir l’opérateur de Sturm-Liouville ? Ces espaces sont

http://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_de_Laplace
https://fr.wikipedia.org/wiki/Charles_Sturm
https://fr.wikipedia.org/wiki/Joseph_Liouville
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donnés par le problème considéré. Nous avons répondu à cette question implicite-
ment quand nous avons étudié la corde vibrante. Dans ce cas, l’opérateur était

L =
d2

dx2

et agissait sur les fonctions qui sont dérivables deux fois (sinon l’opérateur n’a
pas de sens) et qui s’annulent aux extrémités de l’intervalle [0, L]. Cette dernière
condition est d’origine physique et représente le fait que la corde est maintenue fixe
en ses extrémités. Il est facile de vérifier que les fonctions dérivables deux fois et qui
s’annulent en x = 0 et L forment un espace vectoriel. L’espace d’arrivée peut être
beaucoup plus grand, par exemple l’ensemble des fonctions définies sur l’intervalle
[0, L]. Cependant, dans les lignes qui suivent nous demanderons également que ces
fonctions soient intégrables, une propriété qui sera vérifiée si le domaine contient
des fonctions dont la seconde dérivée est continue.

Le but de cette section est d’étendre les quelques propriétés que nous avons
observées dans l’étude de la corde vibrante aux opérateurs de Sturm-Liouville.
Plusieurs des équations différentielles linéaires ont cette forme. Beaucoup vien-
nent de la physique mathématique. Dans ce qui suit, nous allons suivre les étapes
suivantes :

— une propriété élémentaire de L : la linéarité
— les conditions aux limites : rôle et certains types
— L est un opérateur auto-adjoint
— « l’équation de Sturm-Liouville + conditions aux limites » = un problème

aux valeurs propres

L est linéaire. L’opérateur de Sturm-Liouville est un opérateur linéaire sur un linéarité
espace de fonctions. Rappelons qu’une transformation T : V → W est linéaire si
pour tout v1, v2 ∈ V et c ∈ R

T (v1 + cv2) = T (v1) + cT (v2).

Dans le cas présent, la linéarité est immédiate :

L(f1 + cf2) =
1

r

[
d

dx

(
p
d

dx
(f1 + cf2)

)
− s(f1 + cf2)

]
=
1

r

[
d

dx

(
p
df1
dx

)
− sf1

]
+ c
1

r

[
d

dx

(
p
df2
dx

)
− sf2

]
= L(f1) + cL(f2).

Conditions aux limites. Comme nous l’avons vu sur l’exemple de la corde vibrante,
les solutions que nous cherchons aux équations différentielles sont soumises à des
conditions aux limites, c’est-à-dire des contraintes auxquelles doit satisfaire la
solution en les extrémités de l’intervalle sur lequel la solution est cherchée. (Les
textes en anglais disent « boundary conditions » que l’on traduit souvent en français
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par « conditions frontières ». Les textes écrits s’en tiennent cependant aux mots
« condition aux limites ».) C’est sûrement le cas de l’équation trigonométrique. Si
l’intervalle définissant le domaine des solutions recherchées est [a, b], les conditions
aux limites les plus usuelles sont :conditions

aux limites — Dirichlet : f (a) = f (b) = 0.
— Neumann : f ′(a) = f ′(b) = 0.
— intermédiaire : f (a) + αf ′(a) = 0 et f (b) + βf ′(b) = 0 pour certains

nombres α, β constants.
— p(a) = p(b) = 0.
— mixte : un des quatre types ci-dessus en a et un autre en b.

Il est donc possible de définir l’espace vectoriel sur lequel agit L. Par exemple, pour
les conditions de Dirichlet, il s’agit des fonctions dérivables continûment deux fois
et qui s’annulent aux extrémités. La vérification de la structure d’espace vectoriel
de ces ensembles est laissée en exercice. (Pour le cas p(a) = p(b) = 0, la condition
sur la fonction est moins évidente. Voir un exemple à l’exercice 5.)

L est un opérateur auto-adjoint. Rappelons qu’une matrice X est symétrique si
XT = X, c’est-à-dire que sa transposée est égale à elle-même. Si (x, y) = xT y

dénote le produit scalaire usuel sur Rn, alors (x,Xy) = xTXy = xTXT y =

(Xx)T y = (Xx, y). Si x, y ∈ Cn et X est une matrice hermitienne (X† = X), on
vérifie de la même façon que

(x,Xy) = (Xx, y).

Une propriété semblable existe pour les opérateurs définis sur les espaces de fonc-
tions.

Définition 17. Soit C2([a, b]) l’ensemble des fonctions (réelles) deux fois continû-
ment différentiables sur l’intervalle [a, b] et soit r une fonction positive et intégrable
au sens de Riemann sur [a, b]. Pour f , g ∈ C2([a, b]), on définit le produit scalaire

(f , g) =

∫ b
a

r(x)f (x)g(x) dx.

L’opérateur L est dit auto-adjoint si :opérateur auto-adjoint

(f ,Lg) = (Lf , g)

pour toute paire de fonctions f , g ∈ C2([a, b]). L’ajout d’une condition aux limites
peut restreindre l’espace vectoriel considéré et la contrainte (f ,Lg) = (Lf , g) sera
alors restreinte aux fonctions de ce sous-espace.

(Exercice : Vérifier que ( , ) est un produit scalaire.)
Dans notre cas, l’opérateur de Sturm-Liouville est auto-adjoint pour les condi-

tions aux limites de Dirichlet, de Neumann, intermédiaires ou lorsque p(a) =
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p(b) = 0 :

(f ,Lg) =
∫ b
a

r f
1

r

(
d

dx

(
p
dg

dx

)
− sg

)
dx

= f p
dg

dx

∣∣∣∣b
a︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ b
a

p
df

dx

dg

dx
dx −

∫ b
a

sf g dx

= − p
df

dx
g

∣∣∣∣b
a︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ b
a

d

dx

(
p
df

dx

)
g dx −

∫ b
a

sgf dx

=

∫ b
a

r
1

r

(
d

dx

(
p
df

dx

)
− sf

)
g dx

=

∫ b
a

r(Lf )g dx

= (Lf , g)

Nous avons observé que la matrice caractérisant la corde plombée était symétrique.
Similairement l’opérateur qui représente le problème équivalent pour la corde vi-
brante (et, en général, pour le problème de Sturm-Liouville) est auto-adjoint.

Le problème de Sturm-Liouville est un problème aux valeurs propres. L’équation
de Sturm-Liouville est

d

dx

(
p(x)

dy

dx

)
− s(x)y + λr(x)y = 0.

Cette équation peut être réécrite à l’aide de l’opérateur de Sturm-Liouville sous la
forme :

L(f ) = −λf .

Si une condition aux limites est spécifiée, par exemple dans la liste ci-dessus,
cette équation peut donc être interprétée comme une équation aux valeurs pro-
pres puiqu’alors L est un opérateur linéaire sur un espace vectoriel bien défini.
Cette analogie entre algèbre linéaire et analyse va même plus loin !

Si le problème de Sturm-Liouville est un problème aux valeurs propres et l’opé-
rateur linéaire est auto-adjoint, peut-on en conclure, comme on le fait pour les
matrices symétriques, que les fonctions propres (vecteurs propres) correspondant à
des valeurs propres distinctes sont orthogonales ? Et est-ce que les valeurs propres
sont réelles ? En fait il suffit de revoir les preuves d’algèbre linéaire pour nous en
convaincre. Nous allons tout d’abord montrer que, si fm et fn sont des fonctions
propres de L avec valeurs propres λm et λn distinctes :

Lfm = −λmfm
Lfn = −λnfn,
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alors elles sont orthogonales par rapport au produit scalaire :

(f , g) =

∫ b
a

r(x)f (x)g(x)dx.

Puisque L est auto-adjoint,

λmfm = −(Lfm, fn) = −(fm,LFn) = λnfn
et donc (λm−λn)(fm, fn) = 0. Puisque les valeurs propres λm et λn sont distinctes,
il faut que (fm, fn) = 0, c’est-à-dire que les fonctions fm et fn soient orthogonales
pour le produit scalaire ( , ). La dernière propriété observée lors de la solution de
la corde plombée a donc son pendant ici également : les modes propres étaient
orthogonaux et ici, les fonctions propres sont orthogonales.

Remarque : Contrairement au cas trigonométrique où nous avons utilisé les
fonctions exponentielles pour étudier la converge en moyenne, les exemples qui
suivront seront pour des fonctions à valeurs réelles, c’est-à-dire f : R→ R. Vous
pouvez retourner à la section 2.5 et vous assurer que, si r est positive sur l’intervalle
[a, b], le produit (·, ·) que nous venons de définir est un produit scalaire et satisfait
l’inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakowski. (Parfois, il suffit d’absorber un signe
dans la valeur propre pour rendre r(x) positif.)

Dans ce qui suit nous allons faire les hypothèses suivantes :
— il y a une infinité de fonctions propres yn de L dans C2([a, b]) ;
— chacun des sous-espaces propres est de dimension finie. Nous supposerons

les yn orthogonales. Cette hypothèse n’a de l’importance que si la valeur
propre associée λn est dégénérée ;

— toute fonction dans C2([a, b]) peut être représentée par une série de Fourier

f (x) =

∞∑
n=1

anyn, ∀x ∈ [a, b].

(Il y a « assez » de fonctions propres.) Nous supposerons de plus que cette
convergence est uniforme et en tous les points de l’intervalle.

Les coefficients an de ce développement peuvent être aisément calculés :∫ b
a

r(x)f (x)ym(x) dx =

∞∑
n=1

∫ b
a

anr(x)yn(x)ym(x) dx

=

∫ b
a

amr(x)ym(x)
2 dx

car yn et ym sont orthogonales et donc, de tous les termes de la somme, seul le
terme n = m demeure. Donc :

am =

∫ b
a

r(x)f (x)ym(x) dx∫ b
a

r(x)ym(x)
2 dx

=
(f , ym)

(ym, ym)
.
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9. Vérifier que les ensembles des fonctions continûment différentiables deux fois Exercices
et satisfaisant les conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et intermédiaires
définissent trois espaces vectoriels.

10*. Est-ce que la condition aux limites f (a) = f (b) = 1 définit un espace
vectoriel ?

11*. Lesquels des opérateurs différentiels suivants sont linéaires ?

(a)

T (f ) =
d3f

dx3

(b)

T (f ) = x
df

dx
− f

(c)
T (f ) = f

(d)
T (f ) = f 2 − f

(e)

T (f ) = f
df

dx

(f)

T (f ) =
d(xf − f ′)

dx

(g)

T (f ) =
∫ 1
0

f (x) dx −
df

dx

12*. (a) Déterminer les fonctions p(x), q(x) et r(x) pour les équations de Le-
gendre, Legendre associée, Bessel et Bessel sphérique.
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(b) Pour les changements de variables que nous avons utilisés pour séparer l’équa-
tion d’Helmholtz, identifier le domaine des fonctions solutionnant les équations
ci-dessus.

(c) Ecrire la forme bilinéaire par rapport à laquelle L est auto-adjoint pour ces
mêmes équations.

13*. L’équation d’Hermite est la suivante :

ex
2 d

dx

(
e−x

2 dy

dx

)
+ 2ny = 0.

(a) Quelles sont les fonctions p(x), q(x) et r(x) du problème de Sturm-Liouville
associé ? (2n est ici la valeur propre.)

(b) Le domaine des solutions de l’équation d’Hermite est (−∞,+∞). La preuve
d’orthogonalité des solutions propres utilisait un intervalle borné (a, b). Refaire la
preuve en l’adaptant au cas présent. Pour répondre à cette question, vous devrez
décrire l’espace vectoriel sur lequel agit l’opérateur L associé ? (Pour cette partie,
vous devrez réfléchir.)

14*. Soit le problème de Sturm-Liouville

y ′′ + λy = 0

où y vérifie les conditions aux limites y(0) = 0 et y ′(L) + βy(L) = 0. (β est une
constante réelle positive. On considèrera le cas de valeurs propres λ positives.)

(a) Trouver les fonctions propres du problème de Sturm-Liouville et montrer que
les valeurs propres satisfont

√
λ = −β tan(

√
λL).

(b) Montrer qu’il existe précisément une valeur propre λn dans chacun des inter-
valles

λn ∈ [(n − 12)
2π2/L2, (n + 12)

2π2/L2], n ∈ N.

(c) Trouver un ensemble {φn, n ∈ N} de fonctions propres telles que (φn, φm) =
δmn.

15. Soit {yn, n ∈ N} l’ensemble des fonctions propres du problème de Sturm-
Liouville Lf = λf plus certaines conditions aux limites. En supposant que la série

f (x) =

∞∑
n=1

anyn, ∀x ∈ [a, b],

converge uniformément, démontrer l’identité de Parseval :identité de Parseval
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(f , f ) =

∞∑
n=1

a2n(yn, yn).

16. Voici des équations de Sturm-Liouville classiques dont certaines des fonctions
propres sont des polynômes lorsque n ∈ N ∪ {0}.

nom équation différentielle intervalle

Legendre
d

dx

(
(1− x2)

df

dx

)
+ n(n + 1)f = 0 (−1, 1)

Chebyshev
√
1− x2

d

dx

(√
1− x2

df

dx

)
+ n2f = 0 (−1, 1)

Hermite ex
2 d

dx

(
e−x

2 df

dx

)
+ 2nf = 0 (−∞,+∞)

Laguerre x−αex
d

dx

(
xα+1e−x

df

dx

)
+ nf = 0 (0,∞)

(a) Sachant que le polynôme propre associé à la valeur n est de degré n, trouver
les trois premiers polynômes p0, p1 et p2 pour ces équations.

(b) Par rapport à quelle forme bilinéaire les fonctions propres sont-elles orthogo-
nales ?

(c) Vérifier que ces premiers polynômes sont mutuellement orthogonaux.

17*. Quelques polynômes de Chebyshev ont été construits à l’exercice précédent.
Ils jouent un rôle central en analyse numérique car ils peuvent être utilisés effica-
cement pour approximer les fonctions définies sur [−1, 1], ou plus généralement
sur [a, b]. En plus de la relation d’orthogonalité par rapport à (·, ·) que vous avez
décrite ci-dessus, les m premiers polynômes de Chebyshev Ti , 0 ≤ i ≤ m − 1,
vérifient également une relation d’orthogonalité discrète : ⟨Ti , Tj⟩m = 0 si i ̸= j et
i , j < m. La forme ⟨·, ·⟩m est définie par

⟨f , g⟩m =
m∑
k=1

f (xk)g(xk),

où les nombres xk , 1 ≤ k ≤ m, sont les m zéros de Tm. Montrer que ⟨·, ·⟩m est un
produit scalaire sur l’espace des polynômes de degré égal ou inférieur à (m − 1).
Note : Prendre pour acquis que le polynôme de Chebyshev Ti(x) a précisément i
zéros réels tous distincts. L’exercice ne demande pas de montrer que les Ti et Tj
sont orthogonaux par rapport à ce produit.

3.4 Polynômes de Legendre

Les deux dernières sections de ce chapitre sont consacrées à deux familles de
fonctions spéciales ; les exercices en couvrent quelques-unes de plus. Il est utile de
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faire le point avant de s’y engager. Deux idées maîtresses ont été découvertes au
premier chapitre :

— une série de Fourier peut être mise en parallèle avec un vecteur écrit dans
une base orthogonale comme en algèbre linéaire ;

— la séparation de variables permet d’écrire la solution de l’équation de la
corde vibrante et du tambour (carré) comme une série de Fourier.

Or, depuis le début de ce chapitre, nous découvrons que les outils construits au
chapitre 1 pourraient bien s’étendre aisément à une grande variété d’autres pro-
blèmes. En effet, nous avons montré que

— la séparation de variables peut être utilisée pour d’autres systèmes de co-
ordonnées et d’autres équations ;

— les équations différentielles ordinaires que nous obtenons de ces sépara-
tions peuvent être réinterprétées, à l’aide du « truc » de Sturm-Liouville,
comme des problèmes aux valeurs propres dont les fonctions propres sont
orthogonales.

Ces résultats indiquent que l’interprétation du premier chapitre pourra fort pro-
bablement être étendue à ces nouvelles équations différentielles ordinaires et que
plusieurs équations aux dérivées partielles linéaires pourront être résolues de la
sorte.

Les deux prochaines sections auront le même but : trouver les fonctions pro-
pres d’un opérateur de Sturm-Liouville obtenu par séparation d’une équation aux
dérivées partielles. Nous avons choisi l’équation de Legendre et celle de Bessel.Legendre, Adrien Marie

(1752, 1833) Les deux auront un traitement légèrement différent car, dans le premier cas, les
solutions propres que nous retiendrons seront des polynômes alors que, dans le
second, ce n’en seront pas.

Quelque soit le type de solutions cherchées, les fonctions « spéciales » sont
souvent étudiées à l’aide d’outils classiques. Certains d’entre eux vous sont proba-
blement inconnus : fonction génératrice, formule de Rodrigues, relations de récur-
rence ; alors que d’autres vous sont familiers : valeurs des fonctions propres en des
points spécifiques, orthogonalité et normalisation des fonctions propres, identité
de Parseval. Nous les introduirons en discutant l’équation de Legendre.

L’équation de Legendre a été obtenue par séparation de l’équation de Helm-
holtz ∇2f = −k2f en coordonnées sphériques :

d

dx

(
(1− x2)

dy

dx

)
= λ2y .

Elle représente la partie Θ(θ) de la solution séparée f (r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ).
Le changement de variables y(x) = Θ(arccos x) relie y et Θ. Nous sommes donc
intéressés à des solutions sur l’intervalle [−1, 1] puisque arccos x n’a de sens que
si x ∈ [−1, 1]. La section 3.2 a montré de plus que ce n’est pas l’équation la plus
générale mais que la constante de séparation m a été posée à zéro pour l’obtenir.
Puisque m représente le comportement de la fonction Φ

Φ′′ = −m2Φ,

http://fr.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
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alors ce choix force un comportement azimutal trivial :

Φ(φ) = constante.

Ainsi seules les solutions de l’équation de Helmholtz avec comportement azimutal
trivial pourront être écrites à l’aide des polynômes de Legendre.

La stratégie que nous emploierons pour définir les polynômes de Legendre serait
due à Legendre lui-même. Elle repose sur l’idée suivante. Soit f une solution de
l’équation de Laplace : ∇2f = 0. Avec les hypothèses de complétude faites à la fin
de la section précédente, il est possible d’écrire f comme une combinaison linéaire
de solutions séparées R(r)Θ(θ)Φ(φ) ou, si la dépendance azimutale est triviale,
comme f =

∑
n anRn(r)Θn(θ) où n étiquette les valeurs possibles de la constante

de séparation λ2. Et, pour un choix générique de f , un nombre infini des valeurs
possibles de λ2 apparaîtra dans la somme. (Rappelons que dans les exemples et
exercices du chapitre 1, les séries de Fourier contenaient tous les sinmx et/ou
tous les cosmx .) Si les Rn sont connus, cette méthode permet donc de définir les
fonctions Θn à une constante près.

Pour fixer les polynômes de Legendre, nous allons utiliser une solution connue
de l’équation de Laplace, c’est-à-dire l’équation de Helmholtz avec k = 0 :

∇2f = 0.

Conformément au paragraphe ci-dessus, cette solution aura un comportement
azimutal trivial. Elle est :

f (r, θ, φ) =
1√

1− 2r cos θ + r2
.

En développant cette solution sous la forme

f (r, θ, φ) =
∑

Rn(r)Θn(θ),

nous identifierons la partie Θn avec les polynômes de Legendre. Mais d’abord,
qu’est-ce que cette fonction f ? C’est le potentiel électrique d’une particule ponc-
tuelle située au point k̂ = (0, 0, 1) le long de l’axe des z . Le potentiel électrique
ne dépend que de la distance et donc

f (r, θ, φ) =
1

|r⃗ − k̂ |

et si on se reporte au graphique ci-contre :

|r⃗ − k̂ | =
√
(r⃗ − k̂ , r⃗ − k̂)

=
√
1− 2r cos θ + r2

Tel qu’annoncé, cette fonction ne dépend pas de φ. Mais est-ce que cette fonc-
tion f vérifie l’équation de Laplace ? Oui et c’est un court exercice que de le
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Figure 3.1 – Les vecteurs r⃗ et k̂ sont indiqués en gras, le vecteur r⃗− k̂ en pointillé.

vérifier. (Deux façons de le faire : (1) utiliser le laplacien en coordonnées sphé-
riques pour calculer ∇2f par force brute ou (2) remarquer que cette fonction est
une translation de la fonction f (r, θ, φ) = 1

r et calculer le laplacien en coordonnées
cartésiennes de 1

r . Notons que les laplaciens d’une fonction ou de sa translatée
sont égaux aux points correspondants.)

Puisque k = 0 (constante dans l’équation de Helmholtz) etm = 0 (dépendance
azimutale triviale), les deux équations séparées qui demeurent sont :

dépendance en θ
d

dx

(
(1− x2)

dy

dx

)
− λy = 0,

dépendance radiale (en r)
d

dr

(
r2
dR

dr

)
+ λR = 0.

La prochaine étape est de restreindre les valeurs possibles de λ. Ceci utilise un
résultat sur les équations différentielles ordinaires que nous citerons sans preuve.
Si λ est quelconque, les solutions divergent ou possèdent un point de branchement
en x = +1 ou x = −1 et donc en θ = 0 et π sauf lorsque λ = −l(l + 1) avec l
un entier non-négatif. Puisque f est analytique en θ = 0 et π, il faudra donc se
restreindre à ces valeurs :

λ = −l(l + 1), l ∈ N ∪ {0}.

L’équation pour R a alors deux solutions pour chacune des valeurs de l :

Rl ,1(r) = r
l et Rl ,2 =

1

r l+1
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comme on peut le vérifier directement pour Rl ,1

d

dr

(
r2
d

dr
r l
)
− l(l + 1)r l =

d

dr

(
r2l r l−1

)
− l(l + 1)r l

= l(l + 1)r l − l(l + 1)r l

= 0

et pour Rl ,2 :

d

dr

(
r2
d

dr

1

r l+1

)
− l(l + 1)

1

r l+1
= −

d

dr

(
r2(l + 1)r−(l+2)

)
− l(l + 1)r−(l+1)

= l(l + 1)r−(l+1) − l(l + 1)r−(l+1)

= 0.

Puisque l’équation pour R est une équation différentielle ordinaire du second ordre,
il existe précisément deux solutions linéairement indépendantes et nous pouvons
les choisir comme étant Rl ,1 et Rl ,2. Et puisque le développement du potentiel f
doit être régulier en r , nous ne conserverons que les r l . (Ceci ressemble beaucoup
à une condition aux limites : la fonction R ne doit pas avoir de singularité en
r = 0.) Le développement sera donc de la forme

f (r, θ, φ) =

∞∑
l=0

al r
lyl(x), où x = cos θ

et où yl sont les solutions à l’équation de Legendre. Nous allons définir les poly-
nômes de Legendre Pl(x) comme les solutions de l’équation de Legendre qui font
que toutes les constantes al du développement ci-dessus sont précisément égales
à 1 :

=

∞∑
l=0

r lPl(x).

Peut-on calculer les Pl(x) avec une telle définition ? ! Oui, à l’aide de l’expres-
sion de f . Il s’agit de faire un développement en série de Taylor autour de r = 0 de
la fonction f vue comme une fonction de la seule variable r . Alors les coefficients
dépendront de x = cos θ et ces coefficients seront les polynômes de Legendre.
Puisque nous devons écrire

f (r, x) =
1√

1− 2rx + r2

en série de r pour r petit, commençons par faire le développement de g(ϵ) = 1√
1−ϵ
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autour de ϵ = r(2x − r) = 0. Mécaniquement, on obtient

g(ϵ) = (1− ϵ)−
1
2 , g(0) = 1

g′(ϵ) =
1

2
(1− ϵ)−

3
2 , g′(0) =

1

2

g′′(ϵ) =
1

2

3

2
(1− ϵ)−

5
2 , g′′(0) =

1

2

3

2

g′′′(ϵ) =
1

2

3

2

5

2
(1− ϵ)−

7
2 , g′′′(0) =

1

2

3

2

5

2

. . . . . .

g(n)(ϵ) =
1

2

3

2
· · ·
(2n − 1)
2

(1− ϵ)−
(2n+1)

2 , g(n)(0) =
(2n)!

22nn!

où la valeur de g(n) en zéro a été obtenue comme suit :

g(n)(0) =
1

2

3

2
· · ·
(2n − 1)
2

=
1 · 3 · 5 · . . . · (2n − 1)

2n

=
1 · 2 · 3 · 4 · . . . · (2n − 1) · (2n)

2n · 2 · 4 · . . . · (2n)

=
(2n)!

2n2nn!

=
(2n)!

22nn!
.

Il est maintenant aisé d’obtenir le développement en série de Taylor de f :

f (r, x) =

∞∑
n=0

(2n)!

22nn!

rn(2x − r)n

n!
, développement autour de ϵ = r(2x − r) = 0

=

∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2

n∑
i=0

rn(−r)i(2x)n−i
n!

i !(n − i)! , binôme !

=

∞∑
n=0

n∑
i=0

(−1)i(2n)!rn+ixn−i

22n+i−nn!i !(n − i)!

=

∞∑
l=0

r l
[ l2 ]∑
i=0

(−1)i(2l − 2i)!x l−2i

2l(l − i)!i !(l − 2i)! , (voir ci-dessous)

et donc le polynôme de Legendre estpolynôme
de Legendre

Pl(x) =

[ l2 ]∑
i=0

(−1)i(2l − 2i)!x l−2i

2l(l − i)!i !(l − 2i)! . (△)

Le symbole [x ] signifie « partie entière de x », c’est-à-dire le plus grand entier plus
petit ou égal à x . Avant d’aller plus loin, expliquons le tour de magie qui a permis
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d’écrire l’égalité entre les deux doubles sommes :

∞∑
n=0

n∑
i=0

· · · =
∞∑
l=0

[ l2 ]∑
i=0

· · ·

Cette étape est fort semblable au changement de variables d’intégration sur un
domaine à deux dimensions. Représentons chacun des termes dans la première
somme comme un simple point. Chaque point se voit donc étiqueté par sa valeur
en n et en i :

i = 0 1 2 3 4 . . .

n = 0 •
1 • •
2 • • •
3 • • • •
4 • • • • •
5 • • • • • •
...

...
...

...
...

...
...

Chacun des points ci-dessus peut être étiqueté par les deux entiers :

l = n + i et i .

Ce choix nous est dicté par le fait que nous voulons identifier le développement
en série de r et donc remplacer l’exposant de r qui est n+ i par un entier l . Avec
ce choix de l , les « • » qui sont sur des diagonales de pente unité dans le tableau
ci-dessous possèdent les mêmes l . Ainsi

si l = 0 les « • » sont ceux avec (n, i) = (0, 0)

si l = 1 les « • » sont ceux avec (n, i) = (1, 0)

si l = 2 les « • » sont ceux avec (n, i) = (2, 0), (1, 1)

si l = 3 les « • » sont ceux avec (n, i) = (3, 0), (2, 1)

si l = 4 les « • » sont ceux avec (n, i) = (4, 0), (3, 1), (2, 2)

etc.

Un moment de réflexion vous convaincra que le nombre de « • » pour un l donné
est précisément

[
l
2

]
+ 1, comme le laisse deviner les cinq premières valeurs de

l ci-dessus. Ceci explique donc le passage de la double somme sur n et i à une
double somme sur l = n + i et i .

Puisqu’il est possible de calculer tous les polynômes de Legendre à partir de fonction génératrice
la seule fonction f , on appelle f la fonction génératrice des polynômes de Le-
gendre. Celle-ci peut être utilisée pour obtenir plusieurs relations fondamentales
des polynômes de Legendre.

Les premiers polynômes de Legendre sont tracés sur la figure 3.2. Chacun peut
être identifié comme suit : Pl a l zéros sur l’intervalle [−1, 1].
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Figure 3.2 – Les six premiers polynômes de Legendre. Le polynôme Pl a l zéros
dans l’intervalle [−1, 1].

En dérivant f par rapport à r , on obtient d’une part :

∂f

∂r
=
∂

∂r

∞∑
l=0

r lPl(x) =

∞∑
l=0

l r l−1Pl(x).

D’autre part la dérivée de l’expression explicite de f donne

∂f

∂r
= −
1

2

(−2x + 2r)
(
√
1− 2xr + r2)3

=
x − r

(
√
1− 2xr + r2)3

=
x − r

1− 2xr + r2 f .

Ainsi

(x − r)f = (1− 2xr + r2)
∞∑
l=0

l r l−1Pl

et donc
∞∑
l=0

xr lPl −
∞∑
l=0

r l+1Pl =

∞∑
l=0

(l r l−1Pl − 2xlr lPl + l r l+1Pl)

ou encore

∞∑
l=0

xr lPl −
∞∑
j=1

r jPj−1 =

∞∑
j=0

(j + 1)r jPj+1 − 2x
∞∑
l=0

l r lPl +

∞∑
j=1

(j − 1)r jPj−1.

Les indices muets des sommes ont été translatés pour que tous les exposants
des r soient précisément l’indice de la somme. En identifiant terme à terme les
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coefficients d’une même puissance de r , les identités suivantes sont obtenues :

l = 0, xP0 = P1

l ≥ 1, xPl − Pl−1 = (l + 1)Pl+1 − 2lxPl + (l − 1)Pl−1

et donc première relation
de récurrence(2l + 1)xPl = (l + 1)Pl+1 + lPl−1, si l ≥ 0. (R1)

Cette relation est appelée relation de récurrence pour les polynômes de Legendre.
Puisque

P0 = 1 et P1 = x

par la définition explicite (△), cette relation permet de calculer les autres. Par
exemple, pour l = 1 :

3xP1 = 2P2 + P0

et donc
P2 =

1
2(3xP1 − P0) =

3
2x
2 − 12 .

De façon similaire, la dérivée de la fonction génératrice f par rapport à x donne
lieu à

∂f

∂x
=

∞∑
l=0

r lP ′l (x)

et puisque
∂f

∂x
=

r

(
√
1− 2xr + r2)3

=
r

1− 2xr + r2 f ,

on a donc
∞∑
l=0

r l+1Pl =

∞∑
l=0

(1− 2xr + r2)r lP ′l (x)

=

∞∑
l=0

(r lP ′l − 2xr l+1P ′l + r l+2P ′l ).

Effectuant les changements appropriés sur les indices de sommation :

∞∑
l=1

r l(Pl−1 + 2xP
′
l−1) =

∞∑
l=0

r lP ′l +

∞∑
l=2

r lP ′l−2.

A nouveau, en regroupant les coefficients d’une même puissance de r :

l = 0 P ′0 = 0

l = 1 P0 + 2xP
′
0 = P

′
1, c’est-à-dire P ′1 = P0

l ≥ 2 Pl−1 + 2xP
′
l−1 = P

′
l + P

′
l−2

ou encore seconde relation
de récurrencePl = P

′
l+1 − 2xP ′l + P ′l−1, l ≥ 1. (R2)
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Ceci est la seconde relation de récurrence pour les polynômes de Legendre.
Quelques valeurs spéciales des polynômes de Legendre peuvent être obtenues

toujours à partir de la fonction génératrice. Par exemple

f (r, 1) =
1√

1− 2r + r2
=

1

1− r =
∞∑
l=0

r l .

Puisque f (r, 1) =
∑∞
l=0 r

lPl(1), on obtient

Pl(1) = 1, pour tout l .

De même, en x = −1

f (r,−1) =
1

1 + r
=

∞∑
l=0

(−r)l

et alors
Pl(−1) = (−1)l , pour tout l .

Ceci donne un exemple de valeurs particulières des polynômes de Legendre.valeurs
particulières On peut écrire les polynômes de Legendre à l’aide de l’expression

Pl =
1

2l l!

d l

dx l
(x2 − 1)l .

Cette relation s’appelle la formule de Rodrigues pour les polynômes de Legendre.formule de Rodrigues
Olinde Rodrigues
(1795-1851)

Sa preuve est directe

1

2l l!

d l

dx l
(x2 − 1)l =

1

2l l!

d l

dx l

l∑
k=0

(−1)kx2(l−k)
l!

k!(l − k)!

=
1

2l l!

∑
k

(−1)kx2l−2k−l
(2l − 2k)(2l − 2k − 1) . . . (2l − 2k − l + 1)l!

k!(l − k)!

où la somme ne porte que sur les k tels que 2l − 2k − l ≥ 0 (puisque la dérivée
de x0 est nulle) et donc sur k de 0 à [ l2 ]. Donc

=
1

2l l!

[ l2 ]∑
k=0

(−1)kx l−2k
(2l − 2k)!l!

(l − 2k)!k!(l − k)!

=

[ l2 ]∑
k=0

(−1)kx l−2k(2l − 2k)!
2l(l − 2k)!k!(l − k)!

qui est bien la relation de définition.
La fonction r(x) qui, dans le problème de Sturm-Liouville, définit le produit

scalaire est ici simplement la constante 1, alors que la fonction p(x) est (1− x2).
Le produit est donc

(f , g) =

∫ 1
−1
f (x)g(x)dx.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Olinde_Rodrigues
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A nouveau, la variable x = cos θ prend ses valeurs sur l’intervalle [−1, 1] et, puisque
la fonction p s’annule aux extrémités du domaine, p(−1) = p(1) = 0, l’opérateur
de Sturm-Liouville est auto-adjoint et ses fonctions propres seront orthogonales.
Nous offrons une autre preuve de l’orthogonalité, basée elle sur la formule de
Rodrigues. En supposant l ≥ m :

2l l!2mm!(Pl , Pm) =

∫ 1
−1

d l

dx l
(x2 − 1)l

dm

dxm
(x2 − 1)mdx

Intégrant par parties :

=
dm

dxm
(x2 − 1)m

d l−1

dx l−1
(x2 − 1)l

∣∣∣∣1
−1

−
∫ 1
−1

d l−1

dx l−1
(x2 − 1)l

dm+1

dxm+1
(x2 − 1)mdx

Remarquons que

d l−1

dx l−1
(x2 − 1)l =

d l−1

dx l−1
(x − 1)l(x + 1)l .

A chaque dérivée, un des facteurs (x −1) ou (x +1) disparaît. On enlève donc, en
faisant d l−1

dx l−1
, précisément (l − 1) des 2l facteurs. Chacun des termes du résultat

contiendra donc au moins un facteur (x − 1) et un facteur (x + 1). Donc :

d l−1

dx l−1
(x2 − 1)l

∣∣∣∣1
−1
= 0.

Ainsi

2l l!2mm!(Pl , Pm) = −
∫ 1
−1

d l−1

dx l−1
(x2 − 1)l

dm+1

dxm+1
(x2 − 1)mdx

Répétant cette première étape (l − 1) autres fois, on aura :

= (−1)l
∫ 1
−1

(
dm+l

dxm+l
(x2 − 1)m

)
(x2 − 1)ldx.

Mais (x2− 1)m est un polynôme de degré 2m que nous dérivons m+ l ≥ 2m fois.
Ainsi, si l > m, alors

(Pl , Pm) = 0, si l ̸= m,
et si l = m

(Pl , Pl) =
(−1)l

(2l l!)2

∫ 1
−1
(2l)!(x2 − 1)ldx

=
(−1)l(2l)!
(2l l!)2

∫ 1
−1
(x2 − 1)ldx
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Pour évaluer cette dernière intégrale, on fait :∫ 1
−1
(x2 − 1)ldx =

∫ 1
−1
(x − 1)l(x + 1)ldx

et par parties :

=
(x − 1)l(x + 1)l+1

l + 1

∣∣∣∣1
−1
−

l

l + 1

∫ 1
−1
(x − 1)l−1(x + 1)l+1dx

et encore (l − 1) autres fois :

= (−1)l
(l!)2

(2l)!

∫ 1
−1
(x + 1)2ldx

= (−1)l
(l!)2

(2l)!

(x + 1)2l+1

2l + 1

∣∣∣∣1
−1

=
(−1)l(l!)222l+1

(2l)!(2l + 1)

et alors

(Pl , Pl) =
(−1)l(2l)!
22l(l!)2

(−1)l(l!)222l+1

(2l)!(2l + 1)
=

2

2l + 1
.

Voilà ! Ainsi les polynômes de Legendre sont orthogonauxorthogonalité

(Pl , Pm) = 0, l ̸= m

et leur norme au carré estnormalisation
(Pl , Pl) =

2

2l + 1
.

Exemple. Voici un exemple de calcul de série de Legendre. Le problème que nous
allons formuler peut être formulé de deux façons différentes :

— Quel est le potentiel à l’intérieur d’une sphère vide de rayon 1 si une diffé-
rence de potentiel de 1 Volt est appliquée entre ses deux hémisphères nord
et sud ?

— Développer la fonction saut :

f (x) =

{
0, −1 ≤ x ≤ 0
1, 0 < x ≤ 1

en termes des polynômes de Legendre.
Dans le premier problème, il faut trouver le potentiel V (r, θ, φ) à l’intérieur de la
sphère si les conditions aux limites sont

V (1, θ, φ) =

{
1, 0 ≤ θ ≤ π

2 ,

0, π
2 < θ ≤ π.
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Remarquons que les conditions aux limites ne dépendent pas de l’angle φ et que
les polynômes de Legendre sont les fonctions propres à utiliser. En termes du
développement de ces fonctions propres, la condition ci-dessus s’écrit

V (r = 1, θ, φ) =

∞∑
l=0

alPl(cos θ) =

{
1, 0 ≤ θ ≤ π

2

0, π
2 < θ ≤ π,

qui n’est rien d’autre que la fonction f . Il faut donc trouver les coefficients al pour
que cette égalité tienne, ce qui est clairement équivalent au second énoncé.

Rappelons la formule pour trouver les coefficients d’un développement en
termes des fonctions propres d’un problème de Sturm-Liouville :

al =
(f , Pl)

(Pl , Pl)
.

Le coefficient de normalisation a été obtenu ci-dessus et alors :

=
2l + 1

2

∫ 1
−1
f (x)Pl(x)dx

=
2l + 1

2

∫ 1
0

Pl(x)dx

=
2l + 1

2

1

2l + 1

∫ 1
0

(P ′l+1 − P ′l−1)dx,

par les relations de récurrence (voir ci-dessous)

=
1

2
(Pl+1 − Pl−1)|10

= −
1

2
(Pl+1(0)− Pl−1(0)), si l ≥ 1.

(La relation de récurrence utilisée est une combinaison linéaire des deux relations
de récurrence obtenues dans le texte. En faisant ddx (R1)− (l+1)(R2), on obtient

lPl = xP
′
l − P ′l−1 (R3)

et la relation utilisée ci-dessus est obtenue en faisant 2(R3)+ (R2).) Quant à a0,
son calcul est aisé

a0 =
1

2

∫ 1
0

dx =
1

2
.

La formule (△) permet d’écrire plus explicitement le coefficient général. Si l est
impair, Pl(0) = 0 puisque les polynômes de Legendre ont la parité de l . Si l est
pair, seul le terme en x0 demeure dans la somme :

Pl(0) =
(−1) l2 (2l − l)!
2l(l − l

2)!
l
2 !(l − l)!
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et donc

P2m(0) =
(−1)m(2m)!
22m(m!)2

.

Le coefficient al avec l pair est donc nul et celui avec l = 2m + 1 est :

a2m+1 =
1

2

(
(−1)m(2m)!
22m(m!)2

+
(−1)m(2m + 2)!
22(m+1)((m + 1)!)2

)
=
1

2

(−1)m(2m)!
22m(m!)2

(
1 +
(2m + 2)(2m + 1)

4(m + 1)(m + 1)

)
=
(−1)m(2m)!
22m+1(m!)2

4m + 3

2m + 2
.

Ainsi la fonction f peut s’écrire

f (x) =
1

2
+

∞∑
m=0

(−1)m(2m)!
22m+1(m!)2

4m + 3

2m + 2
P2m+1(x)

et le potentiel désiré est

V (r, θ, φ) =
1

2
+

∞∑
m=0

(−1)m(2m)!
22m+1(m!)2

4m + 3

2m + 2
r2m+1P2m+1(cos θ).

- �

�

�

�

�

�

�

Figure 3.3 – La somme des cent premiers termes de la série de Legendre pour f

La figure ci-contre trace le graphe de la somme partielle des cent premiers
termes. Le domaine a été restreint à [−0.7, 0.7]. La fonction semble tendre vers
la fonction saut f , mais après cent termes on n’aurait pu s’attendre à mieux. De
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plus le graphe aux extrémités de cet intervalle semble indiquer un désastre. Un
exercice ci-dessous étudiera le pourquoi de ce désastre apparent.

P0(x) = 1 P4(x) =
1
8(35x

4 − 30x2 + 3)
P1(x) = x P5(x) =

1
8(63x

5 − 70x3 + 15x)
P2(x) =

1
2(3x

2 − 1) P6(x) =
1
16(231x

6 − 315x4 + 105x2 − 5)
P3(x) =

1
2(5x

3 − 3x) P7(x) =
1
16(429x

7 − 693x5 + 315x3 − 35x)

18*. Plusieurs des caractéristiques que nous avons obtenues pour les polynômes de Exercices
Legendre vous sont familières pour les fonctions trigonométriques. Les exercices
suivants vous en convaincront. Attention : certains sont vraiment triviaux ; ils
ont pour seul but de vous faire remarquer que les propriétés obtenues pour les
polynômes de Legendre sont similaires aux propriétés que nous utilisons tous les
jours pour les fonctions trigonométriques.

(a) Ecrire les relations de récurrence exprimant sin nx et cos nx en termes des
sinmx et cosmx avec m < n.

(b) Ecrire les relations de récurrence exprimant les dérivées de sin nx et cos nx en
termes des sinmx et cosmx avec m ≤ n.

(c) Obtenir la fonction génératrice pour les fonctions sin nx et cos nx , c’est-à-dire
calculer :

S(x, z) =

∞∑
n=1

zn sin nx

C(x, z) =

∞∑
n=0

zn cos nx

Note : Ecrire les fonctions trigonométriques sous forme d’exponentielles et som-
mer.

(d) Donner les valeurs particulières de sin nx et cos nx en x = 0 et π2 .

(e) Montrer que les sin nx et cosmx sont orthogonaux deux à deux sur l’intervalle
[−π, π] et calculer leur normalisation.

19*. Réorganiser l’ordre de sommation pour les doubles sommes suivantes. (En
d’autres mots, remplacer les ? par leur valeur précise.)

(a)
∞∑
n=0

∞∑
m=0

Anm =

?∑
m=?

?∑
n=?

Anm
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(b)
∞∑
n=0

n∑
m=0

Bnm =

∞∑
m=0

?∑
n=?

Bnm

(c)
∞∑
n=0

n∑
m=0

Cnm =

∞∑
l=0

?∑
n=?

Cn,l−n

(d)
∞∑
n=0

n∑
m=0

Dnm =

∞∑
l=0

?∑
m=?

Dl+m,m

20*. (a) Ecrire l’identité de Parseval pour les séries de polynômes de Legendre.

(b) Pour le restant de cet exercice, la fonction f est celle traitée en exemple dans la
section. Prendre pour acquis l’égalité entre f et la série de polynômes de Legendre
aux points où f est continue. Evaluer cette relation en x = 1

2 , 1,−
1
2 et −1 et

vérifier le résultat obtenu à l’aide d’un langage de manipulations symboliques.

(c) A l’aide de la formule de Stirling (voir les équations (Γ1) et (Γ2)), montrer que
le coefficient a2m+1 se comporte asymptotiquement comme

a2m+1 ∼
(−1)m√
πm

, m →∞.

En conclure que a21 ≈ 10a2001. A ce rythme tortuesque, ce n’est pas surprenant
que le graphe de la figure 3.3 soit si désappointant. (Si vous n’êtes pas convaincu
que ce rapport a2001/a21 est encore très proche de 1, il suffit de calculer l’ordre
de grandeur du rapport 21!/2001! qui est le rapport des 2001ième et 21ième
coefficients du développement en série de Taylor de la fonction exponentielle :
21!/2001! ≈ 7× 10−5720.)

(d) Ecrire l’identité de Parseval pour cette égalité. Vérifier l’accord numérique-
ment.

21. (a) Développer la fonction f : [−1, 1] → R donnée par f (x) = x3 en termes
des polynômes de Legendre et vérifier que la somme

∑∞
l=0 alPl redonne bien f .

(b) Vérifier que l’identité de Parseval est satisfaite.

22. Utiliser la fonction génératrice f pour déterminer la normalisation des poly-
nômes de Legendre. Pour cela développer les deux membres de l’égalité∫ 1

−1
f (x)2dx =

∫ 1
−1

∞∑
m=0

∞∑
n=0

PmPnr
m+ndx



3.4. Polynômes de Legendre 121

en prenant pour acquis que les Pn sont orthogonaux. Cet exercice donne un autre
usage de la fonction génératrice.

23. (a) Montrer que le développement de la fonction f (x) = |x | en une série de
polynômes de Legendre :

f (x) =

∞∑
l=0

alPl(x)

est donné par

al =



1
2 , l = 0

l+1
2l+3 (Pl(0)− Pl+2(0)) +

l
2l−1 (Pl−2(0)− Pl(0)) , l ≥ 2, pair

0, l impair.

(Suggestion : Relations de récurrence !)

(b) Pour les braves : montrer que

a2l =
(−1)l−1(2l − 2)!(4l + 1)
22l(l − 1)!(l + 1)! .

(Suggestion : Sauter cet exercice si vous n’avez pas beaucoup de temps.)

(c) Montrer que l’erreur relative entre le membre de gauche et les trois premiers
termes non-nuls du membre de droite de l’identité de Parseval est < 1

250 . (Cette
convergence est donc beaucoup plus rapide que celle de l’exemple traité dans la
section. Voir l’exercice 3. ci-dessus.)

24*. Les polynômes d’Hermite sont définis par polynômes d’Hermite
Charles Hermite
(1822-1901)Hn(x) = (−1)nex

2 dn

dxn
e−x

2

, n = 0, 1, 2, . . .

(a) Obtenir les 3 premiers polynômes d’Hermite.

(b) Utiliser la définition ci-dessus pour montrer que

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x).

Note : Les deux premières étapes de ce calcul sont :

dn+1

dxn+1
e−x

2

=
dn

dxn
(−2xe−x2) = −2

dn−1

dxn−1
e−x

2 − 2
dn−1

dxn−1

(
x
d

dx
e−x

2

)
.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite
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(c) Montrer que : H′n = 2nHn−1.

(d) Montrer que les polynômes d’Hermite (n = 0, 1, 2, . . . ) satisfont l’équation
différentielle : y ′′ − 2xy ′ + 2ny = 0.

(e) Montrer que cette équation différentielle peut être réécrite sous la forme

ex
2 d

dx

(
e−x

2 d

dx
y

)
+ 2ny = 0.

(f) Donner la fonction poids et l’invervalle d’intégration du produit ( , ) pour lequel
les polynômes Hn et Hm, m ̸= n, sont orthogonaux.

(g) Utilisant (c), montrer que (Hn, Hn) = 2nn!
√
π.

(h) Montrer que la fonction génératrice pour Hn est e2tx−t
2
, c’est-à-dire :

e2tx−t
2

=

∞∑
n=0

tnHn(x)

n!
.

Note : Montrer tout d’abord que :(
∂n

∂tn
e−(t−x)

2

)∣∣∣∣
t=0

= (−1)n
dn

dxn
e−x

2

.

Remarque : Les polynômes d’Hermite sont au coeur de la description de l’oscilla-
teur harmonique en mécanique quantique.

25*. Les polynômes de Laguerre Ln(x) satisfont l’équation différentielle de La-polynômes de Laguerre
Edmond Laguerre
(1834-1886)

guerre :
xy ′′ + (1− x)y ′ + ny = 0, n ∈ N ∪ {0}.

(a) Montrer que la solution polynomiale de degré n qui vérifie Ln(0) = 1 est

Ln(x) =

n∑
i=0

(−1)in!x i

i !i !(n − i)! .

Note : Ecrire Ln(x) =
∑n
i=0 lix

i et trouver une équation récursive pour les li à
l’aide de l’équation différentielle.

(b) Ecrire explicitement les 4 premiers polynômes de Laguerre.

(c) Montrer la formule de Rodrigues :

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(xne−x).

http://fr.wikipedia.org/wiki/Edmond_Laguerre
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Note : Montrer d’abord que

dn

dxn
(f · g) =

n∑
i=0

(
n

i

)
d i f

dx i
dn−ig

dxn−i
.

(d) Utilisant la formule de Rodrigues (ou autrement), montrer que

(Ln, Lm) =

∫ ∞
0

e−xLn(x)Lm(x)dx = δmn.

Note : Se convaincre d’abord que

d i

dx i
(xne−x)

∣∣∣∣
0

=
d i

dx i
(xne−x)

∣∣∣∣
∞
= 0

si i < n.

(e) Montrer que la fonction génératrice des polynômes de Laguerre est :

F (x, z) =
e−xz/(1−z)

1− z =

∞∑
n=0

Ln(x)z
n.

Note : Pour obtenir le développement en série de (1 − z)−j−1, dériver j fois le
développement de 1

1−z . (Est-ce une méthode rigoureuse ?)

(f) En dérivant la fonction génératrice par rapport à z , obtenir la relation de
récurrence :

(n + 1)Ln+1 = (2n + 1− x)Ln − nLn−1, n ≥ 0.

(g) Montrer que la fonction génératrice satisfait l’identité :

x
∂F

∂x
= z(1− z)

∂F

∂z
− zF.

En déduire la relation de récurrence :

xL′n = nLn − nLn−1.

3.5 Fonctions de Bessel

A la section 3.2, nous avons montré que la séparation de variables pour le
laplacien (ou l’équation de Helmholtz) en coordonnées cylindriques donne lieu
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à trois équations différentielles ordinaires : si ψ(r, θ, z) = R(r)Θ(θ)Z(z) vérifie
∇2ψ + k2ψ = 0, alors :

Z′′

Z
= λ1,

Θ′′

Θ
= λ2

et
d

dr

(
r
dR

dr

)
+

(
r(k2 + λ1) +

λ2
r

)
R = 0.

Cette dernière équation est réécrite, après le changement de variable :

y(x) = R(r) où x = κr et κ =

√
k2 −

n2π2

L2
,

sous la formeéquation de Bessel
d

dx

(
x
dy

dx

)
+

(
x −

m2

x

)
y = 0

où λ1 = −n2π2/L2 et λ2 = −m2. (Voir section 3.2.) Si Θ doit être continue, mBessel, Friedrich
(1784, 1846) doit être un entier. Mais, dans ce qui suit, nous allons nous intéresser au cas où

m2 est un nombre positif et nous le noterons plutôt ν2 pour éviter l’allusion à un
entier. L’équation peut alors être réécrite

x
d2y

dx2
+
dy

dx
+

(
x −

ν2

x

)
y = 0

ou encore

y ′′ +
1

x
y ′ +

(
1−

ν2

x2

)
y = 0.

Nous allons étudier les solutions de cette équation différentielle en procédant,
cette fois-ci, à partir de la solution explicite de l’équation différentielle. (Je suis le
traitement de Schwartz. 2)

Posons une solution de la formeméthode de Frobenius
Ferdinand Georg Frobenius
(1849-1917) y = xλ

∞∑
k=0

akx
k .

Nous devons identifier les constantes λ et ak , k ∈ N ∪ {0}. Les dérivées de cette
série sont

y ′ = xλ
∞∑
k=0

(λ+ k)akx
k−1

y ′′ = xλ
∞∑
k=0

(λ+ k)(λ+ k − 1)akxk−2.

2. Le livre de Geroge Neville Watson Treatise on the theory of Bessel functions publié en 1922
et réédité en 1995 par Cambridge University Press, constitue la monographie la plus complète
sur les fonctions de Bessel.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Wilhelm_Bessel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_Georg_Frobenius
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L’équation différentielle donne

0 = y ′′ +
1

x
y ′ +

(
1−

ν2

x2

)
y

= xλ

( ∞∑
k=0

(λ+ k)(λ+ k − 1)akxk−2

+
∑
k=0

(λ+ k)akx
k−2 +

∞∑
k=0

akx
k − ν2

∞∑
k=0

akx
k−2

)

= xλ

( ∞∑
k=0

[(λ+ k)2 − (λ+ k) + (λ+ k)− ν2]xk−2ak +
∞∑
k=0

akx
k

)

= xλ

( ∞∑
k=0

[(λ+ k)2 − ν2]xk−2ak +
∞∑
k=0

akx
k

)
.

En identifiant les coefficients des puissances de x , les équations sont

xλ−2 : ((λ+ 0)2 − ν2)a0 = 0
xλ−1 : ((λ+ 1)2 − ν2)a1 = 0

xλ+k−2 : ((λ+ k)2 − ν2)ak + ak−2 = 0, k ≥ 2.

Si on suppose a0 ̸= 0, alors λ = ±ν. Ainsi (λ+1)2−ν2 = ν2±2ν+1−ν2 = ±2ν+1
et si λ = ν : cas λ = ν

(2ν + 1)a1 = 0

(2νk + k2)ak + ak−2 = 0.

Il faut donc que a1 = 0 (et donc que tous les ai avec i impair soient également
nuls) et que :

ak = −
ak−2

k(2ν + k)

=
(−1)2ak−4

k(k − 2)(2ν + k)(2ν + k − 2)
= . . .

=
(−1) k2 a0

[k(k − 2) . . . 2][(2ν + k)(2ν + k − 2) . . . (2ν + 2)]

=
(−1) k2 a0

2
k
2
k
2 !2

k
2 (ν + k2 )(ν +

k
2 − 1) . . . (ν + 1)

=
(−1) k2 a0Γ(ν + 1)
2k k2 !Γ(ν +

k
2 + 1)

.
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Choisissons
a0 =

1

2νΓ(ν + 1)
.

Alors

ak =
(−1) k2

2ν+k k2 !Γ(ν +
k
2 + 1)

ou, posant k = 2n :

a2n =
(−1)n

2ν+2nn!Γ(ν + n + 1)
,

et nous venons de trouver une solution :Jν

Jν(x) =
(x
2

)ν ∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ν + n + 1)

(x
2

)2n
.

Similairement, pour λ = −ν, on trouve :cas λ = −ν : J−ν

J−ν(x) =
(x
2

)−ν ∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(−ν + n + 1)

(x
2

)2n
, ν /∈ N.

Ces deux séries convergent uniformément (en x) sur tout intervalle borné. (Est-ce

vrai ? Comparer avec le développement en série de Taylor de e−
x2

22 .)
Si ν n’est pas un entier positif ou nul, alors Jν et J−ν sont deux solutions

linéairement indépendantes. En effet, en x → 0, les comportements sont :

Jν →
(x
2

)ν 1

Γ(ν + 1)
et J−ν →

(x
2

)−ν 1

Γ(−ν + 1)

qui sont visiblement non-proportionnels. Si on a ν = 0, on a qu’une solution et si
ν = p ∈ N, alors

J−p =
(x
2

)−p ∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(n − p + 1)

(x
2

)2n
.

Mais Γ(n − p + 1) = ±∞ pour n − p + 1 ≤ 0. Alors on peut formellement sauter
ces termes dans la somme et commencer à n = p (exercice : comment rendre cet
argument rigoureux ?) :

=
(x
2

)−p ∞∑
n=p

(−1)n

n!Γ(n − p + 1)

(x
2

)2n
=
(x
2

)−p ∞∑
m=0

(−1)m+p

(m + p)!Γ(m + 1)

(x
2

)2(m+p)
, avec m = n − p

= (−1)p
(x
2

)p ∞∑
m=0

(−1)m

Γ(m + p + 1)m!

(x
2

)2m
= (−1)pJp(x).
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Donc, dans ce cas, les deux solutions Jp et J−p ne sont pas linéairement indépen-
dantes. Il nous manque une solution.

Un mot sur comment sont obtenues les solutions manquantes. La méthode de fonctions de
Neumann
Franz Ernst Neumann
(1798-1895)

Frobenius peut être étendue pour les construire mais pour les fonctions de Bessel,
il est usuel de définir les fonctions de Neumann :

Nν(x) =
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
, ν /∈ Z

qui sont simplement une combinaison linéaire des deux solutions que nous venons
d’obtenir. C’est donc une solution de l’équation de Bessel linéairement indépen-
dante de Jν(x). En ν = p, le rapport n’est cependant pas défini puisqu’il prend la
forme

(−1)pJp − J−p(x)
sin(pπ)

.

Remarquons que, pour ν /∈ Z, Nν est une fonction analytique de ν puisque la
fonction

ν 7→ Jν(x) =
(x
2

)ν ∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(n + ν + 1)

(x
2

)2n
vue comme fonction de ν l’est. En effet, la série converge uniformément (en ν)
sur tout intervalle [a, b] (puisque 1/Γ(n+ν+1) est analytique en ν, fait que nous
n’avons cependant pas démontré). Donc il est possible d’obtenir Np en utilisant la
règle de l’Hospital :

Np(x) = lim
ν→p

∂
∂ν (Jν(x) cos νπ − J−ν(x))

∂
∂ν (sin νπ)

.

Pour obtenir Np(x) comme une série, il faut savoir dériver les Γ(x), ce que nous
n’avons pas discuté dans l’appendice A. Donc nous prendrons pour acquis que
la fonction Np(x) existe, est non-nulle et linéairement indépendante de Jp(x),
p ∈ N ∪ {0}. Elle est donnée sous forme de série par

πNp(x) = 2
[
ln
x

2
+ γ −

1

2

p∑
n=1

1

n

]
Jp(x)

−
∞∑
n=0

( (−1)n

n!(n + p)!

(x
2

)p+2n
·
n∑
k=1

(1
k
+

1

k + p

))
−
p−1∑
n=0

(p − n − 1)!
n!

(x
2

)−p+2n
où le nombre γ = 0, 5772156... est la constante d’Euler définie par la limite
γ = limn→∞(

∑n
i=1

1
i − ln n). Quelque peu impressionnant... Remarquons qu’à

cause du terme ( x2 )
−p, son comportement est singulier en x = 0. Nous nous

concentrerons par la suite sur les fonctions Jν .

https://fr.wikipedia.org/wiki/Franz_Ernst_Neumann


128 Chapitre 3. Problème de Sturm-Liouville et fonctions spéciales

Notre prochaine étape dans l’étude des fonctions de Bessel est de les représen-
ter par une intégrale. On se rappellera que c’est précisément de cette façon que
nous avons introduit la fonction Γ. Pour cela nous introduisons une opération « ˆ »
qui agit sur les fonctions f : R → C qui ont la propriété que

∫∞
−∞ |f (t)|dt < ∞.

L’opération transforme une telle fonction f en une fonction « f̂ (x) » définie partransformée de
Fourier

(f̂ )(x) =

∫ ∞
−∞

f (t)e−ixtdt.

L’opération « ˆ » s’appelle la transformée de Fourier et le chapitre 4 est consacré
à son étude. Les deux seules propriétés dont nous aurons besoin sont la linéarité 3linéarité

(f1 + cf2)ˆ(x) =

∫ ∞
−∞
(f1(t) + cf2(t))e

−itxdt

=

∫ ∞
−∞

f1(t)e
−ixtdt + c

∫ ∞
−∞

f2(t)e
−ixtdt

= f̂1(x) + cf̂2(x)

et la possibilité de dériver à l’intérieur du signe d’intégration :d
dx

d

dx
f̂ (x) =

∫ ∞
−∞

f (t)(−i t)e−itxdt = −i(t̂ f )(x).

(Nous reviendrons, au prochain chapitre, sur cette possibilité d’intervertir la dérivée
et l’intégration pour en spécifier les limites d’application.) Remarquons que cette
opération ressemble beaucoup au calcul des coefficients d’une série de Fourier :

f (t)
série de Fourier−−−−−−−−→ cn, n ∈ Z,

f (t)
transformée de Fourier−−−−−−−−−−−−−→f̂ (x), x ∈ R.

Soit la fonction

fν(t) =

{
(1− t2)ν− 12 , |t| < 1,
0, autrement.

Pour ν + 12 > 0, fν est intégrable 4 sur R. Soit

f̂ν(x) =

∫ ∞
−∞

fν(t)e
−itxdt

=

∫ 1
−1
(1− t2)ν−

1
2 e−itxdt.

3. On appose parfois le « ˆ » après le symbole de la fonction pour alléger la notation. Par
exemple, on notera (f + g)ˆ plutôt que f̂ + g.

4. La fonction f n’est intégrable au sens de Riemann que si ν ≥ 1
2

car, si − 1
2
< ν < 1

2
,

elle n’est pas bornée sur [−1, 1]. Cependant, pour ces dernières valeurs de ν, l’intégrale de f sur
l’intervalle (−1+ ϵ, 1− ϵ) existe pour tout 0 < ϵ < 1 et la limite de cette intégrale lorsque ϵ→ 0
existe et est finie.
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La fonction f̂ν est de R dans R. (Que ses valeurs soient réelles n’est pas tout à
fait évident puisque l’intégrand prend des valeurs complexes. Comment peut-on
se convaincre que le résultat est réel pour x et ν réel ?) Nous allons montrer que
Zν(x) = x

ν f̂ν(x) est une solution de l’équation de Bessel. Notons d’abord que

d

dx
f̂ν =

∫ 1
−1
(1− t2)ν−

1
2 (−i t)e−itxdt = (−i tfν)ˆ

d2

dx2
f̂ν =

∫ 1
−1
(1− t2)ν−

1
2 (−t2)e−itxdt = (−t2fν)ˆ.

Donc

Z′′ν +
1

x
Z′ν +

(
1−

ν2

x2

)
Zν =

=
d2

dx2
(xν f̂ν) +

1

x

d

dx
(xν f̂ν) +

(
1−

ν2

x2

)
xν f̂ν

= ν(ν − 1)xν−2 f̂ν + 2νxν−1(f̂ν)′ + xν(f̂ν)′′

+ νxν−2 f̂ν + x
ν−1(f̂ν)

′

+ xν f̂ν − ν2xν−2 f̂ν
= xν f̂ν + (2ν + 1)x

ν−1(f̂ν)
′ + xν(f̂ν)

′′

= xν((1− t2)fν)ˆ + (2ν + 1)xν−1(f̂ν)′.

Par la définition même de fν , le premier terme ci-dessus est ((1−t2)fν)ˆ = (fν+1)ˆ.
Il reste donc à montrer que xν f̂ν+1 = −(2ν+1)xν−1(f̂ν)′ pour terminer la preuve.
Notons tout d’abord que :

f̂ ′ν+1 =

∫ 1
−1
f ′ν+1e

−itxdt

qui, par intégration par parties, se réécrit

= fν+1e
−itx ∣∣1

−1 + ix

∫ 1
−1
fν+1e

−itxdt

= ix(f̂ν+1), si ν + 12 > 0.

La dérivée de fν+1 peut être aisément obtenue :

f ′ν+1 = −2t(ν + 12)(1− t
2)ν−

1
2 = −(2ν + 1)tfν .

Ces deux remarques permettent donc de réécrire le terme xν f̂ν+1 :

xν f̂ν+1 = −ixν−1(f̂ ′ν+1) = i(2ν + 1)x
ν−1(tfν)ˆ

= −(2ν + 1)xν−1(−i tfν)ˆ = −(2ν + 1)xν−1(f̂ν)′.
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D’où :

Z′′ν +
1

x
Z′ν +

(
1−

ν2

x2

)
Zν =

= xν f̂ν+1 + (2ν + 1)x
ν−1(f̂ν)

′

= 0.

Ainsi Zν(x) est une solution de l’équation de Bessel et il est possible de trouver
une combinaison linéaire de Jν et Nν qui reproduise cette solution. Lorsque x = 0,
l’intégrale ci-dessus est :

f̂ν(0) =

∫ 1
−1
(1− t2)ν−

1
2 dt

= 2

∫ 1
0

(1− t2)ν−
1
2 dt

et avec le changement de variable s = t2, ds = 2t dt

=

∫ 1
0

(1− s)ν−
1
2 s−

1
2 ds

=
Γ(ν + 12)Γ(

1
2)

Γ(ν + 1)

où nous avons utilisé la fonction B(p, q). Donc

Zν(x) −−−→
x→0

xν
√
πΓ(ν + 12)

Γ(ν + 1)
.

Ce comportement lorsque x approche 0 exclut donc Nν qui, elle, diverge quand
x → 0. Donc Zν et Jν sont proportionnelles : Zν = aνJν . Puisque

Jν(x) −−−→
x→0

(x
2

)ν 1

Γ(ν + 1)
,

il faut que aν = 2ν
√
πΓ(ν + 12) et donc quereprésentation

intégrale des Jν(x)
Jν(x) =

( x2 )
ν

√
πΓ(ν + 12)

∫ 1
−1
(1− t2)ν−

1
2 e−itxdt, ν + 12 > 0.

En montrant que Zν est une solution de l’équation de Bessel, nous avons
démontré la relation

f̂ν+1 = −
2ν + 1

x
(f̂ν)

′.

Cette relation est presqu’une relation entre Jν+1 et Jν . Pour en faire une véritable
relation de récurrence, rappelons que pour passer des Zν(x) = xν f̂ν(x) aux Jν , il
faut diviser par aν . Notons que

aν+1 = 2
ν+1
√
πΓ(ν +

3

2
) = 2 · 2ν

√
π(ν +

1

2
)Γ(ν +

1

2
) = (2ν + 1)aν .
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Ainsi
f̂ν+1
aν+1

= −
1

x

(
f̂ν
aν

)′
et donc

x−ν−1Jν+1 = −
1

x

d

dx
(x−νJν)

qu’on peut réécrire également

x−ν−1Jν+1 =
ν

x
x−ν−1Jν − x−ν−1J ′ν ,

c’est-à-dire première relation
de récurrenceJ ′ν =

ν

x
Jν − Jν+1, ν + 12 > 0. (R1)

Une seconde relation similaire existe

J ′ν = −
ν

x
Jν + Jν−1, ν − 12 > 0.

La preuve de cette seconde relation procède en deux étapes. Pour la première,
notons que

(2ν − 1)fν − tf ′ν = (2ν − 1)(1− t2)ν−
3
2 (1− t2)− t(ν −

1

2
)(−2t)(1− t2)ν−

3
2

= (2ν − 1)(1− t2)ν−
3
2 (1− t2 + t2)

= (2ν − 1)fν−1.

Ainsi
2νf̂ν − (fν + tf ′ν) ˆ

aν
=
(2ν − 1)f̂ν−1
(2ν − 1)aν−1

=
f̂ν−1
aν−1

. (♦)

La seconde étape consiste en réécrire le terme (fν + tf ′ν)ˆ :

(fν + tf
′
ν)ˆ =

(
d

dt
(tfν)

)̂
=

∫ 1
−1

d

dt
(tfν)e

−itxdt

= tfνe
−itx ∣∣1

−1 + x

∫ 1
−1
fν i te

−itxdt

= −x
d

dt
f̂ν , si ν − 12 > 0

d’où

(fν + tf
′
ν) ˆ = −x

d

dx
f̂ν .

L’équation (♦) devient alors

2ν
f̂ν
aν
+ x

d

dx

f̂ν
aν
=
f̂ν−1
aν−1
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2νx−νJν + x
d

dx

(
x−νJν

)
= x−ν+1J−ν+1

2νx−νJν − νx−νJν + x−ν+1J ′ν = x−ν+1Jν−1
ou encoreseconde relation

de récurrence J ′ν = −
ν

x
Jν + Jν−1, ν − 12 > 0. (R2)

(Ces relations valent en fait pour tout ν en autant que les fonctions J qui y
apparaissent n’aient pas de pôles au point x étudié. Nos preuves ne sont valides
que pour le domaine de ν donné.)

Nous avons vu qu’il est possible de définir d’un coup toute une famille de
fonctions spéciales à l’aide de leur fonction génératrice. A la section précédente,
la famille des polynômes de Legendre a été discutée et, en exercice, plusieurs autres
familles. Dans tous ces cas, les polynômes apparaissent comme coefficients dans le
développement de Taylor de la fonction génératrice. Pour les fonctions de Bessel
d’indice entier, un jeu semblable peut être joué ; maintenant le développement sera
plutôt une série de Fourier.

Soit la série de Fourier de

e ix sin θ =
∑
n∈Z

cn(x)e
inθ.

La fonction e ix sin θ est une fonction périodique en θ, et ce pour tout x , et analytique
en θ puisque la composition de fonctions analytiques l’est également. Elle est donc
sûrement différentiable continûment deux fois sur le tore et la convergence de la
série sera donc absolue et uniforme. (Voir le théorème 12.)

Calculons le coefficient de Fourier :

cn(x) =
1

2π

∫ π
−π
e ix sin θe−inθdθ

=
1

2π

∫ π
−π

∞∑
k=0

ikxk sink θ

k!
e−inθdθ

et puisque la série exponentielle converge uniformément sur un domaine borné

=
1

2π

∞∑
k=0

∫ π
−π

(x
2

)k 1
k!
(e iθ − e−iθ)ke−inθdθ

et par le développement binomial

=
1

2π

∞∑
k=0

(x
2

)k 1
k!

∫ π
−π

k∑
l=0

(
k

l

)
(−1)le i(k−l)θe−i lθe−inθdθ

=
1

2π

∞∑
k=0

(x
2

)k 1
k!

∫ π
−π

k∑
l=0

(
k

l

)
(−1)le i(k−2l−n)θdθ
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dont l’intégrand sera non-nul que lorsque k = 2l + n. Si n et l sont fixés avec
n ≥ 0, il y aura précisément une valeur de k qui rend cette intégrale non-nulle.
Donc les deux sommes

∞∑
k=0

k∑
l=0

seront une somme unique sur les k de la parité de n, ou encore, une somme sur l ,
0 ≤ l <∞, où les k seront remplacés par 2l + n. Donc, si n ≥ 0 :

cn(x) =

∞∑
l=0

(x
2

)n+2l 1

(n + 2l)!

(n + 2l)!

(n + 2l − l)!l! (−1)
l

=
(x
2

)n ∞∑
l=0

(x
2

)2l (−1)l
(n + l)!l!

= Jn(x).

Si −n ∈ N, alors la condition k = 2l + n force une autre condition sur k . En
effet −n = 2l − k et il faut qu’il existe un l , 0 ≤ l ≤ k , tel que cette égalité soit
satisfaite. Puisque 2l − k prend les valeurs de −k à k , il faut donc que k ≥ −n,
c’est-à-dire k ≥ |n|. Le restant du calcul est alors identique. Ainsi fonction génératrice

pour les fonctions de Bessel
e ix sin θ =

∑
n∈Z

Jn(x)e
inθ.

Comme pour la fonction Γ(x), nous allons décrire le comportement asympto-
tique de Jν(x) lorsque x → ∞. Nous n’en donnerons cependant pas de preuve.
Nous pouvons cependant le justifier. Ecrivons pour cela l’équation différentielle
satisfaite par la fonction

uν(x) =
√
xJν(x).

Puisque

J ′ν =
u′ν√
x
−
1

2

uν

x
3
2

J ′′ν =
u′′ν√
x
−
u′ν

x
3
2

+
3

4

uν

x
5
2

,

l’équation de Bessel devient

0 = J ′′ν +
1

x
J ′ν +

(
1−

ν2

x2

)
Jν

=

(
u′′ν√
x
−
u′ν

x
3
2

+
3

4

uν

x
5
2

)
+

(
u′ν

x
3
2

−
1

2

uν

x
5
2

)
+
uν√
x
−
ν2uν

x
5
2

=
1√
x

(
u′′ν +

(
1 +

1
4 − ν

2

x2

)
uν

)
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et donc

0 = u′′ν +

(
1 +

1
4 − ν

2

x2

)
uν .

Lorsque x →∞, le terme en 1
x2 devient négligeable et il est raisonnable de croire

que uν vérifiera l’équation différentielle pour les fonctions trigonométriques : u′′ν +
uν ≈ 0. Le comportement exact estcomportement

asymptotique de Jν

Jν(x) =

√
2

πx
cos(x − (2ν + 1)π4 ) +O

(
1

|x | 32

)
.

� �� �� ��

-
�

�

�

�

�

Figure 3.4 – Les fonctions de Bessel J0, J1, J2 et J3

Les premières fonctions de Bessel sont tracées sur la figure ci-contre. Les
quatre fonctions de Bessel J0, J1, J2 et J3 y sont tracées ainsi qu’en trait plus

fin, l’enveloppe asymptotique ±
√
2
πx . La fonction J0 est égale à 1 en x = 0.

Pour distinguer les trois autres, il suffit de savoir que leur comportement autour
de x = 0 est caractérisé par une pente d’autant plus faible que l’indice du J est
grand. On remarquera que pour x suffisamment élevé, l’enveloppe asymptotique
agit vraiment comme une « gaine » et que les zéros des J tracées tombent très
proches de leurs valeurs prédites puisque les premiers zéros de cos(x + π

4 ) sont
approximativement {0.79, 3.9, 7.1, 10.21, 13.35, 16.49, 19.63} alors que ceux de
cos(x + 3π4 ) sont {2.36, 5.50, 8.64, 11.78, 14.92, 18.06}.

Exemple. Nous allons clore cette section par la solution de l’équation du tambour
rond de rayon 1. Ce problème simple, en apparence, fera appel à tout ce que nous
avons vu depuis le début de ce cours : la séparation des variables pour une équation
aux dérivées partielles, la solution des équations ordinaires obtenues que nous
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traiterons comme problèmes de Sturm-Liouville et le développement de la solution
générale en termes des fonctions propres de ces problèmes, en l’occurence, les
fonctions trigonométriques et de Bessel. Nous avons déjà franchi quelques étapes.
En effet, l’équation du tambour est l’équation des ondes en deux dimensions :

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
où u mesure le déplacement transversal du tambour et a est une constante que
nous poserons par la suite à 1. La variable de temps est t et les variables d’espace x
et y . Puisque le tambour est rond, les coordonnées polaires s’imposent et l’équation
prend la forme :

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂ρ2
+
1

ρ

∂u

∂ρ
+
1

ρ2
∂2u

∂θ2

où ρ joue le rôle du rayon et θ de l’angle polaire. Nous avons vu à la section 3.2
que l’équation d’onde se sépare en coordonnées cylindriques (en trois dimensions
spatiales). Ici l’équation est en deux coordonnées spatiales mais les calculs faits
précédemment s’appliquent pratiquement sans changements, seule la dépendance
en z est ignorée. Si la fonction u(t, ρ, θ) prend la forme T (t)R(ρ)Θ(θ), les résultats
précédents donnent les trois équations séparées suivantes :

T ′′ = −λ2T
Θ′′ = −µ2Θ

ρ2R′′ = −ρR′ − (λ2ρ2 − µ2)R

où λ et µ sont les constantes de séparation. Chacune de ces équations peut
être interprétées comme un problème de Sturm-Liouville. Les deux premiers sont
cependant communs, menant les deux à des solutions trigonométriques :

T = a1 cosλt + a2 sinλt

Θ = b1 cosµθ + b2 sinµθ.

Dans le second cas, pour assurer la continuité de la solution Θ (et donc de u), il
faudra restreindre µ ∈ N ∪ {0}. Par la suite, nous utiliserons la lettre m = µ pour
cet entier. Reste donc

ρR′′ + R′ +

(
λ2ρ−

m2

ρ

)
R = 0

ou encore, pour mieux épouser la forme de Sturm-Liouville :

d

dρ

(
ρ
dR

dρ

)
+

(
λ2ρ−

m2

ρ

)
R = 0

et donc les fonctions p, r et s introduites à la section 3.3 sont

p(ρ) = ρ, r(ρ) = ρ et s(ρ) =
m2

ρ
.
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Ainsi, pour chaque valeur de m intervenant dans l’équation pour Φ, nous avons
un problème de Sturm-Liouville différent pour les fonctions propres radiales. (Ceci
est une possibilité que nous rencontrons pour la première fois.)

Quelles sont les solutions de l’équation radiale qui ressemble tant à l’équation
de Bessel ? Essayons :

R(ρ) = Jm(λρ).

Alors
dR

dρ
= λJ ′m(λρ) et

d2R

dρ2
= λ2J ′′m(λρ)

et alors

R′′(ρ) +
1

ρ
R′(ρ)+

(
λ2 −

m2

ρ2

)
R(ρ) =

= λ2J ′′m(λρ) +
λ

ρ
J ′m(λρ) +

(
λ2 −

m2

ρ2

)
Jm(λρ)

= λ2
(
J ′′m(λρ) +

1

(λρ)
J ′m(λρ) +

(
1−

m2

(λρ)2

)
Jm(λρ)

)
= 0,

la dernière étape venant du fait que la ligne précédente est précisément l’équationles fonctions
propres radiales de Bessel évaluée au point (λρ). Donc les solutions sont

R(ρ) = Jm(λρ).

Quel est le spectre ? Il sera fixé par les conditions aux limites ! Nous devons
avoir

la fonction R est régulière en ρ = 0

car la peau du tambour est lisse en ρ = 0 (elle ne va pas à l’infini...) et

R(ρ = 1) = 0

car la peau du tambour est fixé en son pourtour. La première condition permet
de rejeter les fonctions de Neumann Nm qui sont singulières en ρ = 0, chose
que nous avons déjà fait implicitement en écrivant R(ρ) = Jm(λρ) plutôt que
R(ρ) = aJm(λρ) + bNm(λρ). La seconde donne une relation implicite pour les
valeurs propres de l’équation aux valeurs propres (qu’est le problème de Sturm-
Liouville) :

R(1) = Jm(λ) = 0.

Si on numérote les zéros positifs de Jm par αmn, n ∈ N, alors les fonctions propres
du problème de Sturm-Liouville sont

Rmn(ρ) = Jm(αmnρ).
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Le problème de Sturm-Liouville nous assure que, deux solutions R1 et R2 de
l’équation radiale correspondant à des valeurs propres distinctes λ1 et λ2 seront
orthogonales par rapport à :

(R1, R2) =

∫ 1
0

ρR1(ρ)R2(ρ)dρ = 0

puisque le rayon du tambour est 1. La preuve d’orthogonalité des fonctions propres
à la section 3.3 reposait sur certains types de conditions aux limites. Les fonctions
de Bessel offrent un exemple des conditions que nous avons appelées mixtes. En
ρ = 0, la fonction p(ρ) = ρ s’annule. En ρ = 1, ce sont les fonctions propres qui
s’annulent : Rmn(ρ = 1) = 0. Et donc

(Rmn, Rml) =

∫ 1
0

Jm(αmnρ)Jm(αmlρ)ρdρ = 0, si n ̸= l .

Le spectre du tambour, c’est-à-dire l’ensemble des fréquences du tambour, est spectre du
tambour ronddonc

{αmn, m ∈ N ∪ {0}, n ∈ N}
c’est-à-dire l’ensemble de tous les zéros positifs des fonctions de Bessel Jm à indice
m entier positif ou nul.

Quelle est la normalisation des fonctions propres Rmn(ρ) = Jm(αmnρ) ? Afin
de répondre à cette question, nous prendrons un détour ; nous allons d’abord
calculer le produit de y1(ρ) = Jm(λρ) et de y2 = Jm(µρ), même si λ et µ ne
sont pas des zéros de Jm : (y1, y2) =

∫ 1
0 ρJm(λρ)Jm(µρ)dρ. Pour faire cette

intégrale, employons le truc que nous avons employé pour montrer l’orthogonalité
des fonctions propres à la section 3.3. Ecrivons les équations satisfaites par chacune
de ces fonctions et multiplions-les par l’autre fonction :

y2×
(
d

dρ
(ρy ′1) + (λ

2ρ−
m2

ρ
)y1 = 0

)
y1×

(
d

dρ
(ρy ′2) + (µ

2ρ−
m2

ρ
)y2 = 0

)
Soustrayons et intégrons de 0 à 1 :∫ 1

0

(
y2
d

dρ
(ρy ′1)− y1

d

dρ
(ρy ′2) + ρ(λ

2 − µ2)y1y2
)
dρ = 0.

Donc, si λ ̸= µ :∫ 1
0

ρy1y2dρ =
1

µ2 − λ2

∫ 1
0

(
y2
d

dρ
(ρy ′1)− y1

d

dρ
(ρy ′2)

)
dρ

qui, par intégration par parties, devient

=
1

µ2 − λ2

[
(ρy2y

′
1 − ρy1y ′2)|

1
0 −

∫ 1
0

ρ (y ′1y
′
2 − y ′2y ′1) dρ

]
=

1

µ2 − λ2 (λJm(µ)J
′
m(λ)− µJm(λ)J ′m(µ)) .
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(Les λ et µ sont apparus car y ′1(ρ) = λJ ′m(λρ).) Il est clair alors que si λ et
µ sont des zéros distincts de Jm, y1 et y2 sont orthogonales. Pour trouver la
normalisation de Jm(λρ), notons que Jm(λρ)Jm(µρ) sont des fonctions continues
de λ et µ puisque que ces fonctions sont définies par séries de Taylor qui, sur des
intervalles bornés, convergent uniformément. Un théorème de Lebesgue-Riemann
dit que ∫ 1

0

lim
λ→µ

ρy1y2dρ = lim
λ→µ

∫ 1
0

ρy1y2dρ

si l’intégrand est borné. Ainsi∫ 1
0

ρJm(µρ)
2dρ = lim

λ→µ

1

µ2 − λ2 (λJm(µ)J
′
m(λ)− µJm(λ)J ′m(µ))

et par la règle de l’Hospital :

=
1

2µ

(
µJ ′m(µ)

2 − Jm(µ)J ′m(µ)− µJm(µ)J ′′m(µ)
)
.

Et si, comme dans le cas qui nous intéresse, µ est un zéro de Jm, alors :normalisation
des Jm ∫ 1

0

ρJm(αmnρ)
2dρ =

1

2
J ′m(αmn)

2

=
1

2
Jm+1(αmn)

2

où nous avons utilisé la relation de récurrence (R1). Ouf ! Avec cette normalisation,
on peut donc écrire des séries de fonctions de Bessel Jm. Par exemple, il est possible
d’écrire

f (x) =

∞∑
n=1

anJm(αmnx),

où an est déterminé par la relation obtenue à la section 3.3

an =
(f , yn)

(yn, yn)

avec yn(x) = Jm(αmnx) et donc :

=
2

Jm+1(αmn)2

∫ 1
0

xf (x)Jm(αmnx)dx.

Nous pouvons mettre maintenant les pièces du casse-tête ensemble pour écrire
la solution de l’équation du tambour. Si la membrane est lâchée sans vitesse, il
faut que T ′(t = 0) = 0 et donc que

T ′(0) = (−a1λ sinλt + a2 cosλt)|0 = 0,

c’est-à-dire a2 = 0. La solution générale sera de la formesolution générale
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u(ρ, θ, t) =

∞∑
m=0

∞∑
p=1

cos(αmpt) (amp cosmθ + bmp sinmθ) Jm(αmpρ).

Comment sont déterminés les amp et bmp si en t = 0

u(ρ, θ, 0) = f (ρ, θ)?

Pour un ρ fixé, on a

f (ρ, θ) =

∞∑
m=0

∞∑
p=1

(amp cosmθ + bmp sinmθ) Jm(αmpρ)

qui est une fonction de θ de période 2π (quelque soit ρ) et alors

1

1 + δm0

1

π

∫ π
−π
f (ρ, θ) cosmθ dθ =

∞∑
p=1

ampJm(αmpρ), m ≥ 0

où le facteur 1
1+δm0

est 1 pour tout m > 0 et 12 pour m = 0, la normalisation de
cosmθ étant différente lorsque m = 0. Similairement

1

π

∫ π
−π
f (ρ, θ) sinmθ dθ =

∞∑
p=1

bmpJm(αmpρ), m ≥ 1.

Si nous utilisons maintenant l’orthogonalité des fonctions propres radiales, les co-
efficients amp et bmp peuvent être obtenus à partir d’une autre intégration :

amp =
2

πJm+1(αmp)2
1

1 + δm0

∫ 1
0

ρ dρ

∫ π
−π
dθ f (ρ, θ) cosmθ Jm(αmnρ)

pour m ≥ 0, p ≥ 1 et

bmp =
2

πJm+1(αmp)2

∫ 1
0

ρ dρ

∫ π
−π
dθ f (ρ, θ) sinmθ Jm(αmnρ)

pour m > 0, p ≥ 1. Voilà !
Quelques commentaires moins mathématiques maintenant. Nous avons vu que

les zéros de la fonction de Bessel Jm se comportent asymptotiquement comme
∼ nπ + (m + 1)π2 +

π
4 . Les fréquences du tambour rond sont donc (approxi-

mativement) espacées par un certain multiple de π. C’est donc un spectre qui
ressemble qualitativement au spectre de la corde vibrante qui est lui (précisément)
{nω0, n ∈ N} où ω0 est la fréquence la plus basse dite la fondamentale. La dif-
férence repose donc dans le mot « approximativement ». Le fait qu’il soit difficile
de chanter le son d’un tambour est une conséquence du fait que les fréquences
naturelles ne sont pas précisément des multiples de la fréquence fondamentale,
α01 ≈ 2.405 . . . lorsque toutes les constantes physiques ont été posées à 1 comme
nous l’avons fait ici.



140 Chapitre 3. Problème de Sturm-Liouville et fonctions spéciales

Figure 3.5 – Quelques modes propres du tambour rond

Les modes propres du tambour rond sont donc le produit des fonctions propres
des équations pour T , pour Θ et pour R. Il est donc possible de dessiner pour t
fixé le graphe d’un mode donné. C’est ce que font les dessins de la figure 3.5. Les
modes sont étiquetés par la paire d’entiers (m, p). Ceux représentés sont (m, p) =
(0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (4, 3) lus de gauche à droite puis de
haut en bas. Le premier indice réfère à la fonction de Bessel Jm. La fonction
Θ(θ) correspondant à m est une combinaison de sin et de cos d’argument mθ.
Ainsi, plus m est grand plus le nombre d’oscillations le long d’un cercle de rayon
constant est grand. Les quatre premiers dessins n’ont pas de dépendance angulaire
(m = 0). Le long d’un cercle, la fonction propre est constante. Lorsque m = 1,
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la fonction propre le long d’un cercle aura précisément un creux et une bosse. Le
dernier dessin a m = 4 et pour ce mode, il y aura 4 creux alternant avec 4 bosses.
Le second indice p compte le nombre de zéros le long d’un rayon (à θ constant).
Ainsi plus ce nombre est grand, plus il y aura d’oscillations entre le centre et le
bord du tambour.

26*. Obtenir les solutions de l’équation y ′′ = −m2y sous la forme y =
∑∞
i=0 aix

i Exercices
par la méthode de Frobenius. Vous devriez trouver deux solutions : une pour la-
quelle a0 = 1 et a1 = 0 et une autre pour laquelle a0 = 0 et a1 = 1.

27*. (a) Montrer que J 1
2

a la forme simple suivante

J 1
2
(x) =

√
2

πx
sin x.

(b) Montrer que

J− 1
2
(x) =

√
2

πx
cos x

et, plus généralement, que les J±(n+ 1
2
), n ∈ N∪{0}, peuvent être exprimés comme

une somme finie de fonctions cos x et sin x pondérées par des puissances demi-
entières de x .

(c) Obtenir (rigoureusement) le comportement asymptotique de Jn+ 1
2

pour n ∈
N ∪ {0}.

28. En se rappelant que Jp(x) = (−1)pJ−p(x), montrer que

cos(x sin θ) = J0(x) + 2

∞∑
n=1

J2n(x) cos 2nθ

sin(x sin θ) = 2

∞∑
n=0

J2n+1(x) sin(2n + 1)θ.

29*. Ecrire l’identité de Parseval pour les fonctions de Bessel intervenant dans
l’analyse du tambour rond.

30. En utilisant l’identité de Parseval pour les séries trigonométriques, montrer
que

1 = J0(x)
2 + 2

∞∑
k=1

Jk(x)
2

pour tout x . (Ceci a comme conséquence immédiate que |J0(x)| ≤ 1 et |Jk(x)| ≤
1√
2
, k ∈ N, pour tout x .)
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31*. Montrer que
sin x

x
=

∫ π
2

0

J0(x cos θ) cos θdθ

et
1− cos x

x
=

∫ π
2

0

J1(x cos θ)dθ.

32. (a) Montrer que

x = 2

∞∑
p=1

J1(λpx)

λpJ2(λp)

pour x ∈ (0, 1) où λp sont les racines positives de J1(λ) = 0. Suggestion : relation
de récurrence !

(b) Montrer que
∞∑
p=1

1

λ2p
=
1

8
.

33. Dans la solution du tambour rond, nous avons montré que les fonctions propres
Jm(αmnρ) et Jm(αmlρ) avec αmn et αml deux zéros distincts de Jm sont ortho-
gonales. Est-ce que la fonction Jp(αpqρ) (qui est également propre du problème
de Sturm-Liouville, mais un p ̸= m) est orthogonale à Jm(αmnρ) ? Cette question
est importante. Si ces fonctions sont orthogonales, il faut le montrer. Si elles ne le
sont pas, il semble y avoir un problème : les modes propres du tambour ne seront
pas orthogonaux ?

34. Vérifier les relations de récurrence (R1) et (R2) en utilisant le développement
en série des Jν .

35*. Montrer que, quels que soient m ∈ N et x ∈ [0,∞), il existe 0 < M <∞ tel
que

|Jn(x)| ≤
M

nm
, ∀n ∈ N ∪ {0}.

La constante M peut dépendre de x . Est-ce que ce résultat contredit le compor-
tement asymptotique décrit dans le texte ?

36*. Evaluer l’intégrale ∫ ∞
0

e−atJ0(bt)dt.

37*. (a) Une plaque circulaire de rayon 1 est isolée thermiquement, sauf en son
pourtour où elle est maintenue à température nulle. Si, au temps t = 0, la tem-
pérature du disque est donnée par la fonction f (ρ, θ), calculer l’évolution de la
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température u(t, ρ, θ) en fonction du temps. (L’évolution est décrite par l’équa-
tion aux dérivées partielles : ∂u∂t = ∇

2u.)

(b) En quoi la solution ci-dessus se simplifie-t-elle si la température initiale ne
dépend que de ρ : f = f (ρ) ?

38. (a) Un cylindre de rayon et de hauteur unité a sa température initiale décrite
par f (ρ, θ, z). Soudainement sa surface est mise à température nulle. Décrire sa
température u(t, ρ, θ, z) au cours du temps.

(b) Trouver la solution stationnaire de l’équation de la chaleur (c’est-à-dire une
solution ne dépendant pas du temps) pour le cylindre de l’exercice précédent si
toute sa surface est maintenue à température nulle à l’exception de sa surface
supérieure (le « couvercle ») qui est à température u0.

(c) Supposons que la température initiale du cylindre soit décrite par f (ρ, θ, z) et
que sa surface soit maintenue à température nulle sauf pour le disque supérieur
qui est à température u0. Ecrire l’évolution de la température u(t, ρ, θ, z) pour ces
conditions initiales et aux limites.
Note : Ecrire u(t, ρ, θ, z) = v(t, ρ, θ, z)+w(ρ, z) où v est une solution du problème
(a) et w est stationnaire.

39*. Soit une cavité cylindrique de rayon a et longueur l . Pour les ondes trans-
verses électriques, la composante longitudinale B du champ magnétique satisfait
au problème aux valeurs propres

∇2B + ω2B = 0

avec conditions aux limites

B(ρ, θ, z = 0) = B(ρ, θ, z = l) = 0 et
∂B

∂ρ
(ρ = a, θ, z) = 0.

Montrer que les valeurs propres peuvent être étiquetées par trois entiers et ont la
forme :

ωmnp =

√
β2mn
a2
+
p2π2

l2
.

Dire ce que sont les βmn et préciser les valeurs possibles de m, n et p.

40*. Montrer que, pour tout entier n :

Jn(a + b) =
∑
m∈Z

Jm(a)Jn−m(b).





Chapitre 4

La transformation de Fourier

4.1 Un passage à la limite
et exemples de calcul

Existe-t-il un équivalent des séries de Fourier pour les fonctions qui ne sont pas
périodiques ? La réponse à cette question est « oui » et le but de ce chapitre est
de développer la réponse. La transformation de Fourier sera introduite de façon
intuitive en prenant la limite des expressions définissant les séries de Fourier lorsque
la période tend vers l’infini.

Rappelons que si
f : [−T/2, T/2] ⊂ R→ C

est continue et dérivable continûment deux fois, alors l’égalité suivante est valide :

f (x) =

∞∑
n=−∞

cn,T e
2iπnx/T , x ∈ [−T/2, T/2]

où

cn,T =
1

T

∫ T/2
−T/2

f (x)e−2iπnx/T dx.

J’ai ajouté un indice « T » supplémentaire aux coefficients cn car nous nous ap-
prêtons à varier la période T et il y aura donc plusieurs familles de coefficients
cn.

Notre but est de prendre la limite T → ∞. Si cela est fait un peu trop ra-
pidement, la série de Fourier devient une somme sur les seuls coefficients cn,T
puisque l’exponentielle voit son argument devenir zéro. De plus, les coefficients
cn,T deviennent eux-mêmes zéro si la fonction f est intégrable puisque

cn,T =
1

T

∫ T/2
−T/2

f (x)e−2iπnx/T dx −−−→
T→∞

1

T

∫ ∞
−∞

f (x)e0 dx =
M

T
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pour un certain nombre fini M. Ainsi cette façon de faire est inutile (et fausse).
Pour résoudre cette difficulté, remplaçons l’indice de sommation n par un

nombre qui demeurera fini durant le processus limite. Ceci est justifié puisque
n ∈ Z et, puisque n prend des valeurs aussi grandes que désiré, l’argument de
l’exponentielle demeure non-nul même si T est très grand. Considérons donc la
quantité

λ =
n

T

qui devra être également sommée de −∞ à +∞, quelque soit T . Regroupons les
termes qui possèdent des λ très voisins :

2πλ ≤
2π

T
n ≤ 2π(λ+ ∆λ).

Le nombre de valeurs de l’indice n dans cet intervalle est donc

∆n ≈ T∆λ.

Pour des λ très voisins (c’est-à-dire un ∆λ ≈ 0), la somme sur les valeurs de n
dans l’intervalle ci-dessus peut-être réécrite comme∑

2πλ≤ 2πn
T
≤2π(λ+∆λ)

cn,T e
2πinx
T ≈ cλe2πiλxT∆λ

où

cλ =
1

T

∫ T/2
−T/2

f (x)e−
2πinx
T dx.

La forme approximée de cette somme peut être justifiée par le fait que, sur un petit
intervalle ∆λ et pour T suffisamment grand, les coefficients cλ et les exponentielles
e2πinx/T devraient être à peu près égales. En posant

c(λ) = Tcλ =

∫ T/2
−T/2

f (x)e−
2πinx
T dx,

la somme donnant f (x) devient

f (x) =

∞∑
λ=−∞

c(λ)e2πiλx∆λ −−−−→
∆λ→0

∫ ∞
−∞

c(λ)e2πiλxdλ

avec

c(λ) =

∫ ∞
−∞

f (x)e−2πiλx dx.

On peut faire un changement de variables pour supprimer les 2π. En posant ω =
2πλ, on obtient dans l’intégrale donnant f :

f (x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

c
( ω
2π

)
e iωx dω
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et il alors naturel de définir une nouveau coefficient f̂ (ω) par

f̂ (ω) = c
( ω
2π

)
=

∫ ∞
−∞

f (x)e−iωx dx.

Cette forme est celle que nous utiliserons pour définir la transformée de Fourier
de la fonction f : R→ R qui, puisque la période est maintenant infinie, a comme
domaine l’axe des x en entier. Notre définition sera donc

transformation
de Fourier

f (x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂ (λ)e iλx dλ où f̂ (λ) =

∫ ∞
−∞

f (x)e−iλx dx.

(F)

Nous avons dit « notre » définition car, contrairement aux séries de Fourier
qui sont les mêmes dans tous les livres, les conventions utilisées pour la définition
de la transformation de Fourier sont nombreuses. Les définitions varient sur la
valeur du coefficient numérique devant les deux intégrales (dont les valeurs les plus
communes sont 1, 12π et 1√

2π
) et la position du signe « − » dans l’argument des

exponentielles (se trouve-t-il dans la définition de f ou de f̂ ). Le lecteur doit être
conscient de ces différences s’il fait des exercices dans plusieurs livres. 1 Un autre
commentaire est utile, cette fois de nature linguistique. Vous trouverez souvent
les mots « transformation » et « transformée » de Fourier dans ce qui suit. Ils ne
sont pas tout à fait synonymes ; le premier est à l’intégration ce que le second est
à l’intégrale, c’est-à-dire le premier est l’opération, le second le résultat.

Nous pourrions immédiatement soulever les questions que nous avons posées
pour les séries de Fourier :

— si f̂ (λ) est donné par l’intégrale ci-dessus, est-ce que f (x) égale

1

2π

∫ ∞
−∞

f̂ (λ)e iλx dλ?

— donné f̂ (λ), peut-on reconstruire f (x) ?
— et existe-t-il un concept de distance comme pour les séries de Fourier qui

permette de mesurer la distance entre f et l’intégrale où f̂ (λ) apparaît ?
En plus, d’autres questions s’ajoutent à ces premières :

— les intégrales
∫∞
−∞ . . . convergent-elles ?

— f̂ est-elle continue ? sous quelles conditions ?
— f̂ est-elle dérivable ? Et si oui, peut-on obtenir sa dérivée en passant la

dérivée d
dλ sous le signe de l’intégrale ?

— et plus viscéralement, à quoi sert la transformation de Fourier ?

1. Notre convention est celle des livres de Körner et de Spiegel (série Schaum). Elle est
différente de celle de Schwartz et Arfken.
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Nous ne répondrons pas à toutes ces questions. Seules quelques-unes recevront
une réponse. Mais avant, voici des exemples de calcul !

Exemple 1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

f (x) =

{
1, |t| ≤ 1
0, autrement.

Le calcul est direct :

f̂ (ω) =

∫ ∞
−∞

f (x)e−iωxdx

=

∫ 1
−1
e−iωxdx

=
e−iωx

−iω

∣∣∣∣1
−1

= −
1

ω

e−iω − e iω

i

=
2

ω
sinω.

Ce calcul n’est évidemment pas valide en ω = 0. Cependant il est aisé d’obtenir
cette valeur particulière : f̂ (0) =

∫∞
−∞ f (x) dx =

∫ 1
−1 dx = 2 qui est la limite de

f̂ (ω) lorsque ω → 0.

Exemple 2. Si f (x) = e−a|x | avec a positif, alors

f̂ (ω) =

∫ ∞
−∞

e−a|x |e−iωxdx

=

∫ 0
−∞

e−a|x |e−iωxdx +

∫ ∞
0

e−a|x |e−iωxdx

=

∫ ∞
0

e−a|−y |e iωydy +

∫ ∞
0

e−a|x |e−iωxdx

= 2 Re
∫ ∞
0

e−axe−iωxdx = 2 Re
∫ ∞
0

e−x(a+iω)dx

= 2 Re −
e−x(a+iω)

a + iω

∣∣∣∣∞
0

= 2 Re
1

a + iω
·
a − iω
a − iω

=
2a

a2 + ω2
.
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Figure 4.1 – Le graphe des fonctions des quatre exemples de cette section (à
gauche) et de leur transformée de Fourier (à droite). De bas en haut, les exemples
1, 2, 3 et 4. Les constantes a et h ont été posées à 1.
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Exemple 3. Voici encore une fonction dont la transformée est relativement aisée
à calculer :

f (x) =

{
h(1− a|x |), |x | < 1

a ,

0, autrement.

Alors :

f̂ (ω) =

∫ 1
a

− 1
a

h(1− a|x |)e−iωxdx

= 2h Re
∫ 1

a

0

(1− ax)e−iωxdx

= 2h Re

[
e−iωx

−iω

∣∣∣∣
1
a

0

− a
∫ 1

a

0

xe−iωxdx

]

et par intégration par parties

= 2h Re

[
e−iω/a

−iω +
1

iω
− a

(
xe−iωx

−iω

∣∣∣∣
1
a

0

+
1

iω

∫ 1
a

0

e−iωxdx

)]

= 2h Re

[
e−iω/a

−iω +
1

iω
− a

(
1

a

e−iω/a

−iω +
1

iω

e−iωx

−iω

∣∣∣∣
1
a

0

)]

= 2h Re
[
1

iω
−

a

ω2
(e−iω/a − 1)

]
=
2ha

ω2

(
1− cos

ω

a

)
.

Remarquons que, à nouveau, cette fonction est continue partout, même en ω = 0,
si on remplace l’expression ci-dessus par sa limite en ω → 0, c’est-à-dire par h/a.

Exemple 4. Le prochain exemple joue un rôle important tant en statistique qu’entransformée de Fourier
de la gaussienne mécanique quantique. Il s’agit de la fonction gaussienne (ou encore, de la distri-

bution normale) :

f (x) = e−
x2

2 .

Sa transformée de Fourier peut être obtenue par intégration dans le plan complexe
ou à l’aide du truc suivant. Observons tout d’abord que nous connaissons une
valeur de la fonction f̂ (ω). En effet, en ω = 0, l’intégrale devient

f̂ (0) =

∫ ∞
−∞

e−
x2

2 dx
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et en remplaçant x par
√
2u :

=
√
2

∫ ∞
−∞

e−u
2

du

=
√
2 Γ( 12)

=
√
2π.

Plutôt que calculer directement la transfomée, nous allons obtenir une équation
différentielle pour f̂ (ω). Calculons d’abord f̂ ′. En admettant que l’on puisse inter-
vertir l’ordre de la dérivation et de l’intégration :

df̂

dω
=

d

dω

∫ ∞
−∞

e−
x2

2 e−iωxdx

=

∫ ∞
−∞

e−
x2

2 (−ix)e−iωxdx

qui peut être intégré par parties. Prenant dv = −xe− x
2

2 dx et donc v = e−
x2

2 ,
nous obtenons :

= i

(
e−

x2

2 e−iωx
∣∣∣∞
−∞
+ iω

∫ ∞
−∞

e−
x2

2 e−iωxdx

)
.

Le terme à évaluer en x = ±∞ s’annule et l’intégrale résiduelle est précisément la
définition de f̂ (ω). Donc

= −ωf̂ (ω).

Cette équation différentielle
df̂

dω
= −ωf̂ (ω)

est particulièrement aisée à résoudre. La solution est simplement

f̂ (ω) = constante × e−
ω2

2 .

La constante doit être choisie de façon à ce que f̂ vérifie la valeur en ω = 0 que
nous connaissons. Avec cette valeur, nous fixons complètement f̂ :

f̂ (ω) =
√
2πe−

ω2

2 .

Remarquons, qu’à une constante près, la dépendance fonctionnelle de f̂ en son
argument est exactement celle de f ! (Est-ce la seule fonction avec cette propriété ?
Voir les exercices.)

Ces quelques exemples suggèrent deux observations. Premièrement, la fonction
f̂ se comporte beaucoup mieux que f dans le sens suivant.
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Lemme 25. Si f est intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle [a, b] et
l’intégrale

∫∞
−∞ |f (x)|dx existe, alors f̂ est (uniformément) continue.

En effet, le premier exemple était celui d’une fonction avec un saut en deux
points, alors que les second et troisième exemples avec des dérivées non-continues.
Pourtant, leurs transformées de Fourier sont continues partout.

Deuxièmement, la fonction f̂ se comporte beaucoup moins bien que f dans le
sens suivant.

Lemme 26. Même si
∫∞
−∞ |f (x)|dx <∞, l’intégrale

∫∞
−∞ |f̂ (ω)|dω peut diverger.

Voici les preuves de ces deux affirmations.

Démonstration. Pour le premier lemme, on doit montrer que, pour tout ϵ > 0, il
existe δ > 0, tel que si ζ, η ∈ R et |ζ − η| < δ, alors |f̂ (ζ) − f̂ (η)| < ϵ. Puisque∫∞
−∞ |f (x)|dx existe, f̂ existe. De plus, pour tout ϵ > 0, il existe R(ϵ) tel que∫

|x |≥R(ϵ)
|f (x)|dx ≤

ϵ

4
.

Et puisque f est intégrable au sens de Riemann sur [−R,R], elle est bornée et soit
κ(ϵ) = sup|x |≤R(ϵ) |f (x)|. Alors

|f̂ (ζ)− f̂ (η)| =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f (x)
(
e−iζx − e−iηx

)
dx

∣∣∣∣
≤
∫ ∞
−∞
|f (x)||e−iζx − e−iηx |dx

≤ 2
∫
|x |≥R(ϵ)

|f (x)|dx +
∫ R
−R
|f (x)||e−iζx − e−iηx |dx

≤
ϵ

2
+ 2κ(ϵ)R(ϵ) sup

|x |≤R(ϵ)
|e−iζx − e−iηx |.

Il est possible de borner supérieurement le supremum comme suit. Changeant la
variable x pour y = (ζ − η)x , nous obtenons :

sup
|x |≤R(ϵ)

|e−iζx − e−iηx | = sup
|x |≤R(ϵ)

|e−iζx ||(1− e i(ζ−η)x)|

= sup
|y |≤|ζ−η|R(ϵ)

|1− e iy |

= sup
|y |≤|ζ−η|R(ϵ)

|(1− cos y)− i sin y |

= sup
|y |≤|ζ−η|R(ϵ)

√
2(1− cos y)

= 2 sup
|y |≤|ζ−η|R(ϵ)

| sin
y

2
|
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et puisque |x | ≥ | sin x | pour tout x ∈ R,

≤ |ζ − η|R(ϵ).

Ainsi

|f̂ (ζ)− f̂ (η)| ≤
ϵ

2
+ 2κ(ϵ)R2(ϵ)|ζ − η|.

Pour terminer la preuve, il suffit donc de choisir δ de façon à ce que l’expression
ci-dessus soit < ϵ. Ceci est possible en posant

|ζ − η| < δ =
ϵ

4κ(ϵ)R2(ϵ) + 1
,

le « 1 » ayant été ajouté au cas où κ serait nul.

-�π -�π -�π �π �π �π

�

�

�

Figure 4.2 – La fonction sinω/ω et l’appoximation utilisée

Démonstration. Le second lemme est plus aisé à démontrer. La transformée de
l’exemple 1 ci-dessus est du type désiré : notons que

∫ (N+1)π
−(N+1)π

∣∣∣∣2 sinωω
∣∣∣∣ dω > N∑

n=0

4

∫ nπ+ 3π
4

nπ+ π
4

∣∣∣∣sinωω
∣∣∣∣ dω.
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Cette majoration devrait être évidente : voir le graphique ci-dessus. Donc :

> 4

N∑
n=0

∫ nπ+ 3π
4

nπ+ π
4

1√
2ω
dω

> 2
√
2

N∑
n=0

π

2

1

π(n + 1)

−−−→
N→∞

∞.

1*. Obtenir les transformées de Fourier des fonctions suivantes.Exercices

(a)

f (x) =

{
|x |, |x | ≤ 1,
0, |x | > 1.

(b)

f (x) =

{
1− x2, |x | ≤ 1,
0, |x | > 1.

(c)

f (x) =


1, 0 ≤ x ≤ 1
−1, −1 ≤ x < 0
0, autrement.

(d)
f (x) = cos x2.

Note : L’identité suivante pourrait être utile :∫ ∞
0

cos ax2 cos 2bx dx =
1

2

√
π√
2a

(
cos

b2

a
+ sin

b2

a

)
.

(e)

f (x) =

{
sinω0x, |x | ≤ Nπ

ω0
,

0, |x | > Nπ
ω0
.

ω0 est ici une constante et N un entier non-nul. Quelles sont les valeurs de f̂ en
±ω0 ?
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(f)

f (x) =

{
e−x , x > 0,

0, x ≤ 0.

(g)

f (x) =
1

cosh x
.

Note : A nouveau, voici une identité utile :∫ ∞
0

cos ax

cosh bx
dx =

π

2b
sech

aπ

2b
.

(h) La fonction fν suivante pour ν + 12 > 0 :

fν =

{
(1− t2)ν− 12 , |t| ≤ 1,
0, autrement.

2*. (a) Pour chacune des fonctions du problème précédent, vérifier que la fonction
f̂ est continue sur R.

(b) Quelles sont les fonctions f̂ qui ne sont pas intégrables en valeur absolue,
c’est-à-dire celles pour lesquelles

∫∞
−∞ |f̂ (ω)|dω n’existe pas.

Note : Il est utile de savoir que
∫∞
0
sin x
x dx et

∫∞
1
cos x
x dx convergent.

3. (a) Montrer que, si f : R→ R est une fonction paire, alors

f̂ (ω) = 2

∫ ∞
0

f (x) cosωx dx

(b) et si elle est impaire, alors

f̂ (ω) = −2i
∫ ∞
0

f (x) sinωx dx.

(c) Quelle condition doit satisfaire f pour que f̂ soit paire ? Pour qu’elle soit
impaire ?

4*. L’étude de l’oscillateur harmonique en mécanique quantique mène au problème
de Sturm-Liouville (

−
1

2

d2

dx2
+
1

2
x2
)
ψ = λψ.
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Il est possible de montrer que si les conditions aux limites

lim
x→∞

ψ(x) = lim
x→−∞

ψ(x) = 0

sont choisies, les valeurs propres sont λn = n+ 12 , n ∈ N∪{0}, et non-dégénérées.

(a) Montrer que ψn(x) = ane−x
2/2Hn(x) est une fonction propre de valeur propre

(n + 1
2). (Hn est le n-ième polynôme de Hermite. Voir les exercices de la section

3.3.)

(b) Trouver an tel que ∫ ∞
−∞
|ψn(x)|2dx = 1.

(c) Montrer que ψn+1(x) et (x − d
dx )ψn sont proportionnels. Déterminer la cons-

tante de proportionnalité.

(d) Calculer les transformées de Fourier ψ̂n(ω) de ψn(x).

Note : Trouver le lien entre ĝ(ω) et f̂ (ω) où g est la fonction g(x) = xf (x).

(e) Vérifier que
1

2π

∫ ∞
−∞
|ψ̂n(ω)|2dω =

∫ ∞
−∞
|ψn(x)|2dx.

5. Soit f une fonction dont la transformée de Fourier f̂ existe. Exprimer la trans-
formée de Fourier des fonctions suivantes en fonction de f̂ .

(a) La fonction gd définie par gd(x) = f (dx) où d est un nombre réel non-nul.

(b) La fonction ha définie par ha(x) = f (x − a) où a est un nombre réel.

6*. A la section 1.1, nous avons obtenu la série de Fourier de la fonction en
créneau :

f (x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ π,
−1, −π < x < 0

qui est

f (x) =

∞∑
n=0

4

(2n + 1)π
sin(2n + 1)x,

l’égalité étant satisfaite en tout x qui n’est pas un multiple de π. Nous avons vu
cependant que les graphiques 1.1 des sommes partielles

sN(x) =

N∑
n=0

4

(2n + 1)π
sin(2n + 1)x
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possèdent un maximum proche de zéro qui dépasse clairement la valeur +1. De
plus ce maximum semble être à peu près constant pour N grand. Ce pic est connu
sous le nom de phénomène de Gibbs et le but du présent exercice est d’évaluer phénomène de Gibbs

Willard Gibbs
(1839-1903)

sa hauteur. En faisant ce calcul, vous pratiquerez également le passage d’une
somme à une intégrale que nous avons utilisé dans cette section pour introduire
la transformation de Fourier.

(a) Montrer que le premier maximum xmax strictement positif de la somme partielle
sN est π/(2(N + 1)).

(b) Montrer que

sN

(
π

2(N + 1)

)
−−−→
N→∞

2

π

∫ π
0

sin x

x
dx.

Pour cela, introduire la variable

x =
(2n + 1)π

2(N + 1)

et noter que les valeurs de x sont ∈ [0, π]. En se rappelant que la définition naïve
de l’intégrale d’une fonction est la somme des aires de rectangles, écrivez la somme
sous cette forme et prenez la limite. (Malgré que ce passage à la limite soit un
peu « intuitif », il est possible de le rendre rigoureux.)

(c) Obtenir une valeur numérique pour la hauteur du pic.

4.2 Quelques théorèmes 2

Les résultats rigoureux sur la transformation de Fourier ne sont guère plus dif-
ficiles à démontrer que ceux sur les séries de Fourier. En fait, beaucoup sont très
semblables. La seule différence réside dans la nécessité d’intervertir deux intégra-
tions

∫∞
−∞ dλ

∫∞
−∞ dx · · · →

∫∞
−∞ dx

∫∞
−∞ dλ . . . , ce qui nécessite des conditions

particulières sur le « . . . ». Nous énoncerons ces conditions sans preuve.
Pour le restant de cette section, nous nous restreindrons à des fonctions par-

ticulières.

Définition 18. L1∩C est l’ensemble des fonctions R→ C continues et telles que L1 ∩ C∫∞
−∞ |f (x)|dx existe (et soit <∞).

Le théorème de Fejér pour la transformation de Fourier s’énonce comme suit.

Théorème 27 (Fejér). (i) Si f ∈ L1 ∩ C, alors

1

2π

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
f̂ (λ)e iλxdλ −−−→

R→∞
f (x), ∀x ∈ R.

(ii) Si f est uniformément continue et bornée, alors la convergence est uniforme.

2. Le traitement de cette section ainsi que les exercices 2 et 6 suivent Körner.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Willard_Gibbs
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La preuve de ce théorème est similaire à celle pour les séries de Fourier. Rap-
pelons que les moyennes σn des sommes partielles définies à la section 2.3 peuvent
être réécrites sous la forme

σn(f , t) =

n∑
r=−n

n + 1− |r |
n + 1

cre
i r t =

n∑
r=−n

(
1−

|r |
n + 1

)
cre
i r t .

Le théorème de Fejér 5 énonce que, si f est continue sur le tore, alors σn(f , ·)→ f

uniformément quand n →∞. Pour les transformations de Fourier, la somme dans
σn est remplacée par l’intégrale de −R à R et le facteur (1 − |r |

n+1) est remplacé

par (1− |λ|R ). L’énoncé ci-dessus semble donc fort raisonnable.
Mais quel est l’objet jouant ici le rôle du noyau de Fejér des séries de Fourier.

Il s’agit de faire un calcul semblable à celui fait pour les séries de Fourier pour
l’identifier :

1

2π

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
f̂ (λ)e iλxdλ =

=
1

2π

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)(∫ ∞
−∞

f (t)e−iλtdt

)
e iλxdλ

=
1

2π

∫ R
−R

∫ ∞
−∞

(
1−
|λ|
R

)
f (t)e iλ(x−t)dt dλ

?
=
1

2π

∫ ∞
−∞

dt f (t)

(∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
e iλ(x−t)dλ

)
=

∫ ∞
−∞

dt f (t)K̃R(x − t)

=

∫ ∞
−∞

dy K̃R(y)f (x − y)

où, comme précédemment, la preuve reposera sur

K̃R(y) =
1

2π

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
e iλydλ.

Une des étapes ci-dessus a été marquée par « ?
= ». C’est précisément l’étape où

deux intégrales ont été interverties et qui devra donc être justifiée. Pour l’instant,
notons que

K̃R(y) =
1

2π

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
e iλydλ

=
2

2π
Re

∫ R
0

(
1−

λ

R

)
e iλydλ

=
1

π

∫ R
0

(
1−

λ

R

)
cosλy dλ
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et intégrant par parties pour le cas y ̸= 0 :

=
1

π

((
1−

λ

R

)
sinλy

y

∣∣∣∣R
0

+
1

yR

∫ R
0

sinλy dλ

)

= −
1

π

1

y2R
cosλy

∣∣∣∣R
0

=
1− cos yR
y2πR

=
2R sin2 yR2

4π y
2R2

4

=
R

2π

(
sin yR2
yR
2

)2
.

Pour le cas y = 0

K̃R(0) =
1

2π

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
dλ

=
2

2π

(
λ|R0 −

λ2

2R

∣∣∣∣R
0

)

=
1

π

(
R −

R2

2R

)
=
R

2π

qui est la limite du cas y ̸= 0 quand y → 0. (Il est possible que le calcul de K̃R
vous rappelle l’exemple 3 de la section précédente. Exercice : quel est le lien entre
les deux calculs ?)

Revenons maintenant sur cette étape « ?
= » déclarée dangereuse. Et pourquoi

est-il si dangereux d’intervertir deux intégrales ? La meilleure réponse est donnée
par l’exemple simple suivant. Faisons l’intégrale double suivante :∫ ∞

1

dx

(∫ ∞
1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
=

∫ ∞
1

y

x2 + y2

∣∣∣∣∞
y=1

dx, voir plus bas

= −
∫ ∞
1

1

1 + x2
dx

= − arctan x |∞1
= −

(π
2
−
π

4

)
= −

π

4
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où nous avons utilisé le fait que

∂

∂y

y

x2 + y2
=

1

x2 + y2
−

2y2

(x2 + y2)2

=
x2 + y2 − 2y2

(x2 + y2)2

=
x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Refaisons maintenant la même double intégrale, mais dans l’autre ordre.∫ ∞
1

dy

(∫ ∞
1

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
= −

∫ ∞
1

dy

(∫ ∞
1

y2 − x2

(x2 + y2)2
dx

)
=
π

4

puisque la seconde forme de la double intégrale est identique à celle ci-dessus
où le rôle de x et de y a été échangé. Vous pouvez chercher l’erreur dans ce
raisonnement. Le fait est qu’il n’y en a pas. Ce que cet exemple nous rappelle
est qu’intervertir deux processus limites (dans ce cas-ci l’intégration sur un in-
tervalle infini) ne peut pas toujours être fait. Alors quand peut-on intervertir les
intégrales ? ! Le cas le plus simple est quand les domaines des deux intégrales sont
des intervalles finis. Alors :

Théorème 28 (Fubini). Si f : [a, b]× [c, d ]→ C est continue, alors :∫ b
a

dx

∫ d
c

dy f (x, y) =

∫ d
c

dy

∫ b
a

dx f (x, y).

Ceci est rassurant mais nous avons besoin d’un résultat similaire pour les intégrales
sur des intervalles infinis.

Théorème 29. Soit f : R2 → C une fonction continue telle que
(A1)

∫∞
−∞ |f (x, y)|dy soit une fonction continue de x ,

(A2)
∫∞
−∞ |f (x, y)|dx soit une fonction continue de y

(B) et telle que
∫∞
−∞
∫∞
−∞ |f (x, y)| dx dy converge.

Alors les intégrales∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dy f (x, y) et
∫ ∞
−∞

dy

∫ ∞
−∞

dx f (x, y)

existent et sont égales.

Nous accepterons ce résultat sans preuve. Dans notre cas

g(t, λ) =


(
1−
|λ|
R

)
f (t)e iλ(x−t), |λ| < R,

0, autrement.
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Remarquons que

∫ ∞
−∞
|g(t, λ)|dt =


(
1−
|λ|
R

)∫ ∞
−∞
|f (t)|dt, |λ| < R,

0, autrement,

qui est une fonction continue de λ et∫ ∞
−∞
|g(t, λ)|dλ = |f (t)|

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
dλ = R|f (t)|

qui est une fonction continue de t. Enfin∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
|g(t, λ)| dλ dt = R

∫ ∞
−∞
|f (t)|dt <∞

si f ∈ L1 ∩ C. Donc, l’ordre d’intégration peut être changé.
Nous pouvons maintenant revenir à la preuve du théorème de Fejér pour la

transformation de Fourier.

Lemme 30. (i) K̃R(s) ≥ 0, ∀s ∈ R.
(ii) K̃R(s)→ 0 uniformément sur R \ [−δ, δ] et∫

|s|≥δ
K̃R(s) ds −−−→

R→∞
0, ∀δ > 0.

(iii)
∫∞
−∞ K̃R(s) ds = 1.

Ce lemme peut être évidemment mis en parallèle avec le lemme 4. Pour la
partie (iii), nous ne montrerons que

∫∞
−∞ K̃R(s) ds <∞.

Démonstration. (i) Évident.
(ii) ∣∣∣∣∣∣ R2π

(
sin sR2
sR
2

)2∣∣∣∣∣∣ ≤ R

2π

4

s2R2
≤

2

πRδ2

pour tout s ∈ R \ [−δ, δ] et∫
|s|≥δ

K̃R(s)ds <

∫
|s|≥δ

2

πRs2
ds = −

4

πR

1

s

∣∣∣∣∞
δ

=
4

πRδ
−−−→
R→∞

0

pour tout δ > 0.
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(iii) Enfin :

∫ ∞
−∞

KR(s) ds =
R

2π

∫ ∞
−∞

(
sin sR2
sR
2

)2
ds

=
1

2π

∫ ∞
−∞

(
sin u2
u
2

)2
du, en posant u = sR

=

∫ ∞
−∞

K̃1(s) ds

<∞

car, sur [−δ, δ], la fonction K̃1 est continue et donc bornée et alors
∫ δ
−δ K̃1ds <∞

et
∫
R\[−δ,δ] K̃1ds < 4/πδ par (ii).

La preuve du théorème de Fejér est alors aisée.

Preuve du théorème 27. Comme pour le théorème de Fejér pour les séries de Fou-
rier, la preuve se résume à calculer∣∣∣∣ 12π

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
f̂ (λ)e iλtdλ− f (t)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

K̃R(x)f (t − x) dx − f (t)
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

K̃R(x)(f (t − x)− f (t))dx
∣∣∣∣ , par (iii) ci-dessus

≤
∣∣∣∣∫
|x |≥δ

K̃R(x)(f (t − x)− f (t)) dx
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫
|x |≤δ

K̃R(x)(f (t − x)− f (t)) dx
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫
|x |≥δ

K̃R(x)f (t − x) dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫

|x |≥δ
K̃R(x)f (t) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
|x |≤δ

K̃R(x)(f (t − x)− f (t)) dx
∣∣∣∣

≤

(
sup
|x |≥δ

K̃R(x)

)∫ ∞
−∞
|f (t − x)| dx + |f (t)|

∫
|x |≥δ

K̃R(x)dx

+

(
sup
|x |≤δ
|f (t − x)− f (t)|

)∫
|x |≤δ

K̃R(x)dx.

Supposons que ϵ > 0 soit donné. Puisque f est continue, on peut trouver δ(ϵ) > 0
tel que

si |x | < δ(ϵ) alors |f (t − x)− f (t)| <
ϵ

3
.
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Donné ce δ(ϵ), le lemme précédent assure qu’il existe R0(ϵ) tel que

sup
|x |≥δ

K̃R(x) <
ϵ

3

1

1 +
∫∞
−∞ |f (t − x)|dx

, si R > R0(ϵ)

et ∫
|x |>δ

K̃R(x) dx <
ϵ

3

1

1 + |f (t)| .

(Les nombres « 1 » ont été ajoutés aux dénominateurs pour assurer que ceux-ci
soient non nuls.) Ainsi∣∣∣∣ 12π

∫ R
−R

(
1−
|λ|
R

)
f̂ (λ)e iλtdλ− f (t)

∣∣∣∣ < ϵ

3
+
ϵ

3
+
ϵ

3
= ϵ.

Nous sommes maintenant prêts à établir la relation (F) introduite à la section
précédente et qui assure que f et f̂ contiennent la « même information ». Plus
précisément :

Théorème 31 (Théorème d’inversion). Si f ∈ L1 ∩ C et f̂ ∈ L1 ∩ C, alors théorème d’inversion

f (t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂ (λ)e iλtdλ,

l’intégrale étant convergente absolument uniformément.

Démonstration. Rappelons tout d’abord que, par définition∫ ∞
−∞

f̂ (λ)e iλtdλ = lim
R,S→∞

∫ S
−R
f̂ (λ)e iλtdλ.

La convergence uniforme de l’intégrale signifie simplement que le choix de R0 et
S0 tel que

si R > R0 et S > S0, alors
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f̂ (λ)e iλtdλ−
∫ S
−R
f̂ (λ)e iλtdλ

∣∣∣∣ < ϵ,

ne dépend pas de t. Mais ceci découle rapidement du fait que f̂ ∈ L1 ∩ C :∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f̂ (λ)e iλtdλ−
∫ S
−R
f̂ (λ)e iλtdλ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
λ>S ou λ<−R

f̂ (λ)e iλtdλ

∣∣∣∣
≤
∫
λ>S ou λ<−R

∣∣f̂ (λ)e iλt ∣∣ dλ
=

∫
λ>S ou λ<−R

|f̂ (λ)|dλ
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qui est une quantité (indépendante de t) tendant vers 0 lorsque S et R tendent
vers ∞.

Reste à montrer que l’intégrale converge bien vers f (t). Le théorème 27 a
montré que

1

2π

∫ ∞
−∞
∆R(λ)f̂ (λ)e

iλtdλ −−−→
R→∞

f (t)

où

∆R(λ) =


1−
|λ|
R
, |λ| ≤ R,

0, autrement.

Ainsi il suffit donc de montrer que

1

2π

∫ ∞
−∞
∆R(λ)f̂ (λ)e

iλtdλ −−−→
R→∞

1

2π

∫ ∞
−∞

f̂ (λ)e iλtdλ.

Puisque f̂ ∈ L1∩C, pour tout ϵ > 0, il existe S > 0 tel
∫
|λ|>S |f̂ (λ)|dλ < ϵ. Alors,

pour R > S
ϵ :∣∣∣∣ ∫ ∞

−∞
f̂ (λ)e iλtdλ−

∫ ∞
−∞
∆R(λ)f̂ (λ)e

iλtdλ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞
−∞
(1− ∆R(λ))f̂ (λ)e iλtdλ

∣∣∣∣
et puisque (1− ∆R) est toujours positif :

≤
∫ ∞
−∞
(1− ∆R(λ))|f̂ (λ)|dλ

=

∫
|λ|<S
(1− ∆R(λ))|f̂ (λ)|dλ+

∫
|λ|≥S
(1− ∆R(λ))|f̂ (λ)|dλ

≤
∫
|λ|<S

S

R
|f̂ (λ)|dλ+

∫
|λ|≥S

|f̂ (λ)|dλ

≤ ϵ
(∫ ∞
−∞
|f̂ (λ)|dλ+ 1

)
ce qui termine la preuve. (La parenthèse ci-dessus peut être éliminée par un nou-
veau choix de R et S correspondant à ϵ′ = ϵ/(

∫
|f̂ |dλ+ 1).)

Le premier exercice ci-dessous établira une autre conséquence du théorème 29
sur l’ordre d’intégration. Il s’agit de l’analogue de l’identité de Parseval (théorème
23) pour les séries de Fourier.

Corollaire 32 (Identité de Parseval). Si f ∈ L1 ∩ C et f̂ ∈ L1 ∩ C, alorsidentité
de Parseval ∫ ∞

−∞
|f (t)|2dt =

1

2π

∫ ∞
−∞
|f̂ (λ)|2dλ.
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Cette identité permet de calculer quelques intégrales impropres comme l’in-
dique l’exemple qui suit.

Exemple. L’exemple 2 de la section précédente a établi que pour

f (x) = e−a|x |, a > 0,

la fonction f̂ est
f̂ (λ) =

2a

a2 + λ2
.

Les deux fonctions f et f̂ sont clairement continues. La fonction f est aussi
intégrable et donc f ∈ L1 ∩ C. Quant à f̂ , notons que

|f̂ (λ)| =
1

a

2

1 + λ
2

a2

≤

{
2
a , |λ| < a
2a
λ2 , |λ| ≥ a.

et donc que f̂ ∈ L1 ∩ C également.
L’identité de Parseval affirme dans ce cas que∫ ∞

−∞
e−2a|x |dx =

1

2π

∫ ∞
−∞

4a2

(a2 + λ2)2
dλ.

Pour cet exemple, il est aisé de vérifier cette relation par intégration explicite. Mais
dans bien des cas, au moins une des deux intégrales est très difficile à faire par les
méthodes usuelles.

Vérifions l’identité dans le cas présent.∫ ∞
−∞

e−2a|x |dx = 2

∫ ∞
0

e−2axdx

= −2
e−2ax

2a

∣∣∣∣∞
0

=
1

a
.

Pour le membre de droite :∫ ∞
−∞

4a2

(a2 + λ2)2
dλ =

∫ ∞
−∞

4a2

a4(1 + λ
2

a2 )
2
dλ

=
4

a

∫ ∞
−∞

1

(1 + ω2)2
dω

et la primitive est

=
2

a

(
ω

1 + ω2
+ arctanω

)∣∣∣∣∞
−∞

=
2

a
(0 + π) =

2π

a
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et l’égalité est donc vérifiée.

7*. Quelles hypothèses du théorème 29 ne sont pas vérifiées par la fonctionExercices

f (x, y) =

{
x2−y2
(x2+y2)2 , x, y ≥ 1,
0, autrement?

8. Le but de cet exercice est d’établir l’identité de Parseval.

(a) Si f , g, f̂ , ĝ ∈ L1 ∩ C, alors utiliser le théorème 29 pour la fonction F (x, y) =
f (x)g(y)e−ixy pour montrer que∫ ∞

−∞
f (t)ĝ(t)dt =

∫ ∞
−∞

f̂ (t)g(t)dt.

(b) Montrer que, si f , g, f̂ , ĝ ∈ L1 ∩ C, alors∫ ∞
−∞

f (t)g(t)∗dt =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂ (λ)ĝ(λ)∗dλ.

(c) En déduireidentité de Parseval ∫ ∞
−∞
|f (t)|2dt =

1

2π

∫ ∞
−∞
|f̂ (λ)|2dλ

pour f , f̂ ∈ L1 ∩ C. Ceci est l’analogue de l’identité de Parseval pour les séries de
Fourier.

9*. (a) Parmi les exemples et les fonctions de l’exercice 1. de la section précédente,
quels sont ceux dont la paire f et f̂ appartient à L1 ∩ C.

(b) Appliquer l’identité de Parseval à ces paires. (Parfois vous pourrez faire expli-
citement les deux intégrales, mais pas dans tous les cas.)

10. (a) Soit f ∈ L1 ∩ C. Montrer que

fn(x) =

n∑
j=0

f (x + j)

est également dans L1 ∩ C si n ∈ N.

(b) Montrer que

f̂n(ω) = e
iωn/2 sin

(
n+1
2

)
ω

sin ω2
f̂ (ω).
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11. Cet exercice poursuit le précédent.

(a) Supposons maintenant que f ∈ L1 ∩ C décroisse à l’infini (|x | → ∞) au
moins comme 1

x2 . (En d’autres mots, il existe M,R > 0 tel que, si |x | > R, alors
|f (x)| ≤ M

x2 .) Montrer que la fonction∑
j∈Z

f (x + j)

existe et est uniformément continue. Nous appellerons f∞ cette fonction.

(b) Peut-on calculer f̂∞, par exemple, comme la limite du f̂n obtenu à l’exercice
précédent ? Pourquoi ?

(c) La fonction f∞ étant périodique de période 1, il est possible de calculer son formule de somme
de Poisson
Siméon Denis Poisson
(1781-1840)

développement en série de Fourier. En évaluant cette série en x = 0, montrer que∑
n∈Z

f (n) =
∑
m∈Z

f̂ (2πm).

Cette identité est la formule de somme de Poisson.

(d) Montrer que f (y) = e−πxy
2

satisfait aux exigences de l’exercice (a) (ou, plus
précisément, pour quelles valeurs du paramètre x la fonction f (y) satisfait aux
condition de (a)).

(e) En déduire l’identité :∑
n∈Z

e−πn
2x = x−

1
2

∑
m∈Z

e−πm
2/x .

Note : La fonction elliptique θ(z) =
∑
n∈Z e

iπn2z joue un rôle important en analyse
complexe, en théorie des nombres et même en physique théorique. L’identité ci-
dessus peut être réécrite sous la forme :

θ(z) = e
iπ
4 z−

1
2 θ

(
−
1

z

)
.

Elle a ceci de remarquable qu’elle relie, par exemple, le comportement de la même
fonction autour de 0 et de l’infini.

12. L’inégalité de Heisenberg. Cet exercice a pour but de démontrer l’inégalité inégalité
de Heisenberg
Werner Heisenberg
(1901-1976)

de Heisenberg qui est la formulation mathématique du principe d’incertitude de
Heisenberg. Cette relation est probablement l’inégalité la plus spectaculaire du
XXième siècle car elle incarne la différence profonde entre les descriptions classique
et quantique de la nature. La discussion de son contenu physique occupe plusieurs
semaines des cours de mécanique quantique. Nous nous en tiendrons ici qu’à la
preuve mathématique. (Körner)

(a) Soit f ∈ L1∩C telle que f (x) ≥ 0 pour tout x ∈ R et
∫∞
−∞ f (x)dx = 1. Montrer

que si f (x) = 0 pour |x | ≥ δ > 0, alors |f̂ (λ)| ≥ 1
2 pour |λ| ≤ 1

100δ . (La constante

https://fr.wikipedia.org/wiki/Sim�on_Denis_Poisson
https://fr.wikipedia.org/wiki/Werner_Heisenberg
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1
100 n’est sûrement pas la meilleure borne supérieure.) Ce premier exercice montre
que, si f est concentrée dans un intervalle [−δ, δ], sa transformée f̂ doit être
étalée (c’est-à-dire non négligeable) sur un énorme intervalle [− 1

100δ ,
1
100δ ]. C’est

ce « compromis » entre les plages où f et f̂ prennent des valeurs importantes que
l’inégalité de Heisenberg régit.

(b) En supposant que f se comporte bien, justifier chacune des étapes suivantes.
(Vous devrez utiliser le résultat prouvé à l’exercice 8 (a) ci-dessus.) Préciser les
conditions sur f .

1

2π

∫ ∞
−∞

x2|f (x)|2 dx
∫ ∞
−∞

λ2|f̂ (λ)|2 dλ

=
1

2π

∫ ∞
−∞
|xf (x)|2 dx

∫ ∞
−∞
|λf̂ (λ)|2 dλ

=

∫ ∞
−∞
|xf (x)|2 dx

∫ ∞
−∞
|f ′(x)|2 dx

≥
(∫ ∞
−∞
|xf ′(x)f (x)| dx

)2
≥
(∫ ∞
−∞

x

2
(f ′(x)f ∗(x) + f (x)f ∗′(x)) dx

)2
=
1

4

(∫ ∞
−∞

x

(
d

dx
|f (x)|2

)
dx

)2
=
1

4

(∫ ∞
−∞
|f (x)|2 dx

)2
=
1

8π

∫ ∞
−∞
|f (x)|2 dx

∫ ∞
−∞
|f̂ (λ)|2 dλ.

(c) Expliquer en mots pourquoi l’inégalité démontrée ci-dessus :∫∞
−∞ x

2|f (x)|2 dx∫∞
−∞ |f (x)|2 dx

·
∫∞
−∞ λ

2|f̂ (λ)|2 dλ∫∞
−∞ |f̂ (λ)|2 dλ

≥
1

4

affirme que, si f est concentrée en l’origine, f̂ ne peut pas l’être et vice versa.

(d) Montrer que l’inégalité « ≥ » ci-dessus est une égalité « = » si

f ′(x) = kxf (x)

pour tout x et une certaine constante k . En conclure que les seules fonctions
réelles (lisses) vérifiant l’égalité « = » sont celles de la forme

f (x) = Ae−|k|x
2/2, A, k ∈ R.

Vérifier qu’en effet, l’égalité est satisfaite pour ces fonctions.
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4.3 La convolution

Avant d’appliquer la transformation de Fourier à la solution d’équations aux
dérivées partielles, nous devons encore développer deux outils :

— la dérivation de f̂ ;
— la convolution.

La première est une simple propriété technique dont nous aurons besoin. La se-
conde est cependant un outil fort étrange lorsqu’on le voit pour la première fois.

Commençons donc par citer les théorèmes qui nous permettent de dériver sous
le signe de l’intégrale. Le résultat le plus simple décrit le cas d’une intégrale sur
un intervalle fermé borné.

Théorème 33. Soit g : R × R → C une fonction continue : g = g(x, t). Si la
dérivée partielle ∂g∂t existe et est continue, alors

∫ b
a g(x, t) dx sur l’intervalle borné

[a, b] est différentiable et

d

dt

∫ b
a

g(x, t) dx =

∫ b
a

∂g

∂t
(x, t) dx.

Ce résultat est simple et direct. Mais le cas dont nous aurons besoin nécessite
plus de conditions sur la fonction g. En effet, pour obtenir f̂ ′ de façon similaire, il
faut passer le signe de dérivée sous le signe d’intégrale qui définit la transformée
de Fourier, c’est-à-dire d’une intégrale de −∞ à +∞. Dans ce cas, le théorème
s’énonce comme suit.

Théorème 34. Soit g : R× R→ C une fonction continue telle que la dérivée ∂g∂t
existe et soit continue. Si, de plus,

∫∞
−∞ |g(x, t)|dx et

∫∞
−∞ |

∂g
∂t |dx existent en tout

t et
∫
|x |>R |

∂g
∂t |dx → 0 quand R→∞ uniformément en t sur tout intervalle fermé

[a, b], alors
∫∞
−∞ g(x, t)dx est différentiable avec

d

dt

∫ ∞
−∞

g(x, t)dx =

∫ ∞
−∞

∂g

∂t
(x, t)dx.

Nous tiendrons pour acquis ces résultats. (Voir le chapitre 53 de Körner où ces
théorèmes sont démontrés.)

Nous nous tournons maintenant vers l’autre propriété étudiée dans cette sec-
tion.

Définition 19. Soit f , g : R→ C deux fonctions intégrables au sens de Riemann convolution
sur tous les intervalles [a, b] et telles que

∫∞
−∞ |f (t − x)g(x)| dx converge pour

tout t. Alors la convolution de f et g, notée f ∗ g, est :

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞
−∞

f (t − x)g(x) dx.

On notera C l’ensemble des paires (f ; g) satisfaisant les conditions ci-dessus.
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Notons que, puisque f est intégrable sur [t −R, t + S] et g sur [−S,R], alors
h(t) = f (t − x)g(x) est intégrable sur [−S,R]. Puisque

∫∞
−∞ |h(x)|dx converge,

alors
∫∞
−∞ h(x) dx converge aussi.

Une seconde remarque peut également être utile. Elle concerne la notation. Le
symbole f ∗ g désigne une fonction qui est obtenue à partir des deux fonctions f
et g. Le nom de cette fonction « f ∗ g » contient trois symboles et nous permet
de se rappeler l’origine de cette nouvelle fonction. Ainsi f ∗g(t) est l’évaluation de
la convolution de f et de g au point t. Ce n’est pas le produit de f et g évaluées
en t !

La propriété la plus importante de la convolution (à part la linéarité) est

̂f ∗ g(ω) = f̂ (ω)ĝ(ω) (C)

où, maintenant, le membre de droite est le produit de f̂ et de ĝ évaluées en ω.
Le but principal de cette section est de démontrer cette propriété. La description
du rôle et de la signification de la convolution sera donnée à la prochaine section.
Pour l’instant nous obtiendrons les propriétés élémentaires de la convolution qui
mèneront à la propriété (C).

Lemme 35. Soit (f ; g) ∈ C et (f ; h) ∈ C.la convolution est
(i) Alors (g; f ) ∈ C et f ∗ g = g ∗ f .symétrique,
(ii) Si λ, µ ∈ C, alors f ∗ (λg + µh) = λ(f ∗ g) + µ(f ∗ h).linéaire et
(iii) si f , g : R→ C sont intégrables sur tout [a, b], f est bornée et

∫∞
−∞ |g(x)|dxet bornée si f l’est.

converge, alors (f ; g) ∈ C et f ∗ g est bornée.

Démonstration. (i) En changeant la variable d’intégration y = t − x :∫ R
−S
g(t − x)f (x) dx = −

∫ t−R
t+S

g(y)f (t − y) dy =
∫ t+S
t−R

f (t − y)g(y) dy ;

ainsi, si R,S → ∞ et t est tenu fixe, alors l’intégrale ci-dessus est simplement
= f ∗ g(t). Donc (g; f ) ∈ C et g ∗ f = f ∗ g.
(ii) Trivial puisque l’intégration est linéaire.
(iii) Si f est bornée, c’est qu’il existe M tel que |f (x)| ≤ M, pour tout x ∈ R.
Alors |f (t − x)g(x)| ≤ M|g(x)| et∣∣∣∣∫ ∞

−∞
f (t − x)g(x) dx

∣∣∣∣ ≤ M ∫ ∞
−∞
|g(x)| dx.

Cette dernière intégrale converge par hypothèse et elle ne dépend pas de t. Donc
|f ∗ g| est bornée pour tout t.

Lemme 36. (i) Soit f : R → C une fonction continue et bornée, g : R → C unecontinuité de f ∗ g
fonction intégrable sur tout [a, b] telle que

∫∞
−∞ |g(x)| dx converge. Alors f ∗g est

bornée et continue.
(ii) Si f est uniformément continue, f ∗ g l’est aussi.
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Preuve de (i). Par l’énoncé (iii) du lemme précédent, f ∗ g est bornée. Reste la
continuité. Réécrivons la différence de f ∗ g évaluée en deux points voisins.

|f ∗ g(x)− f ∗ g(y)| =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞
(f (x − t)g(t)− f (y − t)g(t)) dt

∣∣∣∣
≤
∫ ∞
−∞
|f (x − t)g(t)− f (y − t)g(t)| dt

et si R est un nombre réel positif :

≤
∫
|t|≤R

|f (x − t)− f (y − t)||g(t)| dt

+

∫
|t|>R

|f (x − t)− f (y − t)||g(t)| dt

≤ sup
|t|≤R

|f (x − t)− f (y − t)|
∫ ∞
−∞
|g(t) dt + 2M

∫
|t|>R

|g(t)| dt.

Pour tout ϵ > 0, il faut trouver δ > 0 tel que si |x − y | < δ, alors l’expression ci-
dessus est < ϵ. Puisque

∫∞
−∞ |g(t)| dt converge, il est possible de choisir le nombre

R > 0 tel que ∫
|t|>R

|g(t)| dt <
ϵ

4M + 1
.

(Le « 1 » a été ajouté au cas oùM serait nul.) Donné ce R, puisque f est continue,
elle l’est uniformément sur l’intervalle fermé [x − R − 1, x + R + 1], et on peut
donc trouver 0 < δ < 1 tel que

|f (u)− f (v)| ≤
ϵ

2
∫∞
−∞ |g(t)| dt + 1

si |u − v | < δ et u, v ∈ [x − R − 1, x + R + 1]. Donc

|f (x − t)− f (y − t)| ≤
ϵ

2
∫∞
−∞ |g(t)| dt + 1

si |x − y | < δ et t ∈ [−R,R]. Alors, si |x − y | < δ :

|f ∗ g(x)− f ∗ g(y)| <
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

Nous sommes maintenant prêts à montrer la propriété fondamentale de la
convolution.

Théorème 37. Soient f et g des fonctions bornées ∈ L1 ∩ C. Alors :
(i) f ∗ g ∈ L1 ∩ C et f ∗ g est bornée.
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(ii) ∫ ∞
−∞

f ∗ g(y) dy =
(∫ ∞
−∞

f (y) dy

)(∫ ∞
−∞

g(y) dy

)
(iii) ∫ ∞

−∞
|f ∗ g(y)| dy ≤

∫ ∞
−∞
|f (y)| dy

∫ ∞
−∞
|g(y)| dy

(iv)propriété fondamentale
de la convolution ̂f ∗ g(ω) = f̂ (ω)ĝ(ω), pour tout ω ∈ R. (C)

Démonstration. (i) et (ii) : Par le lemme ci-dessus, f ∗ g est bornée et continue.
Appliquons le même lemme à |f | ∗ |g| :∫ ∞

−∞
|f (x − t)||g(t)| dt = |f | ∗ |g|(x) (A1)

est donc continue en x . De plus, si on intègre par rapport à x plutôt :∫ ∞
−∞
|f (x − t)||g(t)| dx = |g(t)|

∫ ∞
−∞
|f (x)|dx︸ ︷︷ ︸
<∞

(A2)

est donc continue en t. Finalement∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞
|f (x − t)||g(t)| dx

)
dt =

∫ ∞
−∞

(
|g(t)|

∫ ∞
−∞
|f (x − t)| dx

)
dt

=

(∫ ∞
−∞
|g(t)| dt

)(∫ ∞
−∞
|f (x)| dx

)
<∞ (B)

et f ∗ g est donc élément de L1 ∩ C. Ces trois propriétés (A1), (A2) et (B) sont
précisément les trois conditions du théorème 29 pour intervertir l’ordre d’intégra-
tion : ∫ ∞

−∞
f ∗ g(x)dx =

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

f (x − t)g(t) dt

=

∫ ∞
−∞

dt

∫ ∞
−∞

f (x − t)g(t) dx

=

(∫ ∞
−∞

g(t) dt

)(∫ ∞
−∞

f (x) dx

)
.

(iii) Puisque

|f ∗ g(x)| =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f (x − t)g(t) dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞

−∞
|f (x − t)||g(t)| dt = |f | ∗ |g|(x)

pour tout x ∈ R, alors∫ ∞
−∞
|f ∗ g(x)| dx ≤

∫ ∞
−∞
|f | ∗ |g|(x) dx =

(∫ ∞
−∞
|f (x)| dx

)(∫ ∞
−∞
|g(x)| dx

)
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par (ii) appliqué aux fonctions |f | et |g|.
(iv)

̂f ∗ g(ω) = ∫ ∞
−∞

(∫ ∞
−∞

f (x − t)g(t) dt
)
e−iωx dx

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
f (x − t)e−iωxe iωt

) (
e−iωtg(t)

)
dt dx

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

(
f (x − t)e−iω(x−t)

) (
g(t)e−iωt

)
dt dx.

Notons que l’intégrale intérieure est la convolution de f (x − t)e−iω(x−t) et de
g(t)e−iωt et donc par (ii) :

=

∫ ∞
−∞

f (x − t)e−iω(x−t) dx
∫ ∞
−∞

g(t)e−iωt dt

= f̂ (ω)ĝ(ω).

Exemple. Le théorème ci-dessus semble joli, sans plus. Pourtant, calculer un
exemple, aussi simple soit-il, indique combien ce résultat est non-trivial. Repre-
nons notre premier exemple d’une transformation de Fourier fait à la section 4.1.
Rappelons que

f (x) =

{
1, |x | ≤ 1
0, autrement.

Convoluons cette fonction avec elle-même, c’est-à-dire calculons f ∗ f .

f ∗ f (t) =
∫ ∞
−∞

f (t − x)f (x) dx

=

∫ 1
−1
f (t − x) dx

puisque f (x) est égale à 1 si |x | ≤ 1 et 0 autrement. En faisant le changement de
variable y = t − x , on obtient :

=

∫ t+1
t−1

f (y) dy.

A partir de ce point, un peu de minutie s’impose.
— Si −1 < t+1 < 1 (et donc −2 < t < 0), la borne supérieure de l’intégrale

se retrouve entre les deux valeurs extrêmes −1 et 1 entre lesquelles f est
non-nulle. Alors f ∗ f dans ce cas devient :∫ t+1

t−1
f (y) dy =

∫ t+1
−1

dy = t + 2.
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— Si −1 < t − 1 < 1 (et donc 0 < t < 2), la borne inférieure se trouve entre
1 et −1 et f ∗ f est alors∫ t+1

t−1
f (y) dy =

∫ 1
t−1

dy = 2− t.

— Si t−1 > 1 (et donc t > 2), la fonction f à intégrer est nulle sur l’intervalle
d’intégration et f ∗ f est ∫ t+1

t−1
f (y) dy = 0.

— Si t + 1 < −1 (et donc t < −2), même conclusion :∫ t+1
t−1

f (y) dy = 0.

Ainsi

f ∗ f (t) =


0, t ≥ 2,
2− t, 0 ≤ t ≤ 2,
2 + t, −2 ≤ t ≤ 0,
0, t ≤ −2.

Tout ceci peut être réécrit plus simplement sous la forme :

f (t) =

{
2− |t|, si |t| ≤ 2,
0, autrement.

Comme on pourra le constater, le calcul de la convolution est, dans ce cas, rela-
tivement simple, mais nécessite quand même un peu d’attention.

Quelle est la tranformée de Fourier de f ∗ f ? Nous l’avons déjà calculée à
l’exemple 3. de la section 4.1. En prenant h = 2 et a = 1

2 dans cet exemple, on
trouve immédiatement :

̂f ∗ f (ω) = 2
ω2
(1− cos 2ω).

D’autre part, le carré de la transformée de f donne

(f̂ (ω))2 =
4

ω2
sin2 ω

et, en utilisant les identités trigonométriques usuelles, on vérifie le théorème de
convolution.

13. Vérifier que les exigences du théorème 34 sont vérifiées dans le cas de la fonc-Exercices
tion g(x, ω) = e−x

2/2e−iωx . Ceci rend donc rigoureux le calcul de la transformée
de la gaussienne. (Voir l’exemple 4. de la section 4.1.)
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14*. Soient les fonctions suivantes :

f (x) =

{
1, |x | ≤ 1
0, autrement.

et

g(x) = e−a|x |.

(a) Calculer la convolution f ∗ g.

(b) Vérifier le théorème de convolution par calcul direct.

15*. Soit

f (x) =

{
e−x , x ≥ 0,
−e+x , x < 0.

(a) Obtenir f̂ (ω).

(b) Est-ce que f̂ ∈ L1 ∩ C ?

(c) Vérifier par calcul direct que, même si f /∈ L1 ∩ C (pourquoi ?), l’identité de
Parseval pour la paire (f , f̂ ) est satisfaite.

16*. Supposons que toutes les paires de fonctions intervenant dans cet exercice
soient convoluables.

(a) La convolution de deux fonctions paires possède-t-elle une parité ? Si oui,
laquelle ?

(b) Et la convolution de deux fonctions impaires ?

(c) Et d’une paire et d’une impaire ?

17*. Soit la gaussienne

Gσ =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 .

Montrer que
Gσ ∗ Gτ = G√σ2+τ2 .

18. Soit θ : R→ R la fonction de Heaviside

θ(x) =

{
1, x ≥ 0,
0, autrement.
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Soit maintenant les fonctions θαλ : R→ R définies par

θαλ (x) = θ(x)
xα−1

Γ(α)
e−λx ,

si α > 0 et λ > 0. Montrer que

θαλ ∗ θ
β
λ = θ

α+β
λ .

19*. Soit

f (x) =

{
1, |x | ≤ 1
0, autrement.

(a) Nous avons calculé en exemple f ∗ f dans la présente section. Obtenir f ∗ f ∗ f
et f ∗ f ∗ f ∗ f .

(b) Vérifier que
f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸

n fois

, n = 2, 3, 4

est élément de l’ensemble Cn−1 des fonctions dont les (n− 1) dérivées existent et
sont continues.

(c) Calculer ∫ ∞
−∞

(
sinω

ω

)2n
dω

pour n = 1, 2, 3, 4.

(d) Montrer que
f ∗ f ∗ · · · ∗ f︸ ︷︷ ︸

n fois

est élément de Cn−1, n ≥ 2.

20. Soit

f (x) =

{
e−x , x ≥ 0,
0, x < 0.

Soit f1 = f et fn = fn−1 ∗ f , n ≥ 2.

(a) Montrer que

fn+1 =

{
xn

n! e
−x , x ≥ 0,

0, x < 0.

(b) Vérifier par calcul direct que f̂n(ζ) = (f̂ (ζ))n, pour tout ζ ∈ R et n ≥ 1.
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4.4 Une application :
l’âge de la terre selon Lord Kelvin

Lorsqu’ils parlaient de cette région de la fosse,
les mineurs du pays pâlissaient et baissaient la voix,

comme s’ils avaient parlé de l’enfer ...
Les tailles, au point où l’on en était arrivé,

avaient une température moyenne
de quarante-cinq degrés.

Germinal, Zola

Cette section a pour but de donner une application de la transformation de
Fourier. Cet exemple consistera à résoudre l’équation de la chaleur pour une barre
métallique de longueur infinie. Cette solution obtenue, nous relaterons, suivant
Körner, le calcul de l’âge de la terre par Lord Kelvin. Ce calcul est un des faits
saillants de l’histoire des sciences puisqu’il fut fait à un moment où deux évaluations
sérieuses, mais irréconciliables, de cet âge étaient proposées, celle de Kelvin et celle
de Darwin.

Commençons par trois petits lemmes.

Lemme 38. Si f : R→ C est une fonction différentiable et f , f ′ et g sont bornées
avec f , f ′, g ∈ L1 ∩ C, alors f ∗ g est différentiable avec (f ∗ g)′ = f ′ ∗ g.

Démonstration. En différentiant directement la convolution de f et g :

(f ∗ g)′ =
d

dx

∫ ∞
−∞

f (x − t)g(t)dt

=

∫ ∞
−∞

d

dx
f (x − t)g(t)dt

=

∫ ∞
−∞

f ′(x − t)g(t)dt

= (f ′ ∗ g)(x).

Le lecteur pourra vérifier les hypothèses du théorème 34 que nous avons utilisé à
la première étape.

Lemme 39. Soit f : R → C . Notons par T f la fonction (T f )(t) = tf (t). Si f
et (T f ) ∈ L1 ∩ C, alors f̂ est différentiable avec df̂dζ (ζ) = −i(T̂ f )(ζ).

Démonstration. A nouveau, par un calcul direct :

d

dζ

∫ ∞
−∞

f (t)e−iζt dt =

∫ ∞
−∞

f (t)(−i t)e−iζt dt

= −i
∫ ∞
−∞
(T f )(t)e−iζt dt

= −i(T̂ f )(ζ).
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La même vérification des conditions du théorème 34 s’impose.

Lemme 40. (i) Si f ∈ L1 ∩ C et R > 0, alors fR(x) = Rf (Rx) est ∈ L1 ∩ C et
f̂R(ζ) = f̂ (ζ/R).
(ii) Si f : R→ C est différentiable une fois avec f , f ′ ∈ L1 ∩C et f (x)→ 0 quand
|x | → ∞, alors f̂ ′(ζ) = iζf̂ (ζ).

Attention : il faut distinguer les deux fonctions f̂ ′ (décrite dans ce lemme) et (f̂ )′

(décrite dans le lemme précédent).

Démonstration. (i)

f̂R(ζ) =

∫ ∞
−∞

Rf (Rx)e−iζx dx

et avec le changement de variable u = Rx :

=
1

R

∫ ∞
−∞

Rf (u)e−iζu/R du

= f̂ (ζ/R).

(ii) En intégrant par parties :∫ ∞
−∞

f ′(x)e−iζxdx = f (x)e−iζx
∣∣∞
−∞ + iζ

∫ ∞
−∞

f (x)e−iζx dx

= 0 + iζf̂ (ζ).

Après ces lemmes que nous utiliserons ci-dessous, nous sommes prêts à poser
le problème : quelle est la température le long d’une barre métallique de longueur
infinie si, au temps t = 0, la température est donné par G : R → R. Mathéma-
tiquement la solution de ce problème consiste en la résolution de l’équation de la
chaleur

∂φ

∂t
(x, t) = κ

∂2φ

∂x2
(x, t), x ∈ R et t ∈ R+

avec conditions initiales :

φ(x, t)→ G(x), lorsque t → 0+.

Nous avons déjà résolu des équations aux dérivées partielles au chapitre 3 :
équation de la corde vibrante, équation du tambour (carré et rond), équation de la
chaleur pour une barre de longueur L, etc. Toutes ces équations avaient comme
point commun que la ou les variables d’espace étaient limités à un domaine fermé
borné, c’est-à-dire à un ensemble compact. Maintenant nous avons affaire à une
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barre de longueur infinie et les séries de Fourier ne pourront pas s’appliquer. Notre
stratégie de résolution est représentée au diagramme suivant.

D2φ = κD1D1φ
?−−−−→ φ

transformation de Fourier

y xtransformation inverse

F1(D2φ) = −κζ2(F1φ)
résolution d’une édo−−−−−−−−−−−→ F1φ

Expliquons d’abord la notation. Puisque φ est une fonction de deux variables, la
notation φ̂ est confuse. Nous noterons donc

(F1φ)(ζ, t) =
∫ ∞
−∞

φ(x, t)e−iζx dx

pour tout t dans le domaine de φ. De plus nous noterons

D1φ =
∂

∂x
φ

D2φ =
∂

∂t
φ.

Avec ces nouvelles notations, l’équation de la chaleur se lit simplement

D2φ = κD1D1φ.

La flèche « ?−→ » est le problème que nous désirons résoudre : trouver la solution
φ à partir de l’équation aux dérivées partielles D2φ = κD1D1φ. Pour cela nous
allons suivre le chemin indiqué par les trois autres flèches. Nous ferons la trans-
formation de Fourier de φ sur la variable spatiale x ; ceci correspond à la flèche
« ↓ ». L’équation résultante sera une simple équation différentielle ordinaire en t.
Sa solution «→ » sera aisée. La variable ζ, introduite lors de la transformation
de Fourier en la variable x , y apparaîtra comme un simple paramètre. Ainsi, la
transformation de Fourier aura séparé les coordonnées spatiale et temporelle. En
faisant la transformation inverse « ↑ », nous obtiendrons la solution générale φ
recherchée.

La première étape de notre solution consiste donc à faire la transformation de transformation de Fourier
sur la variable spatialeFourier sur la variable spatiale de chacun des membres de l’équation

F1(D2φ)(ζ, t) = κF1(D1D1φ)(ζ, t)

qui, par le l’énoncé (ii) du lemme précédent, peut être écrite :

= (iζ)2κ(F1φ)(ζ, t).

Supposons que l’on puisse sortir le ∂
∂t de sous le signe d’intégration. Alors

F1(D2φ) =
∫ ∞
−∞

∂φ

∂t
(x, t)e−iζx dx =

∂

∂t

∫ ∞
−∞

φ(x, t)e−ζx dx = D2(F1φ)(ζ, t)
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et doncéquation différentielle
pour F1φ D2(F1φ)(ζ, t) = −κζ2(F1φ)(ζ, t).

Ainsi, si toutes les hypothèses précédentes sont satisfaites, nous sommes amenés
à résoudre

u′(t) = −κζ2u(t)

où u(t) = (F1φ)(ζ, t) pour un ζ fixé. La solution est immédiate :

(F1φ)(ζ, t) = A(ζ)e−κζ
2t

où A(ζ) est la constante d’intégration. Elle dépend de ζ puisque le problème pour
u(t) est pour chaque valeur de ζ. Ainsi A est une fonction de R→ C.

Si φ se comporte suffisamment bienconditions initiales ∫ ∞
−∞
|φ(x, t)− φ(x, 0)| dx → 0, lorsque t → 0+

et donc

|F1φ(ζ, t)−F1φ(ζ, 0)| =
∣∣∣∣∫ ∞
−∞
(φ(x, t)− φ(x, 0))e−iζx dx

∣∣∣∣
≤
∫ ∞
−∞
|φ(x, t)− φ(x, 0)||e−iζx | dx

→ 0

pour t → 0+. Alors, puisque e−κζ
2t → 1 pour t → 0+ :

(F1φ)(ζ, 0) =
∫ ∞
−∞

G(x)e−iζx dx = Ĝ(ζ) = A(ζ).

Ainsi, pour t fixé, si F (x) = φ(x, t), la solution est

F̂ (ζ) = Ĝ(ζ)e−κζ
2t

ou encore (F1φ)(ζ, t) = Ĝ(ζ)e−κζ
2t , ce qui conclut la seconde étape «→ ».

Rappelons maintenant que la transformée de Fourier d’une gaussienne est éga-F̂ est le produit
de deux transformées
de Fourier

lement une gaussienne. (Voir l’exemple 4. de la section 4.1.) Ainsi la paire

E(x) =
1√
2π
e−

x2

2 Ê(ζ) = e−
ζ2

2

est une fonction et sa transformée de Fourier. Par le lemme 40 ci-dessus, la paire

ER(x) = RE(Rx) ÊR(ζ) = Ê(ζ/R)

est conséquemment aussi une fonction et sa transformée de Fourier. Posons

R =
1√
2κt

.
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Alors

ÊR(ζ) = e
− 1
2

(
ζ

1/
√
2κt

)2
= e−κζ

2t .

Nous pouvons donc écrire la solution trouvée ci-dessus en termes de cette notation
sous la forme :

F̂ (ζ) = Ĝ(ζ)Ê1/
√
2κt(ζ)

et par le théorème de convolution 37 :

F̂ (ζ) = (Ĝ ∗ E1/√2κt)(ζ)

et par le théorème d’inversion 31

F (x) = (G ∗ E1/√2κt)(x)

pour tout x et t fixé, c’est-à-dire : la solution

φ(x, t) = (G ∗ E1/√2κt)(x)

qui ne dépend plus que d’une convolution ! Nous venons donc de démontrer :

Théorème 41. Soit G ∈ L1 ∩ C. Si φ : R × R+ → C telle que D1φ,D1D1φ et
D2φ existe avec
(i) φ(·, t), D1φ(·, t), D1D1φ(·, t), D2φ(·, t) ∈ L1 ∩ C,
(ii) φ(x, t), D1φ(x, t)→ 0 quand |x | → ∞ pour tout t ∈ R+,
(iii)

∂φ

∂t
= κ

∂2φ

∂x2

pour tout (x, t) ∈ R× R+ et
(iv)

∫∞
−∞ |φ(x, t)− G(x)| dx → 0 quand t → 0+,

alors

φ(x, t) = (G ∗ E1/√2κt)(x)

=
1√
2κt

1√
2π

∫ ∞
−∞

G(x − y)e−y2/4κt dy

pour tout (x, t) ∈ R× R+.

Avant de relater la petite histoire du calcul de l’âge de la terre par Lord Kelvin à
partir de ce théorème, il est utile de s’arrêter pour comprendre, sur cette solution,
la signification de l’opération « ∗ » de convolution. Ce que dit le théorème est que,
si en t = 0, le profil de la température sur une barre infinie est G(x), alors, à un
temps t ultérieur, la distribution sera

φ(x, t) =
(
G ∗ E1/√2κt

)
(x)
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et cette convolution se lit

=
1√
2κt

1√
2π

∫ ∞
−∞

G(x − y)e−y2/4κt dy

Cette solution peut être lue en mots comme suit : au temps t, la température
mesurée au point x sera une somme des contributions en tout point de la barre,
mais plus les points seront distants, moins leur influence sera grande. En effet,
la variable d’intégration y représente la distance du point x . (G est évaluée en
(x − y).) La contribution des points à distance ±y de x est pondérée par e−y

2/2κt

qui est d’autant plus petite que y est grand. Ainsi la fonction e−y
2/2κt dit comment

s’est « propagée » la chaleur après un temps t. Pour cette raison E1/
√
2κt est

appelé le noyau de la chaleur. Lorsque le temps passe, la gaussienne s’aplatit etnoyau de la chaleur
des portions toujours plus larges des températures initiales auront un effet non-
négligeable sur le point x . La convolution est donc une opération naturelle ici ; les
deux fonctions G et E1/√2κt sont évaluées en des points différents dans l’intégrand
car leur rôle est différent : G représente la contribution de la distribution originale
de la température et E1/√2κt mesure la pondération à accorder à cette contribution
en fonction de la distance.

L’étalement (ou la diffusion) de la chaleur peut être facilement vue sur un gra-
phique. Supposons qu’à l’instant t = 0, la barre de longueur infinie soit maintenue
à température nulle à l’exception d’un segment de longueur 2 qui est à tempéra-
ture d’un degré. La figure 4.3 montre le profil de la température à des instants
suivants. Le temps est mesuré en unité de κ. Plus le temps croît, plus le profil
s’aplatit et la chaleur diffuse, ce qui est évidemment conforme à l’expérience de
tous les jours. Au temps t = 10 (le plus grand temps tracé), le saut initial dans la
température est pratiquement nivelé.

Comment peut-on utiliser ce calcul pour évaluer l’âge de la terre ? Un peu
d’histoire sera nécessaire pour révéler la difficulté des arguments mis de l’avant.
Trois sciences sont ici en jeu : la géologie, la physique et la biologie.

Les premières évaluations de l’âge de la terre reposent sur des hypothèses assez
grossières qui seront raffinées par la suite. Si la terre et tout le règne vivant sont
créés simultanément (ou en l’espace d’une semaine), l’âge de la terre peut être
aussi petit que la durée de l’histoire écrite, à savoir plus petit que 104 années. Ceci
est donc une borne inférieure. Les géologues du début du 19ième siècle savent
que de grandes portions de la terre étaient enfouies sous l’océan à une époque
donnée de l’histoire de la planète comme l’indiquent la présence de fossiles de
poisson loin des côtes des océans. Pour expliquer le changement de position des
océans, les géologues de cet époque eurent recours aux changements violents et
cataclysmiques. Ces événements étant de grande envergure, il en aurait fallu assez
peu pour changer la face de la terre et l’âge de la terre s’en voit augmenter que
d’un peu, disons jusqu’à 105 années.

Le géologue écossais Lyell (1797-1875) avance l’hypothèse contraire que les
changements sont lents et continus et se sont produits au cours des temps à
la même vitesse qu’on les observe aujourd’hui. Cette évolution uniforme serait
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Figure 4.3 – Profils de la température aux temps κt = 0, 1100 ,
1
10 ,

1
4 ,
1
2 , 1 et 10.

donc due aux volcans, aux tremblements de terre, à l’érosion. Il est clair que
cette théorie nécessite un temps beaucoup plus considérable pour la formation
de la planète tel qu’on la connaît : 106-109 années. Même si cette théorie peut
expliquer la disparition d’espèces, elle ne dit rien sur l’apparition de nouvelles. Une
contribution des biologistes est alors nécessaire.

Darwin, naturaliste anglais, écrit en 1859 un livre qui révolutionnera le monde Charles Darwin
(1809-1882)scientifique : On the Origin of Species. Il y soutient, à l’aide d’un nombre important

d’observations scientifiques, que les espèces vivantes naissent, se transforment,
disparaissent. Le rythme de cette évolution est peut-être difficile à chiffrer mais
son existence est pratiquement inattaquable avec les données déjà disponibles au
siècle dernier. Cette évolution est lente et demande sûrement une borne inférieure
sur l’âge de l’univers d’environ 108 années, probablement plus.

Entrent maintenant en scène les observations physiques. Lord Kelvin note tout William Thomson,
Lord Kelvin (1824-1907)d’abord que si le soleil brûlait un combustible tels ceux qu’on connaît sur terre, il

serait éteint depuis longtemps. Kelvin fait donc l’hypothèse que le soleil transforme
lentement son énergie potentielle gravitationnelle en chaleur. Même avec cette
source d’énergie potentielle, la durée d’illumination de la terre par le soleil ne peut
dépasser beaucoup ∼ 108 années, et est certainement plus petite que 5 × 108.
Notons que, puisque le soleil se refroidit, la terre devait recevoir plus d’énergie à
une époque lointaine et les phénomènes géologiques à cette époque devaient être
plus vigoureux.

Une seconde observation de Lord Kelvin concerne la terre elle-même. Puisque
la croûte terrestre reste plus ou moins à la même température et que le centre de
la terre est plus chaud (ceci était déjà connu par les explorations minières), il faut

http://fr.wikipedia.org/wiki/Charles_Darwin
http://fr.wikipedia.org/wiki/William_Thomson_(Lord_Kelvin)
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admettre que la terre se refroidit. On pourrait imaginer qu’un combustible brûle
au centre de la planète, mais cette hypothèse ne tient pas car aucun combustible
chimique ne peut être en quantité suffisante sur terre pour soutenir une réaction
pendant environ 108 années, période de vie approximative du soleil. Donc la terre
se refroidit !

Les temps géologiques (et biologiques) n’ont pas pu commencer avant que la
croûte terrestre se forme. Est-ce qu’une coquille s’est formée avant tout (com-
me la coquille d’un oeuf avec un centre liquide) ou est-ce que les courants de
convection assurent un refroidissement uniforme ? Kelvin a montré que la première
possibilité est à rejeter. Donc la terre doit avoir durci à peu près uniformément
à la même époque. (C’est ce qu’on croît encore aujourd’hui avec quelques légers
amendements.) Ainsi les hypothèses de Kelvin sont

∂ψ

∂t
(x⃗ , t) = κ∇2ψ(x⃗ , t),

ψ(x⃗ , 0) = θ0 = température de fusion, ∀|x⃗ | < R

ψ(x⃗ , t) = C = température constante à la surface, ∀|x⃗ | = R et t > 0.

Les symboles utilisés sont : R, le rayon de la terre, et t = 0, le moment dans
l’histoire où la terre devient solide. La première équation est évidemment l’équation
de la chaleur. La seconde affirme que la transition liquide à solide s’est faite (en
t = 0) uniformément partout à l’intérieur de la terre. Enfin la troisième correspond
à l’observation d’une température constante à la surface de la planète.

Kelvin savait résoudre ce problème en coordonnées sphériques mais des calculs
préliminaires montrent que le refroidissement ne peut être important qu’en surface.
Il est donc possible de négliger la courbure de la terre et de remplacer le système
d’équations ci-dessus par

∂θ

∂t
= κ

∂2θ

∂y2

θ(y , 0) = θ0, y > 0,

θ(0, t) = 0, t > 0,

où maintenant θ est une fonction de deux variables, y et t. La coordonnée y qui
remplace la coordonnée radiale s’annule en x = R et croît vers le centre de la terre.
La température à la surface de la terre a été posée à 0 ce qui est possible puisque
l’équation différentielle est linéaire et que « θ = constante » est une solution.

Une différence importante avec l’énoncé du théorème 41 est que la fonction φ
du théorème est définie sur R×R+ et que θ l’est sur (R+∪{0})×R+, c’est-à-dire
que y ne prend des valeurs que ≥ 0. La condition supplémentaire θ(0, t) = 0
pour t > 0 nous permet de sortir de l’impasse. Cette condition permet en effet
d’étendre la solution en y > 0 en demandant que la solution soit impaire en y
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pour tout t. Elle vérifiera donc

G(y) =


θ0, y > 0,

0, y = 0,

−θ0, y < 0.

La solution est alors

θ(y , t) =
θ0

2
√
πκt

∫ ∞
0

(
exp

(
−
(y − x)2

4κt

)
− exp

(
−
(y + x)2

4κt

))
dx.

Alors Kelvin utilisa les observations sur la conductivité κ, le point de fusion
de la croûte terrestre et le taux de variation de la température ∂θ∂y en fonction de
la profondeur qu’on peut mesurer dans les mines. Il détermina que le taujourd’hui,
c’est-à-dire âgeterre, est

âgeterre ≈ 108

et sûrement
âgeterre < 4× 108,

juste un peu trop court pour les biologistes et les géologues...
Il faudra attendre le début de ce siècle pour résoudre l’énigme. La découverte

de la radioactivité et les travaux de Rutherford (1871-1937) ajoutent une source
d’énergie sur la terre qui n’est pas un combustible chimique tel que le concevait
Kelvin et qui apporte une quantité importante de chaleur à la terre. Alors, pour
refroidir la terre à la température que l’on mesure aujourd’hui, il aura fallu plus de
temps...

21. Montrer que la solution θ étendue pour y ∈ R satisfait aux conditions : Exercices

∂θ

∂t
= κ

∂2θ

∂y2

θ(y , 0) = θ0, y > 0,

θ(0, t) = 0, t > 0.





Appendice A

Fonctions eulériennes

Cet appendice ne comporte que deux courtes sections. Nous y introduisons
deux fonctions : Γ(z) et B(p, q). Elles ont peu à voir avec l’analyse de Fourier
ou le problème de Sturm-Liouville. Mais nous en aurons besoin pour entreprendre
l’étude de certaines fonctions spéciales.

A.1 Les fonctions Γ et B(p, q)

La fonction factorielle n! est définie sur les entiers naturels N. La fonction
gamma (Γ) que nous introduisons ici en deux étapes étend cette fonction factorielle
à toute la droite réelle (en fait à tout le plan complexe).

Définition 20 (a). La fonction Γ : R+ → R est définie par la fonction Γ(z)

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−xxz−1 dx, z > 0.

Remarquons tout d’abord que cette intégrale est bien définie ; pour un voisinage
(0, δ] de 0, (δ > 0), la fonction e−xxz−1 < xz−1 dont la primitive est xz/z . Pour
un voisinage de l’infini [M,+∞), l’intégrand se comporte comme

e−xxz−1 = e−x+(z−1) ln x = e−x(1−(z−1)
ln x
x
) −−−→
x→∞

0

puisque, par la règle de L’Hospital

lim
x→∞
(z − 1)

ln x

x
= (z − 1) lim

x→∞

1/x

1
= 0.

Donc l’intégrale existe.
Vous n’êtes peut-être pas familier avec l’idée d’une fonction définie par le

résultat d’une intégrale. Il est donc utile de souligner que la variable x dans la
définition n’est qu’une variable d’intégration et elle est donc muette. C’est à z
qu’est évaluée la fonction Γ et z n’intervient que comme exposant de x dans
l’intégrand.
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La fonction Γ est continue sur R+. Cet énoncé repose sur un théorème dû àcontinuité
Lebesgue qui n’est pas démontré habituellement dans un premier cours d’analyse.
Nous le citerons sans preuve.

Théorème 42 (Lebesgue). Si f (z, t) est continue en z au point z0 pour toutesLebesgue, Henri-Léon
(1875-1941) les valeurs de t et si f (z, t) est majorée en module par une fonction g(t) ≥ 0

intégrable, alors F (z) =
∫ b
a f (z, t) dt est continue en z au point z0.

Les hypothèses de ce théorème sont vérifiées pour la fonction f (z, t) = e−ttz−1.
Cette fonction est en effet continue en tout point (z, t) ∈ R+ × R+ et elle est
bornée pour un z fixé par :

|e−ttz−1| ≤

{
tα−1, 0 ≤ t ≤ 1,
tA−1e−t , 1 ≤ t <∞,

pour un 0 < α < z < A <∞.
La fonction Γ est positive sur R+ puisque l’intégrand est positif. D’autre part,positivité

si z > 0, alors :

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

e−xxz dx = −e−xxz
∣∣∞
0
+ z

∫ ∞
0

e−xxz−1 dx

où, à la seconde étape, nous avons intégré par parties. Le terme à évaluer est nul
en zéro et, à l’infini, il s’annule également puisque, comme nous venons de le voir :
e−xxz −−−→

x→∞
0. Donc :relation fonctionnelle

Γ(z + 1) = zΓ(z), z > 0. (Γ1)

Une valeur est relativement aisée à obtenir :

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−xxz−1
∣∣
z=1

dx =

∫ ∞
0

e−x dx = −e−x
∣∣∞
0
= 1.

Donc
Γ(1) = 1.

Avec la relation fonctionnelle, ceci permet d’obtenir récursivement Γ(n) pour tout
n ∈ N. La réponse estΓ(n) = (n − 1)!

Γ(n) = (n − 1)!

que l’on montre par induction. Le résultat est vrai pour n = 2 : Γ(2) = 1 · Γ(1) =
1 = (2− 1)!. Si le résultat est vrai pour n, alors :

Γ(n + 1) = nΓ(n) = n(n − 1)! = n!

Donc Γ(z) est une fonction continue de z qui, pour les valeurs entières de son
argument est la fonction factorielle définie sur les entiers seulement. Puisqu’on
définit la fonction factorielle n! par 1 · 2 · 3 · · · · · (n − 1) · n, il faut, à strictement
parler, que n ≥ 1. Il est usuel, cependant, d’étendre la notation avec le signe « ! »

https://fr.wikipedia.org/wiki/Henri-L�on_Lebesgue
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au cas limite 0! en définissant 0! = 1. Une autre notation est souvent utilisée dans
l’étude des fonctions spéciales. Il s’agit du double factoriel « !! ». Cette fonction
est définie par :n!!

(2s − 1)!! = (2s − 1) · (2s − 3) · · · · · 3 · 1
(2s)!! = (2s) · (2s − 2) · · · · · 4 · 2

Nous sommes maintenant prêts à prolonger Γ sur l’axe réel entier. Γ(z) n’est prolongement
pour z < 0présentement définie que pour z > 0. Cependant, il est possible d’utiliser la

relation fonctionnelle pour étendre Γ(z) à l’axe négatif. Soit z ∈ R tel que
z ̸= 0,−1,−2,−3, . . . . Alors pour n tel que z + n > 0, la quantité

Γ(z + n)

(z + n − 1)(z + n − 2) . . . (z + 1)z
est bien définie et ne dépend pas du n choisi. Par ceci, je veux dire que si un autre
entier m > n avait été choisi, le résultat aurait été le même. Si m = n + p avec
m, p ∈ N, alors

Γ(z + n + p)

(z + n + p − 1)(z + n + p − 2) . . . (z + 1)z =

=
(z + n + p − 1)(z + n + p − 2) . . . (z + n)Γ(z + n)
(z + n + p − 1)(z + n + p − 2) . . . (z + 1)z

=
Γ(z + n)

(z + n − 1)(z + n − 2) . . . (z + 1)z .

Ainsi nous proposons donc la définition :

Définition 20 (b). La fonction Γ : R \ {0,−1,−2,−3, . . . } → R est définie par la fonction Γ

Γ(z) =


∫ ∞
0

e−xxz−1 dx, z > 0

Γ(z + n)

(z + n − 1)(z + n − 2) . . . (z + 1)z , z < 0,

où n est choisi tel que z + n > 0.

Cette définition assure que la relation fonctionnelle demeure vraie sur l’axe
négatif également.

Cette définition semble indiquer cependant que la fonction Γ(z) aura des pôles pôles de Γ(z)
en z = 0,−1,−2,−3, . . . . Montrons-le. Soit z = −n, n un entier ≥ 0. Alors pour
u petit :

Γ(z + u) = Γ(−n + u)

=
Γ(−n + u + n + 1)

(u + 1− 1)(u − 1)(u − 2) . . . (u − n)

−−−→
u→0

Γ(1)

u(−1)(−2) . . . (−n)

=
(−1)n

un!
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Donc Γ(z) a des pôles simples en tous les points −n entiers (n ≥ 0) et ce sont
les seuls.

-� -� � �

-��

-�

�

��

��

Figure A.1 – La fonction Γ

On peut réécrire Γ(z) par changement de la variable d’intégration x = t2 et
donc dx = 2t dt :intégrale de Gauss

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−xxz−1 dx = 2

∫ ∞
0

e−t
2

t2z−2t dt = 2

∫ ∞
0

e−t
2

t2z−1 dt.

Cette dernière forme est appelée intégrale de Gauss. Elle fait intervenir la fonctionGauss, Carl Friedrich
(1777-1855) gaussienne e−t

2
qui est une distribution centrale en statistique. Ainsi, ces inté-

grales interviennent souvent dans ce domaine. Une valeur particulière joue un rôle
important :

1
2Γ(

1
2) =

∫ ∞
0

e−t
2

dt

que nous allons évaluer dans ce qui suit.
Une façon d’évaluer Γ( 12) est par la seconde fonction que cet appendice intro-

duit. Pour cela calculons le produit de Γ(p) et Γ(q), p, q > 0 :

Γ(p) = 2

∫ ∞
0

e−u
2

u2p−1 du et Γ(q) = 2

∫ ∞
0

e−v
2

v2q−1 dv.

Donc

Γ(p)Γ(q) = 4

∫ ∞
0

e−u
2

u2p−1 du

∫ ∞
0

e−v
2

v2q−1 dv

= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−u
2−v2u2p−1v2q−1 dudv.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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Les coordonnées polaires sont

u = r cos θ

v = r sin θ

et le jacobien du changement de variables

∂(u, v)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣ ∂u∂r ∂u
∂θ

∂v
∂r

∂v
∂θ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣ = r ;
ainsi ces intégrales se réécrivent :

Γ(p)Γ(q) = 4

∫∫
(u,v≥0)

e−r
2

r2p−1 cos2p−1 θ r2q−1 sin2q−1 θ rdrdθ

= 4

∫∫
e−r

2

r2p+2q−1 cos2p−1 θ sin2q−1 θ drdθ

= 4

∫ ∞
0

e−r
2

r2(p+q)−1 dr

∫ π
2

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θ dθ.

Les bornes de l’intégrale par rapport à θ ont été choisies pour ne couvrir que le
premier quadrant u, v ≥ 0. Revenons à la fonction Γ pour l’intégrale en r ; le
changement de variables

r2 = s 2rdr = ds

donne

= 4

∫ ∞
0

ds

2
√
s
e−ssp+q−

1
2

∫ π
2

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θ dθ

= 2

∫ ∞
0

e−ssp+q−1 ds

∫ π
2

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θ dθ

= 2Γ(p + q)

∫ π
2

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θ dθ.

Définition 21. La fonction B(p, q) (lue bêta) est définie par la fonction B(p, q)

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
= 2

∫ π
2

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θ dθ, p, q > 0.

Une valeur de B(p, q) est facile à calculer. Il s’agit de B( 12 ,
1
2) : B( 12 ,

1
2)

B( 12 ,
1
2) = 2

∫ π
2

0

dθ = π

et donc
Γ( 12)Γ(

1
2)

Γ(1)
= (Γ( 12))

2 = π.
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Puisque Γ(z) > 0 pour z > 0, on a donc :

Γ( 12) =
√
π.

La forme de B(p, q) est souvent présentée après le changement de variable
t = cos2 θ avec dt = −2 cos θ sin θdθ. L’intervalle d’intégration 0 ≤ θ ≤ π

2

correspond donc à 1 ≥ t ≥ 0. Alors

B(p, q) = 2

∫ π
2

0

cos2p−2 θ sin2q−2 θ sin θ cos θ dθ

= −
∫ 0
1

tp−1(1− t)q−1dt

=

∫ 1
0

tp−1(1− t)q−1dt

et donc, par exemple

B( 12 ,
1
2) =

∫ 1
0

dt√
t(1− t)

= π.

Voici une formule reliant Γ(z) et Γ(1− z).formule
des compléments

B(z, 1− z) = Γ(z)Γ(1− z) =
∫ 1
0

tz−1(1− t)−zdt =
π

sinπz
.

La preuve de cette relation utilise une intégration dans le plan complexe et nous
ne la ferons pas.

1. Montrer que la fonction Γ(z), z > 0 peut être réécrite sous la formeExercices

Γ(z) =

∫ 1
0

(
ln
1

t

)z−1
dt.

2*. Réécrire l’expression suivante en termes de la fonction Γ :

(n + 1)(n + 2) . . . (n + 2s)

(2 · 4 · 6 . . . (2s − 2)(2s)) ((2n + 3)(2n + 5) . . . (2n + 2s + 1))

si n, s ∈ N.

3*. (a) Montrer que, pour z > 0∫ ∞
0

e−x
z

dx =
1

z
Γ(
1

z
).
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(b) Est-ce que la limite

lim
z→∞

∫ ∞
0

e−x
z

dx

existe ? Si oui, à quoi est-elle égale ?

4. Montrer pour s ∈ N et a > 0 que

(a) ∫ ∞
0

x2s+1e−ax
2

dx =
s!

2as+1

(b) ∫ ∞
0

x2se−ax
2

dx =
(2s − 1)!!
2s+1as

√
π

a
.

Note : Ces intégrales sont reliées aux moments de la distribution normale (la
distribution gaussienne) en statistique. Elles jouent un rôle important en statistique
et, en physique, en mécanique statistique.

5. Montrer la formule de duplication de Legendre formule
de duplication
de Legendre

Γ(z)Γ(z − 12) = 2
−2z+2√πΓ(2z − 1)

en intégrant la relation (sin 2θ)2z+1 = (2 sin θ cos θ)2z+1.

6. Montrer que ∫ π
2

0

cos2s+1 θ dθ =
(2s)!!

(2s + 1)!!
, s ∈ N.

7. Montrer que ∫ 1
−1
(1− x2)−

1
2 x2ndx =

{
π, n = 0,

π (2n−1)!!(2n)!! , n ∈ N.

8. Montrer que

lim
x→0

Γ(ax)

Γ(x)
=
1

a
.

9*. Vérifier les propriétés suivantes de la fonction B(a, b).

(a) B(a, b) = B(a + 1, b) + B(a, b + 1)

(b) B(a, b) = a+b
b B(a, b + 1)

(c) B(a, b) = b−1
a B(a + 1, b − 1)

(d) B(a, b)B(a + b, c) = B(b, c)B(a, b + c)

10. La section précédente a permis de construire une fonction Γ : R+ → R qui
coïncide avec la fonction « ! »: N→ R sur les entiers naturels. Existe-t-il d’autres
fonctions γ : R+ → R qui coïncident avec « ! » sur N ? Si oui, est-ce que l’exigence
que γ soit continue implique que γ = Γ ?
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A.2 La formule de Stirling

Il est souvent utile de savoir comment se comporte une fonction lorsque son
argument devient très grand. Par exemple il est utile de savoir que l’exponentielle
tend vers l’infini plus vite que tout polynôme, c’est-à-dire

lim
x→∞

xn

ex
= 0, pour tout n ∈ N.

La question qui nous occupera ici est d’identifier une fonction qui représente
« bien » le comportement de f (x) quand x est grand. Ce problème est celui du
comportement asymptotique. 1 Cette question est donc différente de la question :comportement

asympotique quelle est la limite de f (x) quand x → ∞ ? Cette dernière question a comme
réponse un chiffre si, évidemment, la limite existe.

Plusieurs symboles sont utilisés pour décrire les comportements asymptotiques.

Définition 22. Si limx→∞ f (x)/φ(x) = 1, alors on écrit

f (x) ∼ φ(x), x →∞.

Si limx→∞ f (x)/φ(x) = 0, alors on écrit

f (x) = o(φ(x)), x →∞.

Si |f (x)/φ(x)| demeure borné sur un intervalle [N,∞), pour un certain N ∈ N,
alors on écrit

f (x) = O(φ(x)), x →∞.

Les lettres « o » et « O » sont mises pour « de l’ordre de ». La forme la plus
précise est la première qui donne exactement le comportement dominant quand
x →∞. Puisque

1

x + 1
=
1

x

1

1 + 1
x

,

on peut écrire

1

1 + x
∼
1

x
, x →∞

1

1 + x
= o(1), x →∞

1

1 + x
= O(

1

x
), x →∞.

Cependant il est également juste d’écrire

1

1 + x
= o(

√
x), x →∞

1

1 + x
= O(

1√
x
), x →∞.

1. Un des classiques sur le sujet est le livre
Olver, F.W.J., Introduction to Asymptotics and Special Functions, Academic (1974).
Après le présent cours, ce livre vous sera à toute fin pratique accessible.
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La forme utilisant «∼ » est donc plus précise. On utilise parfois les mêmes symboles
∼, o et O pour le comportement proche d’un point où f est singulière. Par exemple

1

x + sin x
∼
1

2x
, x → 0.

Le but de cette section est de donner le comportement asymptotique de la
fonction Γ. Ceci nous permettra entre autres de répondre à la question : de n! et
en, quelle est la fonction qui va le plus rapidement à l’infini ?

Nous avons vu sur le graphique que Γ(x) augmente rapidement avec x . Son
comportement asymptotique est donné par le théorème suivant.

Théorème 43 (Stirling). Pour x grand : formule de Stirling

Γ(x + 1) =

∫ ∞
0

e−ttx dt ∼ xxe−x
√
2πx. (Γ2)

Cette relation est connue sous le nom de formule asymptotique de Stirling. La Stirling, James
(1692-1770)preuve qui est donnée ici est celle de Schwartz.

Démonstration. Pour le montrer, nous allons faire deux changements de variable
successifs, puis étudier l’intégrand résultant. Notons tout d’abord que e−ttx a son
maximum en t = x :

d

dt
e−ttx = −e−ttx + xe−ttx−1 =

(
−1 +

x

t

)
e−ttx

qui s’annule en t = x . Faisons donc un premier changement de variable pour
positionner ce maximum en 0 :

u = t − x du = dt

et donc

Γ(x + 1) =

∫ ∞
−x
e−ue−xex ln(u+x)du

=

∫ ∞
−x
e−xe−uex(ln(1+

u
x
)+ln x)du

= xxe−x
∫ ∞
−x
e−u+x ln(1+

u
x
)du

Tant que u reste petit devant x , on a :

−u + x ln
(
1 +

u

x

)
∼ −u + x

(
u

x
−
u2

2x2
+O

(
|u|3

|x |3

))
∼ −

u2

2x
+O

(
|u|3

|x |2

)
.

Ce comportement suggère le changement de variable u =
√
xv , du =

√
xdv et

Γ(x + 1) = xxe−x
√
x

∫ ∞
−
√
x

e
−
√
xv+x ln

(
1+ v√

x

)
dv.

https://fr.wikipedia.org/wiki/James_Stirling_(math�maticien)
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Il reste donc à montrer que

I(x) =

∫ ∞
−
√
x

e
−
√
xv+x ln

(
1+ v√

x

)
dv −−−→

x→∞

√
2π.

Ceci est la partie difficile de la démonstration car l’exposant de l’exponentielle
contient deux termes dont les comportements s’opposent. Il y a cependant raison
d’espérer. En effet, à la borne inférieure, c’est-à-dire pour v = −

√
x + ϵ avec

ϵ > 0, les deux termes de l’exposant deviennent

−
√
xv ∼ x et x ln

(
1 +

v√
x

)
∼ x ln ϵ

quand ϵ→ 0. Pour un x fixé, l’intégrand se comporte donc bien puisque le second
terme x ln ϵ −−→

ϵ→0
−∞ et l’exponentielle s’annule. A la borne supérieure, le second

terme x ln(1 + v/
√
x) se comporte comme x ln v et le premier terme −

√
xv sera

donc dominant. Ainsi, pour un x fixé, limv→∞ h(x, v) = 0. Voyons donc comment
évaluer cette intégrale ou, plutôt, sa limite.

Réécrivons cette intégrale

I(x) =

∫ ∞
−∞

h(x, v) dv

où

h(x, v) =

{
exp

(
−
√
xv + x ln

(
1 + v√

x

))
, v > −

√
x

0, v ≤ −
√
x.

Remarquons tout d’abord que, pour v fixé, h(x, v) −−−→
x→∞

e−v
2/2 ; en effet :

lim
x→∞

h(x, v) = exp

[
lim
x→∞

−
√
xv + x ln

(
1 +

v√
x

)]
= exp

[
lim
x→∞

−
√
xv + x

(
v√
x
−
v2

2x
+O

(
|v |2

|x | 32

))]

= exp

[
lim
x→∞

−
v2

2
+O

(
|v |2

|x | 12

)]

→ exp−
v2

2
.

Donc ∫ ∞
−∞
lim
x→∞

h(x, v) dv =

∫ ∞
−∞

e−v
2/2dv =

√
2π.

Peut-on dire que

lim
x→∞

∫ ∞
−∞

h(x, v) dv
?
=

∫ ∞
−∞
lim
x→∞

h(x, v) dv.
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Si oui, la preuve est terminée. Nous devrons utiliser le théorème de Lebesgue. (Ce
théorème est probablement démontré dans un cours sur la théorie de la mesure
ou sur l’intégrale de Lebesgue.)

Théorème 44 (Lebesgue). Soit g une fonction intégrable sur E ⊂ Rn et soit {fn}
une suite de fonctions intégrables telle que |fn| ≤ g (presque partout) sur E et
telle que limn→∞ fn(v) = f (v) pour (presque) tout v ∈ E. Alors∫

f (v) dv = lim
n→∞

∫
fn(v) dv.

Même si nous ne démontrerons pas ce théorème, il est utile de donner un
exemple de l’importance de l’existence de la fonction g qui plafonne les fonctions
fn. Utilisons les fonctions

fn(x) =

{
n, x ∈ [0, 1n ],
0, x ∈ ( 1n , 1].

Remarquons que ∫ 1
0

fn(x) dx = 1 pour tout n

et donc lim
∫
fn dx = 1. Mais limn→∞ fn = 0 sur (0, 1] et n’est pas définie en

x = 0. Elle n’est donc pas intégrable au sens de Riemann sur l’intervalle [0, 1].
Dans notre cas, le rôle du n (dans le théorème) est joué par x . Pour utiliser

le théorème, il faut donc trouver une fonction intégrable g(v) qui majore h(x, v)
pour x grand. Avant de commencer cet exercice, voici le graphe de la fonction h
sur le domaine où elle ne s’annule pas. Le domaine où h ne s’annule pas va, pour
un x fixé, de −

√
x à +∞. La courbe en vert est donc la frontière inférieure de

ce domaine. Puisque la propriété à démontrer vaut pour les x grands, le domaine
de x à considérer est assez libre ; la figure a été tracée pour les x ≥ 1. La figure
semble indiquer que le domaine de v est partitionné en trois régions selon que v
est plus petit, égal ou plus grand que 0. La fonction h semble constante le long de
v = 0. (Exercice : elle est égale à 1.) Lorsque v < 0, elle semble croître. Puisque
nous venons de montrer que, pour v fixé, la fonction h va vers e−v

2/2. S’il est
possible de montrer qu’effectivement h croît en x pour v < 0, alors la fonction h
sera bornée, dans la région v < 0, par e−v

2/2 qui est intégrable. Finalement, il est
plus difficile de deviner si, pour un v > 0 fixé, la fonction h est croissante ou non,
mais le graphe indique au moins qu’elle semble inférieure à 1 dans la région v > 0.

En fait, nous allons montrer que h(x, v) croît avec x pour v < 0 (et donc
|h(x, v)| < e−v

2/2 et h(x, v) décroît avec x pour v ≥ 0 (et donc |h(x, v)| <
|h(1, v)| pour x ≥ 1). (Exercice : est-ce que h(1, v) est intégrable sur [0,∞) ?)
Puisque « exp » est croissante, il suffit de se concentrer sur ln h(x, v). Nous désirons
donc montrer que

ln h croît avec x pour v < 0

ln h décroît avec x pour v ≥ 0,
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Figure A.2 – La fonction h

c’est-à-dire

∂

∂
√
x
ln h ≥ 0 pour v < 0

∂

∂
√
x
ln h ≤ 0 pour v ≥ 0.

(La dérivée partielle par rapport à x a été remplacée par une dérivée partielle
par rapport à

√
x qui sera plus simple à effectuer ci-dessous. Puisque

√
x croît

lorsque x croît, les signes des deux dérivées sont les mêmes.) Mais ln h(x, 0) =
0 + x ln(1 + 0) = 0 et donc

∂

∂
√
x
ln h(x, 0) = 0.

Puisque la pente est nulle le long de v = 0, les énoncés sur le signe de ∂ ln h/∂
√
x

suivront si nous montrons que cette pente augmente avec v , c’est-à-dire que la
dérivée ∂ ln h/∂

√
x est plus grande que zéro lorsque v < 0 et plus petite lorsque

v ≥ 0. Il suffit donc de montrer que

∂

∂v

∂

∂
√
x
ln h(x, v) < 0 pour v > −

√
x.
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Alors

∂

∂
√
x

∂

∂v

(
−
√
xv + x ln

(
1 +

v√
x

))
=

∂

∂
√
x

(
−
√
x +

x

1 + v√
x

1√
x

)

=
∂

∂
√
x

(
−
√
x +

(
√
x)2

v +
√
x

)
= −1 +

2
√
x

v +
√
x
−

x

(v +
√
x)2

=
−v2 − 2v

√
x − x + 2v

√
x + 2x − x

(v +
√
x)2

= −
v2

(v +
√
x)2

< 0

pour tout v > −
√
x .

11. Montrer que Exercices
lim
n→∞

n

(n!)
1
n

= e.

12*. Donner le comportement asymptotique du nombre de Catalan Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
lorsque n →∞.

13*. Quel est le comportement asymptotique des fonctions suivantes ? (Plus pré-
cisément, trouver φ(x) tel que f (x) ∼ φ(x) quand x →∞.)

(a) f (x) =
sin 1

x

x

(b) f (x) = cosh x

(c) f (x) = tanh x − 1

14. Soit x = x(u) la fonction donnée implicitement par x = u − tanh x . Montrer
que

x = u − 1 + 2e−2u+2 +O(e−4u).

15*. Calculer

lim
n→∞

(2n − 1)!!
(2n)!!

√
n.

16. Montrer que

lim
n→∞

∫ π
2

0

sin2n θ dθ∫ π
2

0

sin2n+1 θ dθ

= 1.
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17. Une autre preuve de la formule de Stirling (selon Körner).

(a) Montrer que, si x > −1, il existe θ, 0 < θ < 1, tel que

ln(1 + x) = x −
x2

2(1 + θx)2
.

(b) Montrer que, pour t, a > 0, l’équation

t2 = x − a − a ln
x

a

possède deux solutions x1 et x2. Nous choisirons x1 < x2.

(c) Utilisant (a) et (b), montrer qu’il existe −1 < θ1 < 0 < θ2 < 1 tel que

1

t

√
a

2
=

a

a − x1
+ θ1 =

a

x2 − a
+ θ2.

(d) En faisant le changement de variables t2 = x − a − a ln xa , montrer que, pour
a > 0 :

Γ(a + 1) =

∫ ∞
0

xae−xdx = 2aae−a
∫ ∞
0

e−t
2

(
x1

a − x1
+

x2
x2 − a

)
t dt

où x1 = x1(t) et x2 = x2(t) sont les racines identifiées en (b).

(e) Utilisant (c), montrer la formule de Stirling, c’est-à-dire que

Γ(a + 1)ea

aa+
1
2

−→
√
2π, lorsque a→∞.
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Solutions et suggestions
pour les exercices

Chapitre 1

Section 1.1

1.

Amn =


2, si m = n = 0,

1, si m = n ̸= 0,
0, autrement,

Bmn = 0,

Cmn =

{
1, si m = n ̸= 0,
0, autrement.

2. (b) an = 0 et bn = 2(−)n+1/n.
(d) b3 = 1 et tous les autres sont nuls.
(f) an = 4

π(1−n2) si n est pair, an = 0 si
n est impair et bn = 0.
(h) an =

2(−)n
π

a sinh aπ
n2+a2 et bn = 0.

3. (b) Non périodique si f est générique.
(d) Périodique de période 4π.
(f) Périodique de période 2π.

5. am = 2 si m ≤ n. Tous les autres
coefficients sont nuls.

Section 1.2

7. (b) Impaire.
(d) Paire.
(f) Paire.

8. (b) Les trois fonctions sont respecti-
vement paire, impaire et paire.

9. (b) a0 = π et am = − 4
πm2 si m est

impair. Les autres coefficients sont nuls.

11. Oui, mais pas beaucoup.

12. (a) Pourquoi la fonction f (x) = |x |−
1
2 a-t-elle ses coefficients a2n = 0 ?

Section 1.3

15. bm = 4
πm si m est impair. Tous les

autres coefficients sont nuls.

17. a0 = 1 et am = − 4
π2m2 si m est

impair. Les autres coefficients sont nuls.

18. (a)

bm =
2L2 sin

(
nπθ
L

)
n2π2(L− θ)θ .

(b) bgn = (−)n+1bfn.
(c) En θ ≃ 0.0813L.

Section 1.4

20. (d) Par induction.

21. (b)

cn =
(−)nin

π(n2 − a2) sinπa.
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22. (b) cn = c−n.
(d) cm = 0 si m ̸= 0 mod n.

23. (a) f et h le sont.
(b) Seule f l’est.

24. (a) Intégrer par parties à répétition
tant que la dérivée existe.
(b) cn = − 6(−)

n i
n3 .

25. (a) B1(x) = x − 12 et B2(x) = x2−
x + 16 .

Section 1.5

26. (d) Expérimenter avec Mathematica
ou Maple pour deviner le spectre ; puis
le démontrer.

29. (a)

un(x, t) = bn sin
nπx

L
e−

a2π2n2

L2
t .

Chapitre 2

Section 2.1

1. (a) Continue.
(b) Continue.
(c) Continue.

3. (a) an −−−→
n→∞

1.

(b) an −−−→
n→∞

0.

(c) an tend vers 1 ou −1 selon que |c |
> |d | ou |d | > |c |. Restent les cas |c | =
|d |.

4. (a) Converge vers e.
(b) Ne converge pas.

7. (a) Non.
(b) Oui.
(c) Non.

Section 2.2

8. (b) Le noyau de Dirichlet ne vérifie
pas les propriétés (i) ni (ii).

Section 2.3

14. (e) Voir l’exercice sur les polynômes
de Bernoulli à la section 1.4.

15. (b) 1
12(x

3 − π2x).
(c) Ω = {(x, y) ∈ R2|x = mπ ou y =
nπ pour m, n ∈ Z}.
(d) −π232 .

Section 2.4

19. Pour montrer la propriété (iv), écri-
re la trace en termes d’éléments de ma-
trice.

21. (d) P0(x) = 1, P1(x) = x , P2(x) =
x2 − 13 et P3(x) = x3 − 35x .

22. (d) 2N + 1.

23. (b) Les familles de fonctions a, b, c
et d sont mutuellement orthogonales.
Alors, quelque soit x ∈ {a, b, c, d}, on
a ϵx,k,l = 1 si k et l sont non-nuls, ϵx,k,l
= 2 si un des deux indices k et l est nul
et ϵx,k,l = 4 si k et l le sont.
(e) Bmn = Cnm = − 2n (−)

nδm0 et les
Amn et Dmn sont nuls.

24. (a)

zmn = sinmx sin ny ×
(Amn cosλmnt + Bmn sinλmnt)

où les λmn sont donnés pas le spectre
(voir (b)).
(b) {−λ2mn = a

√
m2 + n2, m, n ∈ N}.

(d) {−λ2mn = a
√
m2 + n2, m ̸= n et

m, n ∈ N}.
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Section 2.5

26. (a) Non.
(b) Oui.
(c) Non.

27. (b) π
4

96

(d) π
2

16 −
1
2 .

28. (c) φ00 = 1
2 et φi j = −2−

3i
2
− 1
2 pour

i ≥ 1.

Chapitre 3

Section 3.1

5. (b) c = − 12 et d = 3
2 .

(d) c = 0 et d = 1.

Section 3.2

7. (b) Pour le système parabolique, les
fonctions d’une variable A = A(ξ) et
B = B(η) vérifient

A′′ = (k2ξ2 + λ)A

B′′ = (k2η2 − λ)B

où k est la constante apparaissant dans
l’équation de Helmholtz et λ la constan-
te de séparation.

Section 3.3

10. Non. Pourquoi ?

11. (b) Linéaire.
(d) Non-linéaire.
(f) Linéaire.

12. (a) Les solutions suivantes sont pour
l’équation de Legendre associée : p(x)
= x2 − 1, s(x) = m2

x2−1 et r(x) = 1.
(b) x ∈ [−1, 1].

(c) (f , g) =
∫ 1
−1 f (x)g(x) dx si f et g

sont des fonctions à valeurs réelles.

13. (a) p(x) = e−x
2
, s(x) = 0 et r(x) =

e−x
2
.

14. (b) Utiliser un argument graphique.

17. Pour les polynômes de Legendre, on
peut consulter la section suivante. Voici
les solutions pour l’équation de Cheby-
shev.
(a) A une constante près, les trois pre-
miers polynômes sont p0(x) = 1, p1(x)
= x et p2(x) = x2 − 12 .
(b)

(f , g) =

∫ 1
−1

f (x)g(x)√
1− x2

dx.

Voici celles pour l’équation de Laguer-
re :
(a) A une constante près, les trois pre-
miers polynômes sont p0(x) = 1, p1(x)
= −x + (1 + α) et p2(x) = x2 − 2(α+
2)x + (α+ 2)(α+ 1).
(b)

(f , g) =

∫ ∞
0

xαe−x f (x)g(x) dx.

Section 3.4

18. (c)

S(x, z) =
z sin x

1− 2z cos x + z2 .

19. (b)
∑∞
m=0

∑∞
n=m Bnm.

(d)
∑∞
l=0

∑∞
m=0Dl+m,m.

20. (a) Si f (x) =
∑∞
l=0 alPl(x), alors∫ 1

−1
|f (x)|2 dx =

∞∑
l=0

2a2l
2l + 1

.
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24. (a) H0(x) = 1, H1(x) = 2x et
H2(x) = 4x

2 − 2.
(f)

(f , g) =

∫ ∞
−∞

e−x
2

f (x)g(x) dx.

25. (b) L0(x) = 1, L1(x) = 1 − x ,
L2(x) = 1 − 2x + 1

2x
2 et L3(x) = 1 −

3x + 32x
2 − 16x

3.

Section 3.5

26. Les deux solutions sont

a0

∞∑
n=0

(−)nm2n

(2n)!

et

a1

∞∑
n=0

(−)nm2n+1

(2n + 1)!
.

27. (a) Utiliser la représentation inté-
grale.
(b) Utiliser les relations de récurrence.
(c) Construire les premiers Jn+ 1

2
et étu-

dier les termes dominants quand x →
∞.

29. Pour m ∈ N ∪ {0} et

f (x) =

∞∑
n=1

anJm(αmnx),

l’identité de Parseval est :∫ 1
0

|f (x)|2x dx =

1

2

∞∑
n=1

a2n(Jm+1(αmn))
2.

31. Il est possible d’obtenir le résultat
en remplaçant J0 par sa série de Taylor

et en intégrant terme à terme. (Est-ce
rigoureux ?)

35. Cet exercice utilise la fonction gé-
nératrice des fonctions de Bessel.

36. (a2 + b2)−
1
2 . (Il existe plusieurs fa-

çons de faire cet exercice. L’intégration
terme à terme en est une.)

37. (a) La solution générale est de la
forme

u(t, ρ, θ) =

∞∑
m=0

∞∑
n=1

umn(t, ρ, θ)

où

umn(t, ρ,θ) = e
−αmntJm(αmnt)×

(amn cosmθ + bmn sinmθ)

et αmn est le n-ième zéro positif de Jm.

39. Le nombre βmn est le n-ième zéro de
J ′m. Les indicesm, n et p sont des entiers
vérifiant : m ≥ 0, n ≥ 1 et p ≥ 1.

40. Application de la fonction généra-
trice.
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Chapitre 4

Section 4.1

1. (b) 4
ω3 (sinω − ω cosω) si ω ̸= 0. Ne

pas oublier d’obtenir la transformée en
ω = 0.
(d)

√
π√
2

(
cos ω

2

4 + sin
ω2

4

)
.

(f) 1
1+iω .

(h) La réponse se trouve au chapitre
précédent.

2. (b) La valeur absolue des fonctions
des exercices (b), (d), (e) et (g) est in-
tégrable. Celle de (a), (c) et (f) ne l’est
pas. L’intégrabilité de (h) dépend de la
valeur de ν.

4. (b)

an =
1

2
n
2

√
n!π

1
4

.

(c) (
x −

d

dx

)
ψn =

an
an+1

ψn+1.

(d)

ψ̂n(ζ) =
√
2π(−i)nane−ζ

22Hn(ζ).

6. (c) ≃ 1.179.

Section 4.2

7. L’hypothèse (B).

9. (b) La paire appartient à L1 ∩ C.
(d) La paire appartient à L1 ∩ C.
(f) La paire n’appartient pas à L1 ∩ C.
(h) Oui si ν > 1

2 , non si ν ≤ − 12 . (Je ne
sais pas pour − 12 < ν ≤ 1

2 .)

Section 4.3

14. (a)

f ∗ g(t) =

=


2eat

a sinh a, t ≤ −1,
2
a (1− e

−a cosh at), −1 ≤ t ≤ 1,
2e−at

a sinh a, 1 ≤ t.

15. (a)

f̂ (ω) = −
2iω

1 + ω2
.

(c)
∫∞
−∞ |f (x)|

2dx = 1
2π

∫∞
−∞ |f̂ (ω)|

2dω

= 1

16. (b) Paire.

17. Peut être fait par calcul direct ou en
utilisant le théorème de convolution.

19. (a)

f ∗ f ∗ f =


0, 3 ≤ |t|,
1
2(|t| − 3)

2, 1 ≤ |t| ≤ 3,
3− t2, 0 ≤ |t| ≤ 1.

f ∗ f ∗ f ∗ f =

=


0, 4 ≤ |t|,
1
6(|t| − 4)

3, 2 ≤ |t| ≤ 4,
− 12 |t|

3 − 2t2 + 163 , 0 ≤ |t| ≤ 2.

(c) Pour n = 1, 2, 3, 4 les intégrales pro-
posées sont respectivement : π, 23π, 1120π
et 151315π.

Appendice A

Section A.1

2.

Γ(n + 2s + 1)Γ(2n + 2)Γ(n + s + 1)

(Γ(n + 1))2Γ(2n + 2s + 2)Γ(s + 1)
.



3. (b) 1.

9. Pour toutes ces propriétés, démarrer
de l’expression

B(a, b) =

∫ 1
0

ta−1(1− t)b−1 dt.

Section A.2

12. 22n
√
πn

3
2
.

13. (b) e
x

2 .

15. π−
1
2 . Se rappeler que

lim
n→∞

(
1±
1

n

)n
= e±1.
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de récurrence, 131–133
représentation intégrale, 129–131
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en moyenne, 73
ponctuelle, 58

convolution, 169–174
de distributions normales, 175
linéarité de la –, 170
propriété fondamentale

de la –, 171
corde
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Fejér
noyau de –, 50–53
théorème de –, 53
théorème de –
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rier, 157

fonction
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continue, 40
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continue

sur le cercle, 20
convergente uniformément, 46
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impaire, 9
norme d’une –, 74
périodique, 1
paire, 9
parité, 9
prolongement d’une –

impair, 10
pair, 10

régulière, 61
Fourier, 1, 2
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méthode de –, 125

Fubini
théorème de –, 160
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– et la fonction factorielle !, 188
formule de Stirling, 195, 200
formule des compléments, 192
intégrale de Gauss, 190
pôles de –, 189
relation fonctionnelle, 188

gaussienne, voir normale
Gibbs

phénomène de –, 156
Gibbs, phénomène de –, 6

Heaviside
fonction de –, 175

Heisenberg
inégalité de –, 167

Helmholtz
équation d’–, 92

Hermite
équation d’–, 104, 105
polynômes d’–, 122, 155

intégrale de Gauss, 190
intégrale de Riemann, 44–45

Kelvin, Lord –, 183

Laguerre
équation de –, 105
polynômes de –, 123

Legendre, 107
équation de –, 105
formule de

duplication de –, 193
polynômes de –, 106–120

fonction génératrice, 112
formule de Rodrigues, 115
normalisation, 117
orthogonalité, 115
relation de

récurrence, 112–114

mode propre, 28

Neumann
conditions aux limites de –, 100
fonction de –, 128

nombre complexe, 18
conjugué complexe, 18
partie imaginaire, 18
partie réelle, 18
valeur absolue, 18

normale
distribution –, 190
moments de la –, 193

ondelettes de Haar, 56
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opérateur
auto-adjoint, 100
de Sturm-Liouville, voir

Sturm-Liouville

période, 1
parité, voir fonction
Parseval, identité de –, 78, 105

pour la transformation de Fourier,
164, 166

partition d’un intervalle, 44
Poisson

formule de somme de –, 167
produit scalaire, 67
prolongement, voir fonction

séparation des variables, 31, 90–97
série

convergente, 42
de Taylor, 2
géométrique, 43
sommable au sens

de Cesàro, 49, 55
série de Fourier

double –, 71
complexe, 18
convergence en moyenne, 73
convergence ponctuelle, 58–62
d’exponentielles, voir série

de Fourier complexe
définition, 1–7
de période L, 15–17

somme
inférieure, 44
supérieure, 44

spectre, 28, 34
Stirling, formule de –, 195, 200
Sturm-Liouville

opérateur de –, 98
problème de –, 98–103

suite, 41
convergente, 41
convergente au sens

de Cesàro, 49

sommable, 42
système de coordonnées

cartésiennes, 97
cylindriques, 92
elliptiques, 97
paraboliques, 97
polaires, 97
sphériques, 94

T1, 21
tambour

carré, 72
rond, 135–142

transformation de Fourier, 145–154
convolution, voir convolution
de la distribution normale, 150, 174
identité de

Parseval pour –, 164, 166
théorème d’inversion

pour la –, 163
théorème de Fejér pour –, 157
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