Analyse 2
Série 6

Séries de Fourier

Exercice 0. ! Soit p,g € Netap, €R (1 <k<p)etb, €R (1 <m<q).

a) Montrer que
p q P g
(S ) () - 30 3
k=1 m=1 k=1m=1
b) Montrer que

<iak+ ibm)QZiakag+2iiakbm+ iibmbn.

p
k=1 m=1 k=1 ¢=1 k=1m=1 m=1n=1

Exercice 1. Soit f: R — R une fonction continue et 27-périodique. Montrer que pour tout
a€R,ona

Exercice 2. Calculer la série de Fourier des fonctions f:[—m, 7] — R suivantes.

a) f(z) =2 b) f(z) =e*

,
) @) = |r 3 s -{e B0srsr

Exercice 3. Soit f:[—m,n] — R la fonction définie par

-1, si—7<2<0,
o ={

1, si0<z<m.

Etudier la convergence uniforme de la série de Fourier de f.

1 Le numéro 0 n'est pas un exercice sur les séries de Fourier. Par contre, il vous sera probablement utile

de bien maitriser la manipulation des sommes.



Exercice 4. a) Montrer que pour f, g: [—m, 7] — R intégrable, on a ¢, (f+g) = cn(f) +cn(g)
et cn(Cf) = Cep(f), avec C est une constante, lorsque ¢, (f) représente a,(f) ou bien

bn(f).

b) Montrer que si f est une constante, alors ¢, (f) = 0 pour tout n # 0.

c) Calculer la série de Fourier de f(z) =z + 7.

Exercice 5. Soit f: [—m, 7| — R une fonction continiiment dérivable telle que f(—)
a) Montrer que

= f(m).

an(f) = — et bu(f) =

’I’L2
et by(f) =~

n

b) Déduire que si f est continfiment dérivable et si f'(—7) = f'(7), alors a,(f) = )

c¢) Déduire a partir du b) (sans faire appel au théoréme de convergence du chapitre 6) que la
série de Fourier de f converge uniformément vers f sur [—m, 7|, si f vérifie les hypothéses

du b).

Exercice 6. Soit ¢ € (0,7) et f:[—m, 7| — R définie par

1, si0<|z| <cg,
-]

0, sic<|z|<m.

a) Calculer la série de Fourier de f.

b) Montrer que

f: sin(2nc) 7w —2c
n 2

n=1

Exercice 7. Soit f:[—m,m] — R la fonction définie par

 (mPr—a®)
f(z) = 3

a) Déterminer la série de Fourier de f.

— 1
b) Montrer que Z =5
n

n=1

6
= ;TB (Utilisez Iégalité de Parseval (numéro 11).)



Exercice 8. Soit f,g:R — R des fonctions continues et 2mw-périodique. On pose h(x) =
1 7

— J7 flz—t)g(t)dt.

a) Montrer que h(z) = £ [T f(t)g(z — t)dt.

b) Montrer que pour n € N*  on a
an(h) = an(f)an<g) - bn(f)bn(g) et bn(h) = an(f)bn(g) + bn(f>an(g)-

¢) Montrer que si f est dérivable et f’ est réguliere par morceaux et 2m-périodique, alors
h est dérivable. Montrer que le résultat reste vrai si g vérifie les hypothéses a la place
de f.

Exercice 9. On suppose qu’il existe une fonction intégrable §: [—m, 7] — R telle que pour
toute fonction f:[—m, 7] — R intégrable et continue en 0, on ait [*_fd = f(0). (Une telle
fonction n’existe pas, mais on suppose que oui, pour ’exercice.)

a) Calculer les coefficients de la série de Fourier de . Montrer que sa série de Fourier est
1
lim —Dy.
N—oo T N

b) Cette série de Fourier converge-t-elle?

¢) Montrer que! pour toute fonction f:[—m, 7] — R continiment dérivable, on a

Indice. Inspirez-vous de la démonstration du théoréme de convergence d’une série de
Fourier.

Exercice 10. (Densité des polynémes trigonométriques). Soit f: [—m, 7] — R une fonction
continue et réguliére par morceaux. Montrer que si f(—m) = f(m), alors pour tout € > 0, il
existe un polynéme trigonométrique s,, tel que

%/_:(f—sn)2<a

(Cet énoncé est vrai sans ’hypothése de la régularité par morceaux, mais on ne peut pas le
montrer dans ce cours.)

1

C’est I’énoncé le plus proche de « iDN — 6 lorsque N — oo » que ’on puisse donner dans un cours d’analyse 2. En effet,

on peut voir la conclusion du numéro comme une forme faible de convergence.
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Exercice 11. Soit f:[—m, 7] — C une fonction continue et réguliére par morceaux telle que
f(=m) = f(m).

a) Soit s, les sommes partielles de la série de Fourier de f. Montrer que

b) (Egalité de Parseval). Montrer que

1 g ao >
L7 g a0l LSS 0P+ bu(PP).
- n=1

™

Indice. Lorsque I'on développe, on obtient (f —s,)% = f2—2fs,+s2. Etudiez I'intégrale
de —m a 7w de chaque partie séparemment.

Exercice 12. Prologer f: [0, 7] — R en une fonction f:R — R qui est 27-périodique et dont
la série de Fourier est une série en cosinus.

a) f(x) =sinz f(z) =23

Exercice 13. Soit a < b.

a) Soit w:[—m, 7| — [a,b] et v:[a,b] — [—m, 7| deux fonctions affines de la forme u(t) =

at + B et v(z) = yx + 0, avec o,y > 0. Déterminer «, 3,7, et montrer que u~! = v.

b) Soit f: [a,b] — R une fonction réguliére par morceaux. On définit g := fou: [—m, 7] — R.
Montrer que

b
an(g) = 2 E G/a f(z) cos(nv(z))dz.

De méme, constater que

z) sin(nv(z))dz.

c) Déterminer la limite de la série trigonométrique

) cos(nv(z)) + Z bn(g) sin(nv(z)). (%)

d) Montrer que si f est continue et si f(a) = f(b), alors la série () converge uniformément
sur [a, b].



Remarque. Cet exercice démontre le théoréme suivant.

Théoréme. Soit f:[a,b] — R une fonction réguliére par morceaux. Alors la série

+ZanCOS -(2z — b —a)) —1—26 sin (225 (22 — b — a))

n=1
converge vers .
f@)+fa)
5 , siz € (a,b),
fla+) +f07)
5 , six€{a,b},

ou

a/n:

b
b—a/a f(z) cos (%(23:—1)—(1)) dux, Vn € NU {0},

by =

b
5 / f(z)sin (£ (22 — b — a)) du, Vn € N*.
—a,

De plus, si f est continue et si f(a) = f(b), alors la série converge uniformément vers f
sur [a, b].



