Analyse 2
Série 5

Fonctions transcendantes

1. exp et log
Exercice 1. On dit qu’une fonction f: I — R est convexe sur I si pour tout x,y € I et pour
tout t € [0, 1], on a
fltz+ 1 —t)y) <tf(x)+ 1 —1)f(y).
On dit que f est concave si —f est convexe.
a) Montrer que si f est deux fois dérivable et si f”(x) > 0 sur I, alors f est convexe.

b) Montrer que exp est convexe sur R et que log est concave sur (0, 00).

Exercice 2. On tient pour acquis que la composition de fonctions analytiques est encore
analytique 1a ou la composition est possible. (Cela se montre sans probléme dans un cours
d’analyse complexe.) Montrer que les fonctions suivantes sont analytiques, en donnant pour
chacune le domaine sur lequel elles sont analytiques.

2) fx) = VIT3
b) f(z) =z% ot € R

Exercice 3. a) En utilisant les propriétés de exp et log, montrer que

n
e" — lm <1+f>

n—00 n

pour tout x € R.

b) Calculer les limites suivantes. (Suggestion. Utilisez les petits o, car la régle de ’'Hopital,
bien qu’elle fonctionne, occasionne un calcul plus compliqué.)

1
2 P
i) lim <1+—) ii) lim (1+ n

N—00 n—00 n2 +1

bn
i1i) lim (1 + —) , ol a4 — o0 et 22— 1 lorsque n — 0.
n—00 an
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Exercice 4. Soit

a) Montrer que f est dérivable.

b) Montrer par récurrence que pour tout n € N, il existe deux polynémes P, et @), tels que
pour x > 0

¢) Montrer que f™(0) = 0 pour tout n.

d) Conclure que f ne peut pas s’exprimer comme série entiére en 0 et ce, méme si la série
de Taylor de f en 0 converge.

Exercice 5. (Inégalité de Gronwall) Soit f,g:[a,b] — [0,00) des fonctions positives et
continues. Montrer que s’il existe C' > 0 tel que

f(:z:)§0+/ fa pour tout z € [a, b],

alors

f@) < Cexp(fy 9).

Indice. Faites le cas C' > 0 en posant h(z) = C'+ [ fg. Montrez le cas C = 0 a I'aide d’une
suite (Cy,) telle que C,, | 0.

Exercice 6. Soit la série

xQn—i—l xn-i—l

f(x):7§)<2n+1 _2n+2)'

a) Montrer que f converge uniformément vers 3 log(z + 1) sur [—a, a] pour tout 0 < a < 1.
b) Montrer que f(1) =log2. (Utiliser le théoréme d’Abel, exercice 31.)

Exercice 7. Soit f:(0,00) — R une fonction dérivable telle que f(xy) = f(z) + f(y). On

_1
suppose que f'(1) > 0 et on pose C = e M.

a) Montrer que f(1) = 0.
b) Montrer que zf'(z) = f'(1).

c) Montrer que f(z) = 113%, c’est-a-dire f(z) = logc .



2. sin et cos
Exercice 8. Montrer & I'aide de la définition de sinus et de cosinus que

sinx
=1

a) lim
z—0 T

1- 1
b) lim — % = =
z—0 x 2

Exercice 9. A 'égard de tou-te:s les physicien-ne-s, donner un sens mathématique le plus
proche possible de ce qu’il est entendu par « sinz = x lorsque = est petit ».

Exercice 10. a) Montrer les identités

2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b),
2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b).

b) Soit a € R\ {£1}. Calculer
/cos(ax) cos(z)dz.

Exercice 11. Montrer que f(x) = arcsin(x) est analytique sur (—1,1). Déduire que g(z) =
arccos(x) est également analytique sur cet intervalle.

Exercice 12. a) Pour tout k, montrer que

sin <(/€ + %)m) — sin ((k: - %)x) = 2sin(5) cos(kx).

b) En déduire que
sin ((n + %)x)

1
5 Teosz+ cos(2x) + - - - + cos(nxz) = 2sm(Z)

c) En utilisant une technique semblable, montrer également que

sin (241 2) sin (22
sinz + sin(2z) + - - - + sin(nx) = ( 2 )x (2 )
sin(%)




Exercice 13. a) Montrer que la série

>\ sin(n)
PR 8
n=1

converge uniformément sur [, 2m — ¢] pour tout € > 0.

(On tient pour acquis le lemme d’Abel, voir I'exercice 29.)

b) Montrer que lorsque r = %, alors

2N N N
Z sin(kz)| = Zsin(k‘x) > —
k=N k=0 T
pour tout N assez grand. Conclure que
N sin(kx) 1
i k|72

et que la série (%) ne converge pas uniformément sur [0, 27].

Exercice 14. On suppose qu'’il existe un nombre i tel que 2 = —1. On pose f(z) = €@
a) « Montrer » que f est une solution de 3" + y = 0.

b) Déduire que f(x) = cosz +isinx.

Exercice 15. (Polynomes de Tchebychev) Soit

_ sin(narccos )

fn(x) = cos(n arccos x) et gn(x) = Mg
-

Montrer que pour tout n, f, et g, sont des polynomes.

Exercice 167. Soit g: [a,b] — R une fonction continue. Montrer que
b b
lim g(x)sin(Ax)dx =0 et lim g(x) cos(Ax)dx = 0.

A—=00 Jq A—=00 Jq

Indice. Faites d’abord un changement de variable u = x — ¥. Vous aurez ensuite a montrer
. b—% . .-
que f;g(q:) sin(x)dz + fa_§ g(z + §) sin(Az)dz — 0 lorsque A — oco. Vous aurez a utiliser

la continuité uniforme de g.

3. tan et arctan

Exercice 17. Montrer que arctan est anaylitque sur R.
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Exercice 18. On rappelle que sec z := la ot cos x # 0. Vérifier les propriétés suivantes :

COos
a) sec est dérivable et (secx) = secx tanx;
b) (tanz)" = sec? ;

c) sec est 2m-péridique;

e) sec(0) =
f

g) [secxdr = log|secx + tanz| + C.

2

)
)

d) sec est pair;
)
) 14 tan?z = sec? x;
)

Exercice 19. Pour n € NU {0}, on pose I;, = [ sec” zdz. Montrer que pour n > 2, on a

tanzsec” 2x n—2
I, = — I—o.
n—1 n—1

Exercice 20. Montrer que pour x # 5, on a

arctan(z) + arctan(y) = arctan(lx Ty ) :

4. cosh et sinh

Exercice 21.

a) Montrer que sinh: R — R est inversible.

b) On note l'inverse de sinh par argsinh. Montrer que argsinh(y) = log(y + /y? + 1).

Yoode
argsinh(y) :/ e
0o Vt=+1

¢) Montrer que

d) Résoudre I'intégrale suivante en terme de argsinh :

/ dz
V222 + 42 + 10

Exercice 22. On suppose qu'il existe un nombre i tel que i2 = —1.
a) « Montrer » que f(r) = sinh(ix) est une solution de y” + y = 0.
sin(x)
2

b) Déduire que sinh(iz) =

¢) Trouver une expression pour cosh(ix) en terme de cos(x).



5. Applications

Exercice 23. Soit P, un polygone régulier a n cotés inscrit dans un cercle de rayon 1. Soit
r la longueur d’'une apothéme et ¢, la longueur d’un coté.

a) Exprimer I'aire du polygone en fonction de r, ¢ et n.

b) Calculer l'aire du cercle a I'aide du a).

Exercice 24. On considére un hexagone inscrit dans un cercle de rayon 1.

a) Montrer que la longueur d’un coté de I’hexagone est strictement plus petit que la longueur
de I'arc de cercle qu’il sous-tend.

b) Montrer que 7 > 3.

Exercice 25. Calculer les limites suivantes.

n/7 1 !
a) lim vnl! b) lim og(n!)
n—00 n—00 n

Vvn! 2)1
c) lim SRALS d) lim (n7)!
n—oo (n — 1)! n—oo Nl

Exercice 26. Calculer les limites suivantes sans utiliser la régle de 'Hopital.

e’ —1 Un—1

a) lim — b) lim n
n—oo Sinx neye logn

: 1
c) a:h—r>Iolo Valog(1+ 1)

Exercice 27. Montrer que les fonctions suivantes sont transcendantes, c’est-d-dire que

pour chaque f suivante, montrer que si qo,..., ¢, sont des fonctions rationnelles telles que
(@) f(x)" + -+ q(z) f(z) + qo(z) = 0, alors gj(x) = 0 pour tout z et tout 0 < j < n.
a) f(x) = exp(x) b) f(z) = sin(z)

Exercice 28, Le but de I'exercice est de montrer que 7 est irrationnel. On pose

T N 2\
I, = / Msinxdm.
0

n!

a) Montrer que Iy = 2, I =4 et que
In=22n — 1)1 — 7219 (n>2).

" (mr—z)"

- et v = sinx.

Indice. Intégrez deux fois par partie en commencant avec u =

n—1 n—2
Ensuite, posez J,, = Oﬂ Z (ST__;)C,)

changement de variable u = m — x et de petits artifices.

sin z dz et montrer que J,, = wl,_s — J,, a ’aide du
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b) Montrer qu'il existe des entiers ¢;, (n € Net 0 < j < n) tels que

1

I, = Cn,nﬂ'n + Cn—l,nﬂ'n_ + -+ anT+ con.

¢) On suppose maintenant par I’absurde que 7 est rationnel, donc qu’il existe p € Z, ¢ € N*
tels que ™ = g et pged(p, ¢) = 1. Argumenter que ¢"I,, est un entier strictement positif
pour tout n € N*,

d) Montrer que ¢"I,, — 0 lorsque n — oco. Déduire que 7 n’est donc pas rationnel.

e) Expliquer quelle propriété de 7 est utilisée dans la démarche. (Autrement dit, pourquoi
cette démarche ne fonctionne pas si on remplagait 7 par un autre nombre, e par exemple.)

Exercices supplémentaires

Cette section est optionnelle.Les exercices de cette section portent sur de la matiére d’ana-
lyse 1, sauf 'exercice 31, et peuvent donc étre tenus comme acquis.

Exercice 29. a) (Sommation par partie) Soit (ay) et (b,) deux suites et soit (s,,) la suite
des sommes partielles de a,,. Montrer que

a1rby + -+ apb, = Sl(bl — bQ) + 82(()2 — b3) + -+ Sn—l(bn—l — bn) + Spbn.

b) (Lemme d’Abel) Soit (b,) une suite décroissante et positive. Soit (a,) une suite telle
qu’il existe M, m tels que
m<ay+--+a, <M

pour tout n. Montrer que pour tout n € N, on a
bym < ayby + -+ - + apby, < Mby.
Ensuite, montrer que pour tout n,k € N* avec k < n, on a

|akbk + -4+ anbn\ < (M — m)bk.

Exercice 30. (Test de Dirichlet) Soit (a,) une suite dont la suite des sommes partielles est
bornée et (by,) une suite telle que by, | 0. Montrer que la série

[0.9]

Z anby,

n=1

converge.

Exercice 31. (Théoréeme d’Abel). Soit > a, une série convergente. Montrer que »_ a,z"
converge uniformément sur [0, 1]. (Utilisez le lemme d’Abel pour montrer que si |a, + - -+ +
am| < €, alors |apa™ + -+ 4+ apa™| < € pour z € [0, 1].)
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