Analyse 2
Série 3

Convergence uniforme (solutionnaire)

1. Convergence simple

Exercice 1. Calculer la limite simple des suites suivantes.

sin(nx) :
0= { e S0 b) fula) = "¢, 2 € [1,50)
, siz = 0.

¢) fn(x) = tan (%)

Solution. a) Pour = # 0, on a

1

— Y
n|z|

sin(nx)

nr

donc la suite tend vers 0. Pour x = 0, la suite vaut 1 pour tout n. On a donc f, — f
simplement sur R, ou

sinon.

Fz) = {(1): six =0,

Exercice 2. Soit I un intervalle et (fy,) une suite de fonctions de I dans R. Montrer que
si pour tout x € I et pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout m,n > N, on a
|fn(z) — fm(2)| < &, alors il existe f:I — R telle que f, — f simplement sur /.

Exercice 3. Soit [ un intervalle, (f,) une suite de fonctions de I dans R et f: I — R une
fonction telle que f,, — f simplement sur .

a) Montrer que si chaque f,, est une fonction croissante sur I, alors f est croissante sur I.
b) Si chaque f;, est strictement croissante, alors f est-elle strictement croissante?

Solution. a) Puisque f;, est croissante, on a pour tout z,y € I, six < y, alors f(z) < fn(y).
Si comme l'inégalité est vraie pour tout n et tout z < y, on peut laisser n — oo et on obtient

f(x) < f(y)-

[o . . . . . .
b) Non. Par exemple f,(z) = 2" sur [0, %} est strictement croissante, mais la limite simple
est f(x) =0, qui est croissante, mais pas strictement croissante.
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Exercice 4. Soit la suite de fonction

0, s193€[—1,—%],
fol@)=q Bo+3, size (-3
1, swce(l,l]

Soit la suite (z,) définie par @, = 5.

a) Calculer le limite simple de (fy) sur [—1,1].

b) Calculer les limites suivantes :

0 J i fuon) i)l fen) i) folen)

2. Convergence uniforme

Exercice 5. Soit I un intervalle et (f,) une suite de fonctions de I dans R. Montrer que
frn — f uniformément sur I si et seulement s’il existe une suite (ay) telle que a,, — 0 et

|fn(z) = f(2)] < ap pour tout z € I.

Solution. =) On pose ay, = sup,cs|fn(x) — f(z)|. Cette suite dépend seulement de n et
elle tend vers 0 puisque f, — f uniformément sur /.

<) Puisqu'on a |fp(z) — f(z)| < ap, pour tout © € I, ay, est un majorant de |fp(z) — f(z)].
Il suit que

sup | fn(z) = f(2)] < an.
xel

Comme a,, — 0, par le théoréme des deux gendarmes, le co6té gauche tend vers 0 lorsque
n — oo et donc on conclut que f, — f uniformément sur /.

Exercice 6. Soit I un intervalle et (f,) une suite de fonctions de I dans R. Montrer que
si pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout x € I et pour tout m,n > N, on a
| frn(x)— fm(2)| < €, alors il existe f: I — R telle que f,, — f uniformément sur /. (Comparer
avec |'exercice 2.)

Exercice 7. Soit I un intervalle et (f,,) une suite de fonctions continues de I dans R. On
suppose qu'il existe f: I — R telle que f,, — f uniformément sur I. Soit (x,,) une suite de
I qui converge vers a € I. Montrer que

lim lim f,(zy) = lim lim f,(x,)= lim f,(z,)
n—oo0 m—0o0 m—00 N—00 n—oo

et que ces limites existent.

Solution. D’abord, on note que f est continue, puisque chaque f, 'est. On a donc

lim lim f,(z;) = nlgl;o fnla) = f(a)

n—oo0 m—00
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et

A, 33, fulam) = Jim flam) = (@)

Pour la derniére limite, on a

[fulwn) = fa)] < [falzn) = fzn)] +[f(2n) — f(a)]
<sup|fu(z) = f(2)| + |f(2n) = fla)].

xel

La derniére ligne tend vers 0 lorsque n — oo, car f, — [ uniformément sur [ et f est
continue en a. Par le théoréme des deux gendarmes, on conclut que le coté gauche tend
vers 0, c’est-a-dire que fp,(z,) — f(a).

Conclusion : les trois limites existent et elles valent f(a).

Remarque. Si on compare avec le numéro 4, on voit qu’il était nécessaire d’utiliser la conver-
gence uniforme pour montrer que lim,_,~ fr(zn) = f(a).

Exercice 8. Calculer la limite simple des suites suivantes. Ensuite, déterminer si la suite
converge uniformément.

a) fn(x) = e ™ sin(2nz) pour x € [0, 00).
b) fn(z) = (lTi:W pour z € [a,00), ot a > 0.
¢) fn(z) =sin" xcosz pour z € R.

Solution. a) Pour z # 0, on a
|[fa(2)] < €7 =0

lorsque n — co. Pour x = 0, on a que f,,(0) = 0 pour tout n. Ainsi, f, — 0 simplement sur
0, 00).

Ensuite, on anayse la fonction. On a

fh(x) = —ne " sin(2nx) + 2ne” " cos(2nw).
Les points critiques f,(z) = 0 sur [0,00) sont donnés par —ne "*sin(2nz) +
2ne~"% cos(2nz) = 0, c’est-a-dire tan(2nz) = 2. D'ott f(z) = 0 si z = a2,

Enfin, il n’est pas nécessaire de vérifier que c¢’est le maximum, puisqu’on a

_ ., arctan?2

arctan2) _ —npdrctan2 . arctan 2
fn(T) =e 2n - SIn (Qn—

2n

— arctan 2

=e~ 2 sin(arctan2).

Ainsi, on obtient
— arctan 2

sup |fn(z)] > e~ 2 sin(arctan2) > 0 pour tout n.
[0,00)

Conclusion : supg ) | fn(z)| 7 0 lorsque n — oc.
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Remarque. On aurait pu sauver du temps en remarquant que

sup |fn(2)] > fu(2) = e 1sin(2) > 0 pour tout n.

[0,00)

b) On a

1
sup |fn(z)| < —— =0
[a,00) ’ ( )‘ (1 + a)n

lorsque n — oo, donc f,, — 0 uniformément.
¢) On voit que f,;, — 0 simplement, puisque sin" z — 0 lorsque n — oo pourvu que sinz # 1.
Si sinx = 1, alors cosz = 0, donc f,, = 0 dans ce cas.

Ensuite, on analyse la fonction sur lintervalle [0,27], puisque la fonction est 27-
périodique. On a
fi(x) =sin" ta((n+ 1) cos?x —1).

Les points critiques sont

1
T = arccos s
! (m 1)

Tl :27T—$1,

1
T9 = arccos ,
? (\/n—i—l)

xr3 = 27T—£132,

x4 =0,
Ty =T,
Tg = 2m.

Puisque fi,(z4) = fn(zs5) = fu(xe) = 0, on peut ignorer ces points critiques. Pour les autres,
on a

n
1 1
fn( O) fn( 2) fn( 1) fn( 3) ( n+1> \/ﬁ
Ces points sont les maximums ou minimums, donc a on

sup | fu| = | fu(x0)] — 0
R

lorsque n — oo.

Exercice 9. Soit (fy,) et (gyn) deux suites qui convergent uniformément respectivement vers
f et g sur un intervalle /. On suppose que f et g sont bornées. Montrer que ( f,gn) converge
uniformément vers fg.

Solution. D’abord, on note que

Jngn — f9 = Jngn — fng + fng — fg.
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Par hypothése, on a sup | f| < My et sup |g| < M.

Ainsi, on a

|fn9n - fg‘ = |fn9n — fng + fng — fg’
< |fullgn — gl + 19llg — gnl.

Puisque f, — f uniformément et que f est bornée, f,, est bornée par une constante R qui
ne dépend pas n. En effet, on a

[ful < [fn = fI+ IS

Pour € > 0 fixé et un N assez grand, on a
’fn| S e+ ]V[[)

pour n > N. Si|f,| < Ry, alors on prend R = max{Ry, Rz, ..., Ry, + My}.

On conclut que

|fn9n - fg| < ‘f’rLH.(]n - g’ + ’9”9 - gn|
< Rlgn — gl + Milg — gnl.

Cette derniére ligne tend vers 0 lorsque n — oo indépendamment de x.

Exercice 10. Soit (f,) une suite de fonctions sur un intervalle I et soit f:/ — R une
fonction telle que f, — f uniformément sur /. Soit J un intervalle tel que Im f,,, Im f C J
pour tout n € N et g: J — R. Montrer que si g est uniformément continue sur J, alors la
suite (g o fp) converge uniformément vers g o f sur /.

Exercice 11. Soit (f,) une suite de fonctions de (a,b) — R uniformément continues. On
suppose qu’il existe f:(a,b) — R telle que f,, — f uniformément sur (a,b). Montrer que f
est uniformément continue.
Solution. Soit € > 0. Il existe N € N tel que sup, ) |f(z) — fn(z)| < 5. Puisque fn est
uniformément continue, il existe § > 0 tel que pour tout =,y € (a,b), si |z — y| < 9, alors
|fn(z) = fn(y)] < 5.

On a donc, pour tout z,y € (a,b) avec |z — y| < 9,

(@) = F)l < |f(2) = fn(@)| +[fn(z) = n @)+ | n(y) = Fy)]
< §+ % +§ =e.

D’ou f est uniformément continue sur (a,b).



3. Convergence uniforme et intégration
Exercice 12. Soit

fol) = {n%(l —nzx), siz€l0,1/n],

0, sinon.
a) Trouver la limite simple de (f},).
: 1 1
b) Calculer nh_)rglo Jo foet [y f

c) Déduire que la convergence n’est pas uniforme.

Solution. a) Si x > 0, alors il existe N € N tel que = > % Ainsi, pour tout n > N, on
a fn(z) =0, dou fy(z) — 0 lorsque n — oo. Si x = 0, alors f,(0) = 0 pour tout n, donc
fn(0) — 0 aussi.

conclusion : f,, — 0 simplement sur [0, 00).

. 1 . s .
b) L’intégrale fo fn est I'aire sous la courbe d’une parabole. On calcule directement

B
/ —/ n?z(1 — nx)dx
0 0
1

= /n (n2x - n3$2)dx
0

o Y o L
B n2z? n3z3|n
2 3 1o
B 1 1 B 1
2 3 6

Enfin, il clair que fol f=0.

¢) La convergence n’est pas uniforme sur [0, a] pour aucun a > 0, car si elle Pavait été, on

1
aurait que foa fn — 0 lorsque n — oo, mais au b), on a trouvé que fo” fn = % pour tout
n € N.

Exercice 13. Montrer que

1
im [ 1 (%)
no o (1+3) ¢

en suivant ces étapes. On pose fp(z) = e* — (1 + %)n

a) Montrer que f,(lj)(O) >0 pour j € {1,2,...,n — 1} et calculer fén)(:v).

b) Montrer successivement que fT(L”—l) 2)
sante et donc que f, est croissante.

. n— . .
est croissante, fé est croissante, .. ., f,’L est crois-



¢) Deéduire! que f,, — 0 uniformément sur [0, 1] et donc que —L=< — e~ uniformément
(1+3)
sur [0, 1].
Indice. Pensez a utiliser ’exercice 10.

d) Montrer ().

Solution. c¢) On sait que f,,(0) = 0 et que f, est croissante, donc |f,,| atteint son maximum
en z = 1 sur 'intervalle [0, 1]. On a donc

sup [ fn(z)] = fn(l) =€ — (1 + %)n — 0
z€[—1,1]

lorsque n — co. D’ou (1 + %)n — e” uniformément sur [0, 1].

On pose maintenant g, (z) = (1 + %)n et g(z) = e*. Par ce qui précéde, on a que g, — g
uniformément sur [0, 1]. De plus, remarquons que g, (z), g(x) > 1 pour tout n € N et tout
x € [0, 1], donc Im(gy,), Im(g) C [1,00).

Ensuite, on définit h:[1,00) — [1,00) par h(z) = % Cette fonction est uniformément
continue, puisque par le théoréme des accroissements finis, pour tout z,y € [1, 00), il existe
& entre x et y tel que

1
|h(x) = h(y)| < g!x —yl <z —yl

L’inégalité |h(z) — h(z)| < |x — y| tient pour tout z,y € [1,00), donc il suffit de prendre
0 = ¢ dans la définition de continuité uniforme pour conclure que h est bien uniformément
continue.

Enfin, on a Im(gy,,), Im(g) C [1,00) = dom(h), donc, par le numéro 10, on a que ho g, —

h o g uniformément sur [0, 1]. Autrement dit, on a montré que ﬁ — % uniformément sur

[0, 1], comme voulu.

Exercice 14. Calculer les limites suivantes.
5 4y
a) lim (tanx)"dx b) lim — —,avec 2 < A< 0
n—oo Jg n—oo Jo 14 y"

Solution. b) On voit que pour y € [2, A],

1
1427

1
14y

S ‘

1
J 1+y’ﬂ

Par le théoréeme sur la convergence uniforme et 'intégrale, on a

A A
d
lim / L / O0dy = 0.

On tient pour acquis que (1 + %)" — e lorsque n — oo, puisque cela est sensé étre vu en analyse 1.

lorsque n — oo. Ainsi — 0 uniformément sur [2, A].
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Optionnel. Ici, on peut méme voir que l'intégrale impropre lorsque A — oo est nulle. En
effet, on a pour y € [2,00) et n > 2
1 1
< .
1+yn - 1+y22n72

Ensuite, on voit que

14_y22n—2<_ \/9n—2

Si on laisse A — oo, on obtient

A
/A dy arctan(v2n—2y)
2

)|

/Oo dy - Z — arctan(v2"22)
2 1+y" '

2n72

Enfin, si on laisse n — 0o, on trouve que

o0
d
lim / (. 0
n—oo Jo 14 y"

Attention! On ne peut pas utiliser le théoréme vu en classe pour échanger la limite
lorsque n — oo et 'intégrale impropre. En effet, le théoréme ne fonctionne que pour une
intégrale de Riemann normale (sur un intervalle compact). En fait, la difficulté ici est

d’échanger deux limites : Alim et lim , ce qui est toujours un processus délicat en analyse
00 n—oo

et méme souvent faux.

Exercice 15. Soit (fy,) une suite de fonctions dérivables de [a,b] — R. Soit f:[a,b] — R
une fonction dérivable telle que f, — f simplement sur [a,b] et f; — f’ uniformément sur
[a,b]. Montrer que f,, — f uniformément sur [a, b].

Solution. Puisque f,, et f sont des primitives de f], et f’ respectivement, par le numéro 1
du devoir 1, on a fn(2) — fu(a) = [ fl et f(z) — f(a) = [ f'. Ainsi, il suit que

La&—[ff+hw%aﬂ®

é/ﬂﬁ—fﬂHhWPJMN

() = f(2)] =

b
< [15= 11416 - fla)
— 0 lorsque n — oo,

puisque f; — f" uniformément sur [a,b] et f,(a) — f(a) lorsque n — oo.

Exercice 167. Soit f:[a,b] x [c,d] — R une fonction telle qu’il existe C' > 0 tel que
|f(x1, 1) = fla2,y2)| < C (w2 — 21] + ly2 — w1]).
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a) Montrer que y — f(x,y) est continue pour tout = € [a,b] (et donc intégrable).

b) On pose F(z) = fcd f(z,y)dy. Montrer que F' est continue.

Solution. a) On a simplement

(2, y1) = f@,92)] < Clya — 1l

Lorsque y2 — y1, on voit que f(x,y2) — f(z,y1), d’ou f(x,-) est continue en y = y;. Comme
y1 et x sont arbitraires, on en déduit le résultat.

b) On a

d d
Fm+m—th:/fm+mww—/fww@

d
é/!ﬂx+hw—f@wﬂw

d
S/ Clz + h — x| dy
&

= h(d — c).
Lorsque h — 0, on voit que F'(z + h) — F(z), comme voulu.

4. Convergence uniforme et dérivation

Exercice 17. Pour les suites suivantes, déterminer si chacune converge uniformément et si
la suite de ses dérivées converge uniformément sur 'intervalle indiqué.

a) fo(z) =y/22+ 2 swrR b) fu(z) = { %7 stz #0, sur[—1,1]

0 six =0,
nxz(l —nx), siz€l0,5],

= 20 1], 000 <a <1
c) fn(z) {%7 siz> L, sur [a, 1], ot a
Solution. a) Il est clair que f, — f(z) := |z| simplement sur R. Ensuite, on pose g,(x) =

\J o2+ % — |x|. On voit que g, est paire, donc on peut analyser la fonction sur [0,00). En
x = 0, elle n’est pas dérivable. Pour > 0, on a

X
i) = ———

pour tout z € (0,00). Ainsi, g, atteint son maximum en x = 0. On a

sup|fu = f1 = gal0) = /2 0

z€R
lorsque n — co. On conclut que f, — f uniformément sur R.

—1<0

Puisque f n’est pas dérivable en 0, il est impossible que f/, — f’ uniformément sur R.
(On peut montrer que f; — f’ simplement sur R\ {0}, mais ce n’est pas ce que demande la
question.)



b) 11 est clair que |fp(z)| < 2 < L pour tout z € [—1,1]. Ainsi, il suit que f, — 0

n
uniformément sur [—1, 1].
Ensuite, pour x # 0, on a

N 2x sin (i) B Cos( L )

nx nx

n n

Pour z =0, on a

_ h%sin ()
fa0) = Jimy =52 = 0.

Ainsi, on voit que |f] (z)| < % - n% pour tout 2 € [—1,1]. On conclut que f, — 0 uniformé-
ment sur [—1, 1].

On remarque ici que f; n’est pas continue en 0, mais elle converge quand méme unifor-
mément vers f/'(x) = 0, qui elle, est continue.

Exercice 18. Soit fn(z) = 71, définie sur [0, 1].
a) Montrer que (f,,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction f dérivable.

b) Montrer que (f],) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction g et que g # f’.
Exercice 19. Refaire le numéro 15 en utilisant le théoréme des accroissements finis.

Exercice 20. Soit I, .J deux intervalles fermés. Soit (f,,) une suites de fonctions dérivables
de I — J. Soit f:I — J une fonction dérivable telle que f, — f simplement sur I et
f} — f’ uniformément sur /. Montrer que si g: J — R est uniformément continue, dérivable
et si ¢’ est uniformément continue sur J, alors (g o f,) — (g o f) uniformément sur I.

Exercice 21. Soit (f,,) une suite de fonctions dérivable sur R et avec f, continue. Montrer
que si f, — f simplement sur R et si pour tout compact [a,b] C R, il existe g: [a,b] — R
telle que f; — g uniformément sur [a, b], alors f’ existe et f/(z) — f'(x) pour tout z € R.

Solution. Si g; est la limite f] sur [a, b] et g2 est la limite de f], sur [c, d], alors sur [a, b]N][c, d],
on doit avoir g; = g9, car la limite est unique.
Soit x € R. Le théoréeme de dérivation et convergence uniforme montre que f est

dérivable en x. De plus, le paragraphe précédent montre que f'(x) est bien définie. Ainsi,
pour tout x, f'(x) existe.
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5. Convergence uniforme et séries

Exercice 22. On pose

fla) =3 "
k=1
pour z € (—1,1).
a) Calculer
lim_ f(z).
z——1

b) Est-ce que f(—1) converge? Ceci est un exemple ou 'on ne peut pas échanger la limite
avec la série.

Exercice 23. Montrer que

> cos(2nx)
/ (Z on — 1) 2n+1)dx>:0'

n:1

Solution. Pour chaque n, on a

cos(2nx) - 1
2n—1)2n+1)| — (2n—1)%

y N . . L. o0 y
On pose donc M, = Par le critére de Weierstrass, puisque la série Y ", M,

1
(2n—1)2"

converge, la série de départ converge uniformément sur R.

. s
Puisque cos(2nx)dx = 0. On conclut que
0

" (o cos(2nx) 1\ 0 om cos(2nz) )
/0 (nz_:l (2n — 1)(2n + 1)d"3> - Z /0 2n—1)(2n + 1)d

Exercice 24. Soit

a) Montrer que la série de f converge uniformément sur R.
b) Montrer qu’elle ne converge pas absolument.

Solution. a) On pose
m (_1)71,71

@) =2 S

n=1
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o0 1 n—1 0 -1 n—m-—1
) sl =| Y Sy B
n=m-+1 ’ n=m-+1 ’

Ensuite, en regroupant les termes deux a deux, on voit que

1 1
m+2k+1+22 m+2k+2+a2
1
(m+ 2k + 1+ 22)(m + 2k + 2 + 22)
< 1
= (m+2k+1)(m+ 2k +2)
1
 —
= (m+2k)?
- 1
~ (m+k)?
Ainsi, on a
o0 1 00 1
Sﬁp‘fTrL(*L>_f(‘L)‘ S k_om kz_: ﬁ

Comme cette derniére série est convergente, lorsque m — o0, elle tend vers 0. On a donc
que fp, — f uniformément sur R.

b) Pour chaque x > 1, on a [z] <z < 2[z]. Ainsi, on a

nz_:ln+x222n+4 Z ﬁ

et cette derniére diverge. Les autres valeurs de x se font de la méme facon.
Exercice 25. Montrer que f’(x) existe pour tout z, ou f est la série de I'exercice précédent.

Exercice 26. Soit la série -
x
0 =2
a) Montrer que la série converge simplement sur R.
b) Montrer que la série converge uniformément sur [0, R| pour tout R > 0.
¢) Montrer que f'(z) existe pour tout = € R.
Solution. b) Sur [0, R], on a

x - R
n? +x2 — n?’
donc on pose M, = n%. Par le critéere de Weierstrass, on a conclut que la série converge

uniformément.
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c) La dérivée du terme général est

d =  (n®+2%)—2(22)
den?+22 (n? + 22)?
 on?—a?
o (n? + 1;2)2
n?—0
=2 1 02)2
1
3

/
On utilise le critiére de Weierstrass avec M,, = n% pour conclure que la série » (n;?)

converge uniformément sur R. De plus, on voit que les sommes partielles de cette série sont
continues. On conclut que f est dérivable sur R.

Exercice supplémentaire

Cette section est optionnelle.

Exercice 27. Soit f,(z) =

xT
ment vers f(z) = 1 sur (0,1], mais que la convergence n’est pas uniforme.

sur l'intervalle (0, 1]. Montrer que f, convergence simple-

1
n

Dans 'exercice précédent, la suite (fy,) converge simplement vers une limite f qui est
continue, méme si la convergence n’est pas uniforme. Cela n’est pas un hasard! En fait,
la convergence uniforme est trop forte lorsqu’il est question de continuité ponctuelle. On
introduit donc un type de convergence plus forte que la convergence simple, mais plus faible
que la convergence uniforme.

Définition. Soit [ un intervalle et (f,,) une suite de fonctions définies sur I. Soit f: I — R
une fonction. On dit que (f,) converge uniformément localement vers f sur I si pour tout
compact K C I, on a que f,, — f uniformément sur K.

Exercice 28. Montrer que si une suite (fy,) converge vers f uniformément localement sur /
et si chaque f,, est continue sur I, alors f est continue sur I.

Exercice 29. Montrer que f,(z) = ﬁ converge uniformément localement sur (0, 1] vers
T

flay=1.
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