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Introduction

Ce document constitue les notes de cours pour le cours d’analyse 2 & I'Université de Montréal.
Ce texte traite de I'analyse des fonctions d’une variable réelle et fait suite & la matiére du
cours d’analyse 1. Le premier chapitre compléte le calcul différentiel et intégral. Les autres
chapitres sont plutét axés sur la théorie des fonctions, plus précisément la notion de suite de
fonctions et des différentes convergences, des liens entre la dérivée, 'intégral et la limite et
les séries de fonctions et, enfin, la décomposition d’une fonction en une série de Fourier.

\/Vm' Idée inspirée du TgXbook, les paragraphes comme celui-ci, précédés d’un sinus du topologue,
contiennent des remarques ou des explications qui peuvent étre ignorées lors d’une premiére lecture.
Ils sont composés en taille 10pt, donc on peut facilement savoir ot se termine le passage. Ces sections seront
étiquetés ainsi pour 'une des raisons suivantes : des outils qui ne sont pas supposés maitrisés pour le cours
sont utilisés, le raisonnement devient un peu plus difficile a suivre (c’est ce qui a inspiré le symbole), le
contenu s’éloigne un peu trop de la discussion ou du cadre du cours, un exercice plus difficile.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1. Retour sur la continuité uniforme

On rappelle ici la notion de continuité. On verra aussi la continuité uniforme.
Pour toute la section, on considére I C R un intervalle (borné ou non) et f: I — R une
fonction.

Définition 1.1.1. (Continuité) On dit que f:I — R est continue en xg € I si pour tout
e > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x € I, on a

lvg — x| <d = |f(xo) — f(2)| < e.

On dit que f est continue si f est continue pour tout x € I.
KA Hk

Définition 1.1.2. (Continuité uniforme) On dit f:1 — R est uniformément continue si
pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour tout x,y € I, on a

v —yl <o =1[f(z) - fy)| <e

Exemple 1.1.1. Soit f:(0,1) — R la fonction définie par

1

kokokosk

Elle est bien sire continue. Pour voir qu’elle n’est pas uniformément continue, on pose £ = =.

Ensuite, on considére 0 < § < % quelconque (si 6 > %, il suffit de prendre z = %1 et y = %

[\

pour obtenir une contradition). On restreint x a l'intervalle (0, %) et on pose y = = + g.
Ensuite, on a




Ainsi, en prenant z < HL‘S < % on obtient
2

[f(z) = fy) >

On conclut que f n’est pas uniformément continue.

=¢&.

Le probléme de ce contre-exemple est que quand x tend vers 07, f tend vers l'infinie.
En fait, on a une réciproque partielle.

Théoréme 1.1.3. Soit f:(a,b) — R une fonction continue. Si les limites

lim f(z) et lim f(2)
rz—at x—b~

existent, alors f est uniformément continue.
En particulier, si f:]a,b] — R est continue sur Iintervalle compact [a,b], alors [ est
uniformément continue.
La continuité uniforme sera fort utile pour déterminer l'intégrabilité d’une fonction.
Enfin, on rappelle les résultats suivants concernant les fonctions continues.
Théoréme des valeurs intermédiaires 1.1.4. (TVI) Si f: I — R est continue, alors pour

tout z,y € I tels que x < y et pour tout c tel que f(z) < ¢ < f(y) ou f(y) < c < f(x), il
existe z tel que x < z <y et f(z) = c.

Théoréme 1.1.5. Soit f: I — R une fonction continue. Si I est un intervalle compact, alors
f atteint son maximum et son minimum. En particulier, f est bornée.

1.2. Retour sur la dérivée d’une fonction

On rappelle que f est dérivable en x € I si la limite

o fa )~ f(@)

h—0 h

existe. Dans ce cas, on la note f'(x) ou %(m). On dit que f est dérivable si f est dérivable
pour tout x € I.

On étend la notion de dérivée aux intervalles fermés. Si f est définie sur un intervalle
de la forme [a, b) ou [a, b], on définit la dérivée a gauche par

)= 1 L) =)

h—0t h

)

lorsque la limite existe. La limite & droite, sur un intervalle de la forme (a,b] ou [a,b] se
définit de facon analogue.

Si on dit que f est dérivable, cela veut dire que f est dérivable en tout x € I, y compris
a droite ou a gauche si I'intervalle inclut 'une de ses extrémités.

La définition de la dérivée est équivalente a D'affirmation suivante : il existe L € R et
une fonction r telle que r(h) — 0 lorsque h — 0 et

f(x+h) = f(x)+ Lh+r(h)h.
Dans ce cas, f est dérivable et f/(a) = L. Cela se généralise de la fagon suivante.
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Théoréme des développements limités 1.2.1. Soit f: I — R, soit a € I, soit n > 1 et
on suppose que f(™(a) existe. Alors

n (k)
flath) =% / k,(@ ¥ 4 e(h)h™,
k=0 '

ou €(h) — 0 lorsque h — 0.
Un résultat important des fonctions dérivables est le suivant.

Théoréme des accroissements finis 1.2.2. (TAF) Si f:[a,b] — R est continue sur [a, b]
et dérivable sur (a,b), alors il existe £ € (a,b) tel que

f(0) = fla) = £ ()b —a).

Corollaire 1.2.3. Si f: I — R est continument dérivable, alors pour tout a < b dans I, il
existe M > 0 tel que pour tout a < x <y <b, on a

|f(y) — f(x)] < My — =.

Le théoréme des accroissements finis se généralise par le théoréme de Taylor.

Théoréme de Taylor 1.2.4. Soit f:I — R une fonction n + 1 fois dérivable sur I. Soit
a €1 et h tel que a+ h € I. Alors il existe £ entre a et a + h tel que

fla+h) = fa)+ f'(@h+ 3 (@h* + - + 5 [ (@)h" + gy f DR

1.3. Classes de fonctions dérivables

\/VW Cette section est optionnelle. La matiére n’est pas nécessairement difficile, c’est plutot une question
de temps.

Définition 1.3.1. Soit [ un intervalle (borné ou non).
1. On définit 'ensemble C°(1) par

CI) :== {f:1 =R | f est continue}.

2. On définit I'ensemble C(I) par

CHI):={f:1 — R | f est dérivable et f’ est continue}.
3. Pour n > 2, on définit

C"(I):={f:1 =R | f est dérivable et f' € C"~1(I)}.
4. On définit I'ensemble C*°(I) par

Co(I) = () ¢"(D).
neN

Lorsque f € C™(I), on dit que [ est de classe C".
Skokokosk



Autrement dit, C™(I) est I'espace des fonctions n-fois dérivables dont la dérivée n-iéme
est continue. L’ensemble C°°(I) est I'ensemble des fonctions infiniment dérivable. Si I est
un intervalle, ¢’est un ensemble non vide, puisque les fonctions constantes en font partie.

Il en va de soi que 'on a les inclusions suivantes

C®(I)c---cCMI)c---c C*(I) cctua) c o).

De plus, les inclusions sont strictes, puisque la fonction f(z) = (max{0,x})" est n — 1-fois
dérivable, mais pas n-fois.

\/Vm' Les ensembles C™(I) forment un espace vectoriel pour chaque n € NU {oo}. En effet, si f,g,h €
C"(I) et si a, B € R, alors

(1) af € C™(D);

(2) af + g € C"(1);

(3) alf+9)=af +ag.

Quelle est alors la dimension de 'espace? En fait, il s’agit d’un espace de dimension infinie. L’espace est
donc plus difficile & cerner, puisqu’on ne peut pas facilement utiliser une base et des matrices pour travailler.
Par exemple, pour = € I, on peut définir une application linéaire L,: C™(I) — R par

L. (f) = f(=),
mais cette application ne se représente pas par une matrice.
Exemple 1.3.1. 1. f(z) = 1 est de classe C°°(0, 00).
2. g(x) = |z| est de classe CY(R) et de classe C°°(0, 00).
3. un polyndome est de classe C*° sur R.

1.4. Petit o et grand O

On utilisera la notation du petit o de Landau.

Définition 1.4.1. Soit a € R et soit r et h deux fonctions définies sur un voisinage de a.
On dit que 7 est un petit o(h(z)) lorsque x — a (dit « petit o de h ») si

lim —= =0
z—a h(z)
Par abus de notation, on écrit parfois r(z) = o (h(x)). Lorsque le contexte est clair, on
r—a

écrira simplement r(x) = o(h(z)).
Kook

L’exemple suivante illustre un peu mieux comment cette notation sera utile.

Exemple 1.4.1. La fonction f est dérivable en zq si et seulement s’il existe A € R tel que
flzo+h) = f(l’o) + Ah + o(h), (*)
pour tout || assez petit. Dans ce cas, on a f'(zg) = A.
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Démonstration. On suppose que f est dérivable. Dans ce cas, on pose

r(h) = f(zo + h) — f(z0) — f'(z0)h,
ol h est assez petit pour que f soit définie en zg + h. On voit que

i T @0+ 1) — f(ao)
h—0 h h—0 h

— f(w0) = f'(z0) — f'(x0) =0

et donc 7 est un o(h). Ainsi, 'équation () est vérifice avec A = f/(x).
Maintenant, on suppose qu'il existe A € R tel que (x) est vraie. On a alors

f(zo +h) — f(x0) o(h)
=A+—.
h T
Lorsque h — 0, le coté droit converge vers A, donc le c6té gauche converge également. Ainsi,
on a bien que f/(x¢) existe et f'(xg) = A. O

En fait, cet exemple s’applique aussi aux développements limités.
Exercice 1. Développements limités. Montrer que si f est n-fois dérivable en zq, alors
h? h'
flzo+h) = fzo) + f'(zo)h + f”(»’lfo)g +ot f(")(»’lfo)m +o(h™).

Proposition 1.4.2. La notation du petit o vérifie les propriétés suivantes :

1. sig=o(f) et h=o0(f)+ o(g), alors h = o(f);
2. Si h = fo(g), alors h = o(fg).

La prochaine notation est celle du grand O. Elle est particuliérement utile en informa-
tique, pour 'analyse d’algorithme.

Définition 1.4.3. 1. Soit a € R et f,g:(a,00) — R deux fonctions. On dit que f est un
grand O(g(z)) lorsque v — oo s'il existe M > a et C' > 0 tels que pour tout = > M, on
a

|f(z)] < Clg(z)].

2. Soit zg € R. Soit f et g deux fonctions définies sur un voisinage de xg. On dit que f est
un grand O(g(x)) lorsque x — xq s'il existe C,m > 0 tel que si |x — xo| < m, alors on a

f(@)] < Clg()].

kokokx

Lorsque le contexte est clair, on ne précisera pas vers quelle valeur x tend. On commence
par le cas ou x — o0.
Exercice 2. Soit f, g: (0,00) — (0, 00) deux fonctions. Montrer que si

lim /(@)

200 g(x)

existe, alors f est un O(g(x)).

Ensuite, on s’attarde au grand O lorsque x — a. Voici des exemples.
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Exercice 3. Soit a > 0 et f,g:(—a,a) — (0,00). Montrer que si la limite

f(x)

z—0 g(l‘)

existe, alors f est un O(g(x)).

On a vu que le petit o est intimement lié aux développements limités. Le grand O est
quant a lui lié au développement de Taylor.

Théoréme 1.4.4. Soit f:1 — R une fonction de classe C"*' sur I. Alors pour |h| assez
petit, on a
h" 1
fla+h)=fl@)+ f@)h+-+ f(")(x)m +O(h™).

\/Vm' Comment cette notation est-elle utile en informatique? Lorsqu’on analyse un algorithme, il est
important de savoir si I’algorithme effectue un grand nombre d’opérations. Comme il est bien trop
difficile de calculer explicitement, ce nombre, on utile des ordres de grandeur. C’est 1a ou la notation grand
O est utile.

\/\Nu Exemple 1.4.5. On considére le programme suivant qui permet de determiner si un nombre x
appartient & une liste ordonnée L de nombres*.

Fonction chercher x dans L.
Soit « un nombre et L = (z1,...,2,) une liste ordonnée de nombres de longueur n.
1. Choisir a < 1 et b + n.
2. Tant que a < b :
tal a+b
choisir m < [“37].
Siz=uz,,
renvaoyer m,
sinon si z < Xy,
choisir b < m — 1,
sinon si > z,,,
choisir a + m + 1.
3. Renvoyer (). // Si on se rend ici, on n’a rien trouvé.

Le but de 'exemple n’est pas de vérifier que l'algorithme fonctionne, mais plutot de vérifier qu’il est efficace.
On détermine 'efficacité en fonction de la longueur de la liste n.

On définit une fonction f:N* — R comme suit : f(n) désigne le nombre d’opérations effectuer pour
accomplir ’algorithme pour une liste L de longueur n dans le cas oit la recherche est la plus longue possible.
Calculer f explicitement serait bien trop difficile, voire imposible. Au lieu, on montre que f(n) = O(logn)
lorsque n — co.

L’idée est la suivante : la boucle de I’étape 2 peut s’effectuer au plus |logy n] 4+ 2 fois, car & la j-iéme
itération, on voit que

b—a< .
23

et pour j = |logy n] + 2, on a

9 — 2[108;2 n|+1+1 _ 9. 2[10g2 n|+1 >2. 2log2n — o,

* Le pseudo-code est inspiré de la documentation de Python.
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Ainsi, il s’ensuit que
n+1 < +1

b—a< — <
27 2n

<1,

donc b = a puisque b et a sont entiers.
Ensuite, si a chaque fois que 'on exécute la boucle, on effectue au plus C' opérations, on obtient la borne

f(n) < C([logyn] +2) + D,
ou D est le nombre d’opérations effectuées dans les autres étapes & ’extérieur de la boucle et qui ne dépend

pas de n. Ceci montre que f(n) = O(logy n). Enfin, puisque log,n = llgég’, on a également f(n) = O(logn).

\/\/W Habituellement, on dit qu’un algorithme est efficace lorsque le nombre d’opérations est de 1’ordre
d’un grand O(polynéme) dans la dimension qui croit (dans lexemple précédent, cette dimension
est la longueur de la liste). Si l'ordre de grandeur est un grand O(logn), c’est encore mieux!

1.5. Fonctions élémentaires

Au thapitre 3, on verra les propriétés des fonctions transcendantes importantes. En atten-
dant, on tient pour acquis I'existence et les propriétés des fonctions suivantes. Ces fonctions
seront souvent utilisées dans les exemples, mais jamais dans les démonstrations, de sorte
qu’il n’y ait & aucun moment un argument circulaire.

Fonction | Dérivée Primitive Propriétés Valeurs spéciales
exp exp exp T exp(z +y) = exp(z) exp(y) | exp(0) =1

1 _ _
log = = rlogw —x log(zy) = log(x) + log(y) |loge =1
sin x COs T —Ccosx sin? z + cos? z = 1 ete. sin0 = 0,sin § = 1, etc.
CoS T —sinz sin x voir sin cos0=1,cos 5 =0, etc.
tan sec? x log(sec z) 1+ tan?x = sec? x etc. tan0 =0,tan 7 =1
secx sec x tan x | trop compliqué voir tan
arcsin x \/11—2 rarcsinx + 1 — 22 arcsinr + arctanx = § arcsin() = 0

—X

arctan x ﬁ xarctanx — % log(1 + z?)

1.6. Echanger ’ordre des limites

Cette section est optionnelle.
Il arrive parfois qu'une suite dépend d’un parameétre. Par exemple,

1 m
n

dépend de lI'indice n € N et m € N. Dans un tel cas, il est naturel de se demander si

lim lim am, = lim lim agpy,.
n—0o0 M—00 m—0o00 N—00

Dans le cas présent, on voit que I'égalité ne tient pas, méme si limy, o0 limy, o0 @y converge.
Ceci rend le résultat suivant d’autant plus surprenant.
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Théoréme (de la convergence monotone (pour les séries)) 1.6.1. Soit a:N — [0, 00) une
suite positive, ot a(m) représente a,. Soit by: N — [0, 00) une suite de suites positives telle
que bp(m) < byy1(m) pour tout m,n € N. Si b,(m) — a(m) lorsque n — oo pour tout

m € N, alors
o0 o

nh_rgo by(m) = Z a(m).
m=1 m=1

Corollaire 1.6.2. (Théoreme de Fubini (pour les séries)) Soit (@m.n)(mn)enxN Une suite a
deux indices. Si) > . am.p converge absolument, alors Y > am, converge absolument

et
o0 00 o0 00
22 ama= 2D ama
n=1m=1 m=1n=1

7

33

Comme le montre 'exemple @,y = (%) , il n’y a pas d’équivalent au théoréme de Fubini
pour les suites. En effet, la double suite (@) est positive et les deux limites

lim lim a;, =0 et lim lim apy, =1
n—oo Mm—oo m—0o0 N—00

convergent, mais elles ne sont pas égales, donc on ne peut pas échanger I'ordre des limites.

De facon général, échanger I'ordre de limites est un processus délicat que
I'on peut seulement effectuer sous des conditions trés précises.

La continuité et la dérivation sont des processus limites. Une bonne partie du cours sera
dédiée a déterminer s’il est possible ou non d’échanger 1'ordre des limites.

Morale : 11 est important que la double série converge absolument. Méme si > > amp et
Y on D m @mn convergent toutes les deux, cela n’est pas suffisant pour avoir égalité.
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Chapitre 2

Calcul intégral

2.1. Définition de l'intégrale de Riemann

Soit f:[a,b] — R une fonction. Le but est donner un sens précris a la notion « d’aire sous
la courbe ». Pour ce faire, on introduit quelques définitions.

Définition 2.1.1. Une subdivision (partition) de [a,b] est un sous-ensemble fini
P =A{xg,x1,..., 20}

de [a, b] tel que
a=xp < T <To < <z =0>0.

kokokx
xZ

n
I !
a X1 Zj b

Définition 2.1.2. (Sommes de Darboux). Soit f:[a,b] — R une fonction bornée et soit
P = {xg,...,ry} une partition de [a,b]. Alors on définit

[z —1,2;]

S(f,P):=> Mj(wj—wxj1), ouMj= sup f,
j=1

[zj—1,7;]

I(f,P) = ij(l'j - $j—1), oumj= inf f.
j=1

*okok k
I(f,Q) S(f, P)
T T !
a T Ty I3 Ty Tg b a 1 T2 I3 Ty Te b

5 5

Lemme 2.1.3. (de raffinement). Soit P et () deux partitions de [a,b]. Si P C @, alors

I(f,P)<I(f,@) et S(f,P)=5(fQ).

12



Lemme 2.1.4. Pour toutes subdivisions P,Q, on a I(f, P) < S(f,Q).

Définition 2.1.5. On définit I'intégrale supérieure et inférieure respectivement par

b b
[ r=ngtsg e [t P,

ou l'infimum et le supremum sont pris sur toutes les subdivisions P possibles de [a, b].

*oxokok
b b

Lemme 2.1.6./f§/ f
a a

Définition 2.1.7. Soit f:[a,b] — R une fonction bornée. Elle est intégrable (au sens de

Riemann) si o
/ib /= / 't

Dans ce cas, on note la valeur commune fab f (ou ff f(x)dz).
Stk

Remarque. De fagon équivalente, f est intégrable si et seulement si pour tout € > 0, il existe

une partition P de [a, ] telle que |S(f, P) — I(f, P)| < e. (Exercice.)
kKK

Remarque. Cet exemple démontre que ’aire sous la courbe d’une droite horizontale corres-

pond bien a 'aire d’un rectangle.
*ok Ak

2.2. Propriétés de l’'intégrale

1. Soit a < ¢ < b. Alors f est intégrable sur [a,b] si et seulement si f est intégrable sur

la, c] et sur [c,b]. Dans ce cas, on a
b c b
[o-fofs
a a C

2. Si f, g sont intégrables sur [a, b], alors f + g Pest aussi et

/ab<f+g>—/abf+/abg

3. Si f est intégrable sur [a, b], et si ¢ € R, alors cf est intégrable sur [a, b] et

/abcf:c(/abf).

4. Si f et g sont intégrables sur [a,b] et si f(z) < g(x) pour tout = € [a, b], alors

/f</

13



Inégalité triangulaire

/abf S/ablfl

2.3. Intégrabilité des fonctions continues

Théoréme 2.3.1. Si f:[a,b] — R est une fonction continue, alors elle est intégrable.

On rappelle que si f est continue sur [a,b], alors f est bornée et f est uniformément
continue.

La fonction f:[0,1] — R définie par

flz) = {Siﬂ(%)a si z € (0,1],

0, siz =0,

est-elle intégrable?
La réponse est oui, mais on ne peut pas faire appelle au théoréme précédent.

Corollaire 2.3.2. Si f:[a,b] — R est continue sur [a, b, sauf en un nombre fini de points,
et si [ est bornée, alors [ est intégrable.

2.4. Théoréme fondamental du calcul

Théoréme fondamental du calcul 1. Soit f:[a,b] — R une fonction continue. On définit

F:la,b] - R par
Flz) :/ f

Alors F est dérivable et F'(x) = f(x) pour tout x € [a,b].

Théoréme fondamentale du calcul 2. Soit f:[a,b] — R une fonction continue. Soit
F:[a,b] — R une fonction dérivable telle que F' = f. Alors

b
/ f=F(@®) - F(a).

Remarque. La fonction F' s’appelle une primitive de f. Selon le TFC1, une primitive existe
toujours (lorsque f est continue) et selon le TFC2, une primitive est unique a Paddition

d’une constante prés. Souvent, on écrit [ f(z)dz = F(x) + C.
kkokok
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2.5. Techniques d’intégration

1. Intégration par partie
Soit u, v: [a,b] — R des fonctions dérivables avec v/, v’ continues. Alors

/ab v’ = u(b)v(b) — u(a)v(a) — /ab v

2. Intégration par substitution
Soit f:[c,d] — R une fonction continue et g: [a, b] — [c, d] une fonction continue, dérivable
et avec ¢’ continue. Alors

b g(b)
2\ d (z)dx = uw)dzx.
/a f9(2))d' (@) / NG

Remarque. Si g(a) > g(b), alors il faut interpreter

/g(b) /g(a)
o) Jow)
koskok %k

3. Simplication algébrique

E le 2.5.1 /1 | 2“_101 +1
Xem e «J.l. —AX = —dUu u=2x
P 0o Vr+1 1 Vu

du =dz

4. Simplication trigonométrique

3
’?mme 2.5.2. /cosxcos(Zx)(u:/COSI+QCOS< x)dx

sinx  sin(3z)
2 6

15



5. Fractions partielles

Exemple 2.5.3 /d—x—/ do
presse w17 Gy -1
1 1
_/ (x—l_x—i—l)dx

1
=—log(z —1) — 5 log(x 4+ 1)

1
2

DN | =

2.6. Intégrales impropres

2.6.1 Intégrales de fonctions non bornées

La définition de | ; f prend pour acquis que f soit bornée sur [a,b]. 1l arrive parfois que f
est bornée sur [a + €, b] pour chaque € > 0, mais pas sur [a,b] lui-méme. Dans ce cas, on

-1z b . . .
peut considérer fa+€ f si elle existe et si

b
/ f—¢ lorsque e — 0T,
a+te

alors on dit que l'intégrale impropre f j f converge et on écrit

/abfzz.

R . . ., N b—
(De méme, si la singularité est en b, alors on considére fa ° f lorsque € — 0.)

Remarque. Si une fonction f est définie sur [a,b) U (b, c], il se peut que la limite

([ [ )

. A . . . b c . L.
existe méme si les intégrales impropres f . ou fb f divergent. Dans ce cas, on écrit

oL ([ L)

On appelle v.p. [ f la valeur principale de [ f.
Skokokosk
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2.6.2 Intégrales sur des intervalles semi-infinis
On suppose que [ f existe pour tout z > a. Si

T
s [ it

alors on dit que I'intégrale impropre faoo f converge et on écrit

mezé

(De méme pour [“__ f en considérant [ f lorsque z — —oc.)

2.6.3 Intégrales sur tout ’axe réel

Soit f:R — R. On dit que [ f converge si les deux intégrales [ f et ff’oo f convergent
toutes les deux. Dans ce cas, on écrit

Fofefs

Remarques. 1. Au lieu de faire la séparation en 0, on peut la faire en tout point a € R. Cela
ne change ni la convergence, ni la valeur.

2. 1l se peut la limite
y
s [ 5

. ~ . o . 7z .
existe méme si f_oo f diverge. Dans ce cas, on écrit

v.p. f_hm/rf

On appelle v.p. ffooo f la valeur principale de ffooo f.
KAk k

2.6.4 Tests de convergence pour les intégrales impropres

1. Le test de comparaison
Soit f, g:[a,00) — R deux fonctions continues. Supposons que

0 < flz) <g(x)

pour tout z > a. Si [ g converge, alors [ f converge aussi. (Donc si [ f diverge, alors
[ g diverge aussi.)

17



2. La convergence absolue implique la convergence
Soit f:[a,00) — R une fonction continue. Si [ |f| converge, alors [~ f converge aussi.
On revient maintenant a I’exemple

o
/ Cos x2 d.
0 14‘$

On note que

COS T 1 < 1
14+22] ~ 1422~ 22
et on sait que floo i—% converge.
Par le test de comparaison, on conclut que
/ | cosx
1 1%—$2

converge. Comme la convergence absolue implique la convergence, il suit que

* cos
/ oSz
1 1+ x2

/y COSIde:/l Costdx+/y COSIde
0 1ﬁ—$ 0 1%—$ 1 1ﬂ—$
1 o)
_}/ cos T dm—l—/ Ccos T Q.
0 1%—$2 1 14—$2

Remarque. Montrer la convergence de faoo f et trouver sa valeur sont deux problémes diffé-
rents. En général, le deuxiéme est plus difficile. En fait, on peut montrer que

/OO coS T T
dr = —
0 1+—x2 26

par des techniques de I’analyse complexe.

converge également.
Enfin, on a

kKK

\/Vm' \/\/M Les intégrales complexes peuvent parfois étre évalué a 'aide de leurs résidus. Le prochain
calcul n’a aucun lien avec la matiére du cours. On pose

eZZ

f(z) = W’

une fonction de la variable complexe z = x + 7y. Lorsque y = 0, on trouve

e cos T isinx

:1+x2_1+x2+1+x2'

f(x)

18



Cette fonction posséde un résidu en z = ¢ et z = —i. On s’intéresse seulement & celui en ¢, puisqu’on intégrera
seulement autour de ce résidu. Dans notre cas, le résidu se calcule par

iz 6_1
eS(f? 7/) zu—l;%,(z Z)f(z) zll_l;%; z +Z 22
Soit 7y, le lacet composé de l'intervalle [—n,n] et du demi-cercle C,, de 4 Y
rayon n, centré en 0 partant de ’axe réel positif jusqu’a ’axe réel négatif. &
Pour n € Net n > 2, on pose Cn
eiz
I, = / L
o 1+ 22 44
Par le théoréme des résidus, on a I’équation — P E
24 Contour d’intégration .
I, = 2in Res(f,i) = -~ = _. & o
2ie e
Ensuite, l'intégrale sur le demi-cercle s’approche de 0 lorsque n — oo :
1z 1z
/ €2dz‘ S/ le |2 |dz|
Chn 1 + z Ch |1 + z |
']
< / |dz| .
e, FP—1 dz] = |dz + idy|
e Y = | —mncosfdf + insinddb|
= / 1]
Cn = \/n2 cos2 0 + n2sin” 6 do
™ —nsin 6
_ / ne T e = ndg
o n*—1
< n /ﬂ- a6 (car e—nsin@ < 1)
—n2-1J, -
—0 lorsque n — oo.
On peut maintenant conclure
L= lim I,
e n—o00
1z
= lim %dz
n=oo )y, 1+z
" el% iz car v, est composé
= lim (/ eizdz—l—/ ¢ de) (car 7n P
nooo \Jopn 142 c, L+= de C,, et de [—n,n))
n 1z iz
J— M e
= lim e dz+0 (car [, 1952dz —0)
n eim
= lim dz (car y = 0 sur [—n,n])

n—oo |_ . 1-|—(E2

. " cosx +isinx
= lim — da

2
n—oo J_ 1—|—Jj
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cosx
1422

sin x

1422

Puisque est paire et que est impaire, on a

Ezhmz/ BT e 0.
e nooo Jo 14 a2

On conclut que
" cosw T
e = .
/0 1+ a2 2e
2.6.5 Le test de l’'intégrale pour les séries

La série Z converge-t-elle? Les tests vu en analyse 1 échouent sur cet exemple. L’in-

nlogn
tégrale fournlt un test plus raffiné.

Test de ’intégrale Soit f:[1,00) — R une fonction (continue) positive et décroissante.
Alors

Z f(k) converge < / f(z)dx converge.
1

k=1

2.7. Sommes de Riemann

Les sommes S(f, P) et I(f, P) sont appelés sommes de Darbouz. On présente briévement
le point de vue équivalent de Riemann.

Définition 2.7.1. 1. Soit P = {zg,...,x,} une partition de [a,b]. On appelle le tuple
€= (&,...,&) un test si & € [xj_1,2;] pour tout 1 < j < n.
2. Soit f:[a,b] — R une fonction bornée. On définit la somme de Riemann R(f, P,§) par

R(f,P,¢) = Zfsj —xj1).

3. La largeur d’une partition P = {zg,...,x,} est
1P = max (w; = 2j-).

kokskosk

Le point 1 de la définition n’est pas standard dans la littérature. On introduit la termi-
nologie d’un test seulement pour alléger le texte.
Remarque. On voit que

I(f, P) < R(f,P,§) <S(f,P) (1)

pour tout test &.
*okkok
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Les sommes de Darboux sont plus faciles a utiliser pour la théorie. Pour le calcul numé-
rique, les sommes de Riemann sont probablement plus utiles. De toute fagon, une intégrale
sera habituellement approximée par une méthode numérique telle la méthode de Simpson.

Théoréme d’équivalence des sommes de Darboux et de Riemann 2.7.2. Soit une
fonction f:[a,b] — R bornée. Alors f est intégrable si et seulement si f satisfait au critére
de Riemann : il existe S € R tel que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si ||P|| < 6, alors

|R<f»P7§)_S|<8

pour tout test £. Dans ce cas, on a S = fab f.

On voit que le théoréme porte sur les fonctions bornées. Si f vérifie le critére de Riemann,
elle est automatiquement bornée, donc on ne perd pas généralité. En effet, si f n’était pas
bornée, pour une partition P telle que pour tout test & on a |R(f,P,§) — S| < €, on
pourrait choisir une suite (§,,) de sorte que R(f, P,&,) — oo lorsque n — oo, ce qui est une
contradiction.

Lemme 2.7.3. Si f est intégrable, alors pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute
partition P, on ait
si ||P|| <6, alors S(f,P) — I(f,P) <e.

Démonstration. Soit € > 0. On sait qu’il existe P- = {yo, ..., yq} telle que

S(f,Pg)—](f,P5)<

DO ™

Soit P = {zg,...,7,} une partition telle que ||P|| < d, ot § sera déterminé plus tard.
Pour 0 < j < d, on définit {z]}¢ de sorte que

PU{yg,...,yj}:{zé,...,zflﬂ-}

et on pose '
Mg: sup f et M = sup f.

[27_1%]

La suite est un peu technique, donc allons-y avec soin. Il existe &k tel que y;11 € [zi_l, zi]
Il s’ensuit que

Jj+1

e pour { < k,onaz = =z);

e pour { =k, on a zi“ = Yj+1;

e pour { >k, on a zf’l = ZZ-l'
On compare maintenant les sommes supérieures avec P U{yo,...,yj} et PU{yo,...,yj+1}-
On a
S(f,PU{yo,...,yj}) ntj i1

. . . i1 11 i1
_S(fapu{y07ayj+1}) :ZMg(Zz _Zz—l)_ Z Mg+ (ZZJF _szl)
/=1 =1
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n+j n+j5+1

(. +1 j+1 1
=2 M(5—24) - ZMJ 5" =54)

=k
i j i+1 j i1, g
= Mg(zi - Zifl) - Mlg (yj+1 — 3271) MiH( — Yj+1)
< M(zi — zi_l)
< M.

De méme, on a

I(f,PU{yo,---,yj+1}) — I(f, PU{yo,...,y;}) < md.

En combinant les sommes inférieures et supérieures et prenant la somme de 1 a d, on
trouve

S(f,p)—[(f,P)—S(f,PU{yo})—i-I(f,PU{yo})
d—1

+ { f7PU{y0,...,yj})—[(f,PU{yo,...,yj})
=0

<.

= S(f,PU{yo, - yj+1}) + I(f, PU{yo,- -, yj+1})

= S(f,P)—I(f,P)— (S(f,PUP.)—I(f,PUPF.))
< 2Mdd.

Autrement dit, on a

S(f,P)—I(f,P) <2Mds+ (S(f,PUP.)—I(f,PUPF.))
< 2Mds + £.

Si on prend § = 577, alors on obtient

S(f,P)—I(f,P)Sg

tel que voulu.
On notera bien que le § choisi dépend de ¢ et de d, mais pas de P. En effet, d est
déterminé en fonction ¢ et indépendemment de P.
O

Démonstration du théoréme. On suppose que f est intégrable et on montre qu’elle satisfait
le critére de Riemann.

Soit € > 0. Soit § > 0 dont I'existence provient du [emme 273. Pour toute partition P
avec ||P|| < d et pout tout test £, on a

—e < I(f,P)—S(f,P) (par le [emme2773)
22



R<f7P7€>_S(f7P) (par)

b
Mﬁaa—/f (car S(£.P) > [ 1)
S(f,P) - /f (par [T1)
S(f,P)—I(f,P) (car I(f, P) < [ f)
<, (par le [emme 27773)

doi (R( £ PE)—

Pour la réciproque, on suppose que f satisfait au critére de Riemann et on montre que

/ibf—ff-

Soit € > 0. Soit S et d qui satisfont au critére de Riemann. D’abord, on a que pour
toute partition P avec ||P|| < ¢ et pour tout test &,

< e. On conclut que f satisfait au critére de Riemann.

R(f,P,§) < S+e.

Puisque 'inégalité tient pour tout test & = (£1,...,&y), elle reste vraie lorsque f(&;) —
SUP[y;_, ;] [ 1l suit que S(f, P) < S +e. De méme, ona S —e < I(f,P).
Soit, ensuite (FP,,) une suite de partitions telle que

b )
f@Bﬂ%/f et S%Rﬁ%/ﬁ

S—e<I(f,PUP,) <S(f,PUP,) <S+e.

On a

Comme ¢ est arbitraire, on conclut que fff = f;f =S.

Chapitre 3

Convergence uniforme
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3.1. Convergence simple

Définition 3.1.1. Soit X un ensemble, soit (f,)n>1: X — R des fonctions et soit f: X — R
une fonction. Alors la suite (fn)p>1 converge simplement vers f sur X si, pour chaque
x € X, la suite de nombres (fp(x))n>1 converge vers f(z) € R.

On écrit également f,, — f simplement sur X lorsque n — co.

Skokokosk
_J1, sizxenn+1l),
Exemple 3.1.1. f,(x) = {0? <inomn. .
On voit que fp(z) =0sin >z, donc f,, — 0 simplement sur R. Fa——
Remarque. Ici, f, — 0 sur R, mais [~ fn /4 [5 0, car [;° fn =1 pour tout n € N.
kokoskosk

Les exemples précédents montrent que bien qu’elle semble naturelle, la convergence
simple ne respecte ni la continuité, ni l'intégration, ni la dérivation. Il nous faut un mode
de convergence plus fort : la convergence uniforme.

3.2. Convergence uniforme

Définition 3.2.1. Soit X un ensemble. Soit (f,)n>1: X — R une suite de fonctions et soit
f: X — R une autre fonction. On dit que f,, converge vers f uniformément sur X si

sup | fn(z) — f(2)] = 0
reX

lorsque n — oo.
kokoksk

Remarque. Si f, — f uniformément sur X, alors f,, — f simplement sur X. Ainsi, pour
déterminer si (fy)p>1 converge uniformément :
1. on identifie la limite simple f, si elle existe;

2. on tente de montrer que sup |fp(z) — f(z)] = 0 lorsque n — co.

reX
kokeoskosk

Exemple 3.2.1. f,(z) = 2" sur (0, 35).

On voit que f(z) — 0 lorsque n — oo pour tout z € (0, %). De plus, on a

swp | fale)] = (%) =0

xe(O,%)

lorsque n — co. Donc 2" — 0 uniformément sur (0, 1%).
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Exemple 3.2.2. f,(z) = 2" sur (0,1).

Encore une fois, on voit que f,,(z) — 0 lorsque n — oo pour tout = € (0, 1). Par contre,
on a

sup | fulz)| =17 4 0

z€(0,1)

lorsque n — oco. Ainsi, f, ne converge pas uniformément sur (0, 1).

Morale : le domaine est important!

3.3. Convergence uniforme et continuité

Théoréme 3.3.1. On suppose que f, — f uniformément sur un intervalle . Soit a € I. Si
chaque f,, est continue en a, alors f est continue en a.

Corollaire 3.3.2. Si f,, — f uniformément sur I et si chaque f, est continue sur I, alors f
est continue sur I aussi.

3.4. Convergence uniforme et intégration

Théoréme 3.4.1. Soit (fn)n>1 des fonctions continues sur un intervalle fermé et borné [a, b]
et on suppose de plus que f,, — f uniformément sur [a,b]. Alors

/abfn—>/abf (n — o).

3.5. Convergence uniforme et dérivation

Attention! Meéme si f,, — f uniformément sur R, on n’obtient pas f; — f’ (méme simple-
ment).

Théoréme 3.5.1. Soit (f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I. On suppose
que chaque f, est dérivable et que f], est continue. On suppose, de plus, que

(i) fn — f simplement sur I;

(ii) f], — g uniformément sur I.

Alors f est dérivable sur I et f' = g.
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3.6. Convergence uniforme des séries

L. P . o
Tout comme pour les séries de nombres, la convergence d’une série de fonctions ) ,_,ug(x)
est définie en termes de la convergence de la suite des sommes partielles

n
felw) =) ug(x).
k=0
Définition 3.6.1. Soit X un ensemble et soit (uy)r>0: X — R des fonctions. On pose

fol@) = 3 u(a).
k=0

0. 9]
On dit que > ug converge simplement sur X si la suite (f,,) converge simplement sur X. On

k=0
00

dit que > ug converge uniformément sur X si la suite (f,) converge uniformément sur X.
k=0
kkokok

Les théorémes déja vus pour les suites se traduisent facilement en des théorémes corres-
pondants pour les séries.

Théoréme de continuité 3.6.2. Si (uy),~ est une suite de fonctions continues sur un
intervalle I et si > g uy converge uniformément sur I, alors > -, ug est continue sur I.

Théoréme d’intégration 3.6.3. Si (uy),~, est une suite de fonctions continues sur un
intervalle borné [a,b] et si Y _p-,ug converge uniformément sur |a,b], alors

[(5)-5 )

k=0

Théoréme de dérivation 3.6.4. Soit (uy)y>o une suite de fonctions dérivables sur un
intervalle I avec uj_ continue pour chaque k. On suppose, de plus, que

o0
(i) > ug converge simplement sur I, et
k=0

o0
(ii) - wj converge uniformément sur I.
k=0

o0
Alors > wuy est dérivable sur I et
k=0

<Z Uk) =) ()"
k=0 =0

En principe, la théorie pour les séries est partielle a celle des suites. Cependant, en
pratique, il y a une différence importante. Il est souvent difficile, voire impossible, d’identifier
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explicitement la limite f(z) d’une série, ce qui complique le calcul de sup |f(x) — fn(x)
utilisé pour déterminer la convergence uniforme de la série. Il nous faut donc un critére
qui nous assure de la convergence uniforme d’'une série de fonctions, sans avoir & identifier
explicitement la limite. Voici un tel critére.

Le critére de Weierstrass. Soit (uy),~, une suite de fonction sur X. On suppose qu’il
existe des nombres (My),~, tels que

(i) |uk(z)] < My pour tout k >0 etz € X, et

(i7) la séries Y-, My converge.

Alors Y~ 32 yug, converge uniformément sur X.

Remarque. Le critére de Weierstrass n’est pas une condition nécessaire, comme le montre
cet exemple.

Exemple 3.6.1. Soit la série
(="

f(x) = .
nz_:l:v+n

Le critére de Weierstrass est difficile a appliquer dans ce cas, car la série n’est pas absolument
convergente. Pourtant, elle converge uniformément sur [0, 00).

kR

k
Soit fr(z) =>4y (_Jz la suite des sommes partielles. On s’intéresse a calculer

sup [ f(x) = fa-1(2)]

2€[0,00)

On a
i(—l%_g(—l)’f _ i(—w’f :‘( )n§:<—1>’f—n S
kzlx—irk k:1x+k k:nx—l—k — r+k kzozc—i—n—irk

Ainsi, les deux premiers termes sont

1 1
r4+n z+n+1

Les 2k-iéme et 2k + 1-iéme termes sont

1 1 1 1 1
—_— p— < .
r+n+2k z4+n+2k+1 (r+n+2k)(z+n+2k+1) = (n+2k)2 ~ (n+k)?

IN

On obtient donc

S
2 TraTh

k=0

= 1 1
kz_(J(x+n+2k_x+n+2k+1>

> 1 =1
Skz_o(nw)? :;F'

Puisque c’est une série convergente, on voit qu’elle tend vers 0 lorsque n — oco. Cela montre
que fr, — f uniformément sur [0, 0o).
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Chapitre 4

Séries entiéres

Une série entiére est une série de fonctions de la forme
[ee]
E akxk,
k=0

ou les coefficients a; sont des nombres réels (complexes). On verra que ces séries possédes
des propriétés spéciales qui les rendent presque aussi faciles & manipuler que les polynémes.

4.1. Rayon de convergence

o0
Théoréme 4.1.1. Soit ) akxk une série entiére. Alors il existe R avec 0 < R < oo tel que
0

o0 o0
o || < R= > apa® et 3 |aga®| convergent;
0 0

o0 o0
o |2| > R= > apz” et 3 |apa®| divergent.
0 0

Remarques. 1. Le nombre R s’appelle le rayon de convergence.

2. Le théoréme ne dit rien sur ce qui se passe lorsque |z| = R. Cela dépend de la série en
question.

3. Le rayon de convergence est unique, puisque si R < R; était un autre rayon de conver-
gence, pour les z tels que R < || < Rj, la série entiére devrait & la fois converger et
diverger, ce qui est impossible.

Skokoksk
4.2. Séries entiéres et convergence uniforme
Théoréme 4.2.1. Soit %akxk une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors,
pour chaque S < R, la série Zl;:akmk converge uniformément sur [—S, S].

Remarque. En général, la convergence n’est pas uniforme sur (—R, R). Par exemple, on a

> 1

E g sifz] <1
11—z

k=0
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et on a vu que R = 1. Par contre, on voit que

n
1
sup R =
ze(=1,1) [ -z
pour tout n.
kkokok

o0
Corollaire 4.2.2. La fonction f(z) := Y apz® est continue sur (—R, R).

k=0

oo
Corollaire 4.2.3. Soit ) arx® une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour tout

a,btelque—R<a<b<0R,ona
b o b
/Zakl’k:Z/ akazk.
¢ k=0 k=019

4.3. Dérivation terme a terme des séries entiéres

o0

Théoréme 4.3.1. Soit f(z) := S apz® une série entiére de rayon de convergence R > 0.
k=0

Alors f est dérivable sur (—R, R) et

[e.e]
f'(z) = Z kapa®! pour z € (—R, R).
k=1

(0. 9]
Lemme 4.3.2. > kay2z*~! converge pour tout x avec |x| < R (R = le rayon de conver-
k=1

o0
gence de > apr®).
k=0

o0
On peut réappliquer le théoréme a la série entiére f/(z) = 3 kapa*~L.
k=1

(o.)
Corollaire 4.3.3. Une série entiére f(z) = 3 aza® de rayon de convergence R > 0 est
0

infiniment dérivable et pour chaque n > 0, on a

F(z) = Z k(k—1)(k—2)---(k—n+1)agz"" pourz € (—R, R). (%)
k=n
Corollaire 4.3.4. Sous les mémes hypothéses,
(n)
i)
n!

oo oo

Corollaire 4.3.5. 5i Y apz* = " bpa* pour x € (=0,0), ou 6 > 0, alors ay, = by, pour tout
0 0

k> 0.
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4.4. Fonctions analytiques

Définition 4.4.1. Soit I un intervalle ouvert et f: I — R une fonction. On dit que f est
(réelle) analytique si pour tout a € I, il existe R > 0 et (a,) tels que

converge absolument pour tout |a — x| < R et de plus si |a — x| < R, alors f(z) = g(z).
kokokok

Les fonctions analytiques généralisent 'idée d’une série entiére.

Théoréme 4.4.2. Une série entiére de rayon de convergence R > 0 est analytique sur
(—R, R).

\/Vm' Les fonctions analytiques possédent plusieurs propriétés importantes. On ne les montrera pas dans
le cours d’analyse 2, car elles seront vues en analyse complexe de toute fagon (et les démonstrations
seront beaucoup simples et élégantes). En voici tout de méme une liste non exhaustive :

1. la somme fini de fonctions analytiques est analytique;
2. le produit fini de fonctions analytiques est analytique;
3. le quotient d’une fonction analytique par une fonction analytique non nulle est analytique;
4. la composée de deux fonctions analytiques est analytique 1a ol la composition est possible.
Ainsi, la plupart des fonctions qu’on est habitué de voir sont analytiques.
Par exemple, la fonction f(z) = \/z est analytique sur (0, 00), puisqu’on a f(z) = /z = e3logw
la composition de deux fonctions analytiques sur (0, 00).

, qui est

Par contre, il ne faut pas croire que toutes les fonctions qui ont « une jolie expression » sont nécessai-
rement analytiques.

\/\NM Exemple 4.4.3. La fonction f(z) = e six # 0 et f(z) =0si z =0 n’est pas analytique. En
effet, on a f(™(0) = 0 pour tout n € NU{0} (exercice). Si f était analytique, cela impliquerait que

f(z) = 0 pour tout x, ce qui est évidemment faux.

\/\NM Une fonction analytique est infiniment dérivable, mais comment dire si une fonction infiniment
dérivable est analytique?

En fait, elles sont caratérisées par le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.4. Soit f une fonction infiniment dérivable sur un intervalle I C R. Elle est analytique sur
I si et seulement si pour tout a € I, il existe J C I et C, R > 0 tels que a € J et pour tout x € J et tout
n € NU{0}, on a

n!

(n) <
<o
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Chapitre 5

Fonctions transcendantes

5.1. exp

ok

|

o0
Définition 5.1.1. exp(z) := Z
k=0

(Série entiére, R = c0)

kokokosk

Propriétés de exp.
0. exp(0) =1

1. exp est dérivable et exp’(z) = exp(z)
[ Dériver terme & terme en utilisant le théoréme It.h.eo:cem.P_A._.i_ll]

2. exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour tout a,b € R
Dem. On pose f(z) = exp(x)exp(a+b—z). On a alors

f'(z) = exp(z)(—1) exp/(a + b — z) + exp’(z) exp(a + b — x)

= —exp(z) exp(a+ b — ) + exp(z) exp(a + b — z)

donc f est constante. En particulier

f(0) = f(a)
exp(0) exp(a + b) = exp(a) exp(b). O]

——
=1

exp(—z) = m pour tout z € R

exp(z) > 0 pour tout x € R

exp est strictement croissante.

S ¢k W

Pour chaque k£ > 0,
exp(z)
zk

— 0 lorsque x — oc.

a

exp(z) — oclorsque x — oo [cas particulier de 6]

exp(z) — Olorsque © — —oo [exp(z) = m]
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Définition 5.1.2. ¢ :=exp(1)

=1
:ZH
k=0
1 1
:1+E+5+
~ 2,7128

8. exp(x) = €” pour tout z € R

kkokx

9. Si f est une fonction dérivable et f'(z) = f(x), alors f(z) = Cexp(z), on C est une

constante.

5.2. log

T
1
Définition 5.2.1. logz ::/ ;dt (x > 0)
1

Propriétés de log.
0. log(1) =0
1. log est dérivable et log'(z) = < pour tout z > 0.

2. log(ab) = log a + log b pour tout a,b > 0.

ab 1
[log(ab) :/ —dt
1t
a 1 ab 1
:/ —dt+/ —dt s =
1 3 a 13
a 1 b 1
= / —d¢ +/ —ds
1 t 1 S

= loga + logb. D}

SR

3. exp(logx) = x pour tout = > 0
log(exp(z)) = z pour tout x € R

Donc exp: R — (0, 00) et log: (0,00) — R sont mutuellement inverses.

Corollaire 5.2.2. log(e) = 1.

4. Pour a > 0 et = réel, on a
log(a®) = xlog(a).
5. log est strictement croissante.
[log/(z) = 1 > 0]
log est concave.
[log” (z) = —# < 0]
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6. lim logxr = o0

T—r00
lim logx = —o0
z—07F
7. Pour € > 0, lim k;% =0et lim z°logz = 0.

T—00 z—0F
[La premiére limite est une forme indéterminée oo/oo. Par 'Hopital, on a

logz

lim lim 7= lim — =0.
x—oo  xf r—00 X r—00 g€

Pour la deuxiéme, on pose y = % et on obtient

3 £ _ . —& l _ . _ _
gglgé{r xlogr = ylggo y °log (y) ylggo i~ O.]
8. log(l+a)=w— 5 +& —Z 4. i |o| < 1.
5.3. cos et sin
o
. (_1)kx2k 72 74 20
Définition 5.3.1. cos(z) = E =1-"—4+= 4
! ! ! l
e (2k) 2046
00 k. 2k+1 3 5
. B (—=D)*z B T
sin(e) = kz (2k + 1)! BT
=0

Ces deux séries entiéres ont un rayon de convergence R = oo.
Propriétés de cos et sin.

0. cos(0) =1 et sin(0) =0

kkokx

1. cos est une fonction paire (cos(—x) = cosx) et sin est une fonction impaire (sin(—z) =

—sinx).

2. cos et sin sont dérivables et
cos' (z) = — sin(z)

sin(z) = cos(z).

3. Si f:R — R est deux fois dérivable et si f” + f = 0, alors f est la forme f(z) =

Acosx + Bsinz, ou A, B sont des constantes.

4. cos(a+b) = cosacosb—sinasinb
sin(a + b) = sina cos b + cos asin b.

5. cos’x +sin®x =1 (prendre a = x et b= —x)

cos? z — sin? x = cos(2z) (prendre a = x et b = x)
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6. |cosz| <1
|sinz| <1
Pour étudier la question de la périodicité, on a besoin d’un lemme technique.

pour tout x

Lemme 5.3.2. Dans [0, 2], la fonction cos a une unique racine w.

Définition 5.3.3. On pose 7 := 2w, ou w est I'unique racine de cos dans [0, 2].
Skokokosk

Remarque : 0 < 7 < 4.
7. cos (%) =0 et sin (%) = 1.
8. cos (x+72—r) = —sinx et sin(x+%) = CoSZ

[Suit de 4 et 7]

cos(r+m)=—cosz et sin(r+m) =—sinx
[Appliquer deux fois l'identité précédente]
cos(zx +2m) =cosx et sin(z+27) =sinz
[Appliquer deux fois l'identité précédente]

9. smx=0&zxz=nt (n€Z)
csr=0&az=(n+3)r (n€Z)

1T/\ 1]\
0 . 27 . . 0 . .

/l/_\ T T T T >
727{ _\/Ll g T\/ 727.[. 7 «Ll N/ 27T
Y= z

y =Sinx

10. Quelques valeurs importantes

r | 0§ § 5 5 o
Ccos T 1 ‘/T‘g’ ‘/75 % 0 —1
sin 0 % ‘/75 \/75 1 0

11. Aire et circonférence d’un disque de rayon 7.
L’aire d’un disque de rayon r = mr2.

La circonférence d’un disque de rayon r = 27r.

12. Trigonométrie. Pour faire de la trigonométrie, il faut définir la notion d’angle. Soit
0O, A, B trois points distincts. On pose

p:m, q:E et r=OB.
¢ 1l est suffisant de considérer le cas ou p, g, vérifie p? + ¢* = r2, quitte a

remplacer A par A’ colinéaire & A de sorte & vérifier I'identité. L’angle
ABC est défini comme la longueur de I’arc d’un cercle de rayon 1 centré
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en B allant B jusqu’a la droite Ojél, comme sur la figure. Suivant la
figure, on voit que I'angle AOB, noté 0 vérifie

l

0=-.

r

Par la formule de longueur d’arc, on a
T
l :/ \/1+ f(x)?dx
P
T =71Ccosu r=r+u=>0

dr =rsinudu z=p<+u=a«a

T
-
:/ — 2dm
p VI =T ol Tcosa =p

—rsinu)du

a V12 —r?cos?u

0
:/ —rdu = ra.
Q

Donc finalement, 6 = % = «, c’est-a-dire que @ est la solution de cosf = %.

5.4. arcsin et arccos

Définition 5.4.1. arccosz = = angle entre I'axe des z et

/1 dt
Vi—2
z V1t le point (z,v1 — z2)

Toodt
arcsin x = / ————— = angle entre 'axe des y et
V1 — 42
0 vi-=t le point (z,v1 — z2)

pour z € [—1,1].
*oxkok
Propriétés.

0. arcsin0=20
arccos1 =0

1. arccos et arcsin sont bien définies.
2. arccosx + arcsinx = %

3. arccos et arcsin sont dérivables sur (—1,1) et

/ 1 s/ —1
arccos r = —— et arcsin r =

V1—22 1— a2
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1
4. arccosx:x\/l—x2+2/ V1 —t2dt
X
X
arcsinxz?/ V1—t2dt —x\/1— 22
0

et elles correspondent aux aires suivantes :

arccos *

arcsin x

v

5. Pour tout x € [—1,1], on a
cos(arccosx) = x et sin(arcsinz) = x

et
arccos(cosy) =y pour y € [0, 7]

arcsin(siny) =y poury € [— %, %]

5.5. tan et arctan

Définition 5.5.1. tanx = S

défini 3 Z
ot (définie pour z # 0(n + §)m,n € Z)

Propriétés.
0. tan(0) =0
1. tan est une fonction impaire

2. tan(x) = cosx cosx — sinx(—sinx)

cos? x
1
~cos?x
On note que tan’(z) > 0 pour tout = # (n + 3)m.
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3. tan(a + b) = fililaﬁl—m
[On a

sin(a + b)
cos(a + b)
sinacosb + cosasinb

tan(a + b) =

cosacosb — sinasin b
On divise partout par cosacosb

B tana + tanb ! ! ! !

 1—tanatand’ | | | |

I I I I

4. tan(r +7) = tanzw pourtoutx#(n—i—%),nez E E E E
I I I I

SERUETHE Ve e
tanx | 0 ‘ \/Lg ‘ 1 ‘ V3 E E E E

. o I I I I
hmx_%f tanx = oo : : : :
limx_>%+ tanx = —o0 : : : :

Définition 5.5.2. tan ( -z, %) — R est une bijection. Son inverse est arctan: R( -5 %)
£k

_ 1

T 1422

[Sur (—%, %), tan est strictement croissante, surjective et dérivable, donc arctan est dérivable
sur R (théoréme d’analyse 1).

On dérive ’équation tan(arctanz) = z :

6. arctan’(z)

arctan’(x) = !
~ tan/(arctan )

1

sec?(arctan x)
1

1 + tan?(arctan )

_ 1 ]
1422
3 5 7 9
7.arctany = — %5 + % — % + 5 — - pour tout |v| < 1.

En prenant x = \%, on déduit que

I CORIC
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donc

6 (1 Lo
"= 3.3 32.5 3.7 '

Avec quelques approximations, on trouve 7w &~ 3,1415926. ..

\/\/\M Le travail complet pour obtenir ’approximation est intéressant. D’abord, on aura besoin d’une
approximation de v/3. On part avec le fait que

64 81 8 9
<3< = &= -—-<v3<-
25 =7~ 25 57 V3 5
et donc |\f 17 1 . Ensuite, on utilise la méthode de Newton. On pose f(z) = 223, F(z) = v — ””22;3 =
L+3 etwo=1L. D abord, on remarque pour z € I := [£,2] on a
[f'@)=122|>1 et [f"(2)]=2
On pose K = % < 1. Les itérées de la méthode de Newton sont
589
= F = —
1= Flao) = 35
(1) 693 721
To = xr =
? Y400 520

Selon la méthode de Newton, on a |7, 41 — /3| < K|z, —+/3|?, ot K < 1. Ainsi, on peut remplacer K par 1.
Selon le choix initial de xg, on a

|21 — %| < |wo — %|2 < 100

IN

|2y — 2| < |2 _¢|2 1
2T ABl=1t1 T A 10 000
A la deuxiéme itération, on a déja une approximation trés bonne de v/3. On écrit v/3 = x5 + 71, ol

1
|7‘1| < 1 .
= 10 000
i AT -6 (1L, 1 1 . é =
Ensuite, la série s = 73 (1 335tz — 35+ ) est alternée. On pose a,, = f2n+1 sn' C’est une

suite décroissante, donc le théoréme de Leibniz nous donne
‘77 - 3n| S Ap+1,

ol (s5) est la suite des sommes partielles de s. Avec n =5, on trouve

611 1 2 _ 2
ag = ——— == —— — —_—
67 /31336 /33159 — 3159

6 1 1 L 1 1 . 1 1
S5 =—7=|1—— - -
V3 3-3 3.5 3.7 3.9 311
254 512
V3

280 665
509 024

-2 280 665
509 024

oil 79 = 1555 ez et vérifie |ra| < =555 000 Enfin, on a

509 024 < 2 irs| < 1 1 13 < 1
x r =
%280 665| — 3159 2= 1500 5000 15000 — 1000

. N 1
d’ou m=3,141... 4+ 73, ou |r3| < 1000

Pour obtenir une meilleure précision avec cette méthode, il faudrait itérer davantage le méthode de
Newton et garder plus de terme de la série s.
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Remarque. Formule de Machin (1708)

% = 4arctan (1) — arctan (535).

kkokok
5.6. cosh et sinh
i el +e " o ot
Définition 5.6.1. coshx = 9 Z (2k)!
n=0
R 00 $2k+1
. h N — —_—
sinh x 5 1;) (2k +1)!
— sokskok

Propriétés.
0. cosh(0) =1
sinh(0) =0

1. cosh est une fonction paire

sinh est une fonction impaire

2. cosh/(z) = sinhz
sinh’(z) = cosh
3. cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)
sinh(a + b) = sinh(a) cosh(b) + cosh(a) sinh(b)
4. cosh?z —sinh?z = 1 pour tout x.
Ainsi, t — (cosht,sinht) est une paramétrisation de I'hyperbole, d’ot le nom fonctions
hyperboliques.
5. coshx > 0 pour tout x € R

sinhx > 0 pour tout x > 0
Donc cosh’(z), sinh’(z) > 0 pour z > 0 et cosh”(x),sinh”(x) > 0 pour z > 0. Tl s’ensuit
que cosh et sinh sont strictement croissantes et convexes pour x > 0.

Remarque. On peut imaginer que

cosh z = cos(ix)

sinh g — Sln(’b:)ﬁ))
)

oil i2 = —1. (Voir analyse complexe.)
ok K
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Chapitre 6

Série de Fourier

40



	Table des matières
	Introduction
	Chapitre 1 Préliminaires
	1.1 Retour sur la continuité uniforme
	1.2 Retour sur la dérivée d'une fonction
	1.3 Classes de fonctions dérivables
	1.4 Petit o et grand O
	1.5 Fonctions élémentaires
	1.6 Échanger l'ordre des limites

	Chapitre 2 Calcul intégral
	2.1 Définition de l'intégrale de Riemann
	2.2 Propriétés de l'intégrale
	2.3 Intégrabilité des fonctions continues
	2.4 Théorème fondamental du calcul
	2.5 Techniques d'intégration
	2.6 Intégrales impropres
	2.6.1. Intégrales de fonctions non bornées
	2.6.2. Intégrales sur des intervalles semi-infinis
	2.6.3. Intégrales sur tout l'axe réel
	2.6.4. Tests de convergence pour les intégrales impropres
	2.6.5. Le test de l'intégrale pour les séries

	2.7 Sommes de Riemann

	Chapitre 3 Convergence uniforme
	3.1 Convergence simple
	3.2 Convergence uniforme
	3.3 Convergence uniforme et continuité
	3.4 Convergence uniforme et intégration
	3.5 Convergence uniforme et dérivation
	3.6 Convergence uniforme des séries

	Chapitre 4 Séries entières
	4.1 Rayon de convergence
	4.2 Séries entières et convergence uniforme
	4.3 Dérivation terme à terme des séries entières
	4.4 Fonctions analytiques

	Chapitre 5 Fonctions transcendantes
	5.1 exp
	5.2 log
	5.3 cos et sin
	5.4 arcsin et arccos
	5.5 tan et arctan
	5.6 cosh et sinh

	Chapitre 6 Série de Fourier

