
 
1 exp et log
On dit qu'une fonction f I IR est convexe sur I si tu ye I et

tte lo 1 on a fltre H t y et Flatt 1 t fly On dit que f est
concave si f est convexe
a MQ si f est deux fois dérivable et si f1470 sur I alors f
est convexe

Si f x 0 t see I alors f estcroissante sur I
Soient x ye I t.q.se y et posons
F O D R t F t fr 1 EFly f txt A t g

Alors F t 1 t fly flex H Hy fa f Ex 1 E y
a Hey a HIHIFEI f

tu Hey t

tu t y se f p f a pour de la z pelz y
0 où z tu 1 tl y

car t 11 t y x 0 et p x

Donc f txt H t g tfere 1 t f y b

b Ma exp est convexe sur R et que log est concave
sur 0 a

on a exp n expire 70 tee IR d'où exp est convexe
par le a

on a Ça l login te À La 70 free o al

d'où log est convexe log est concave



3 a En utilisant les prop de exp et log MQ

ex him 1 7 free IR

On a log Etes 1 7 Les log 4K ear lag est continue
Mes nlogutE
him n E o E der limité

Eng se off x

comme log er x et comme log est injective on

conclut que e lignes Itt

b Calculer les limites suivantes

Kes 1 nhn L

on a log Kss 1 Fini F Hes k log et Fn
Yes he Fani to Fn
0

Alors LE exp o 1

ii Emas Itf nent

on a log him HEMMA him En log et
Les nann E olfa
aimes KEY oft
EesEYE oft
y L exp l e

Liii lies etan où an os et En 1 lorsque n os

On a log l Kiesbnbag etan him bn Into at
Limos En ht 1 L exp e

e



HI Inégalitéde Gronwall soient f g a b 0 a continues

Ma si 7070 t.q.fm I Ct Satg t seeCab alors

flascexp la g
Posons hire Iffat Alors h est dérivable et

Kael fingersexpSig ginexp Sig C Sifg
exp Sig

goes fen ÊSofgno par hyp
exffg

Donc ta a hlx thla C Safg Cexp Sig
fa Cexp Sig free cab



It Soit f 0 a R dérivable tiq Flay fautfly On suppose

que t 1 0 et on pose C et
a MQ f11 O
On a free 0 a f x f11 a f111 FIN f11 FH fu O

b Ma ref N F 1
On a f a fini teeth f14_fin flattth fire

h
Lima flat filth f a

kg fut E f4
h x

f 1

Donc afia f 1

c Ma fa Igf i e FIN logeX
En intégrant la formule du b on a

flat ffff Sif t de fit'I dt f 1 logx

aïe T.ge



2 Sin et vos

Montrer à l'aide de la définition de sinus et cosinus que
a lire si
On a singe É tt x

2kt11 d'où

Ling sinc ling État xrais TEtaÉ É

Kale Étik
Été parcontinuité

1 tel quedésiré
b Ha
on a Kata Ke ki E KI haïtien

Ya ÉTÈ
Ing Éétil x

24 2

aime Éîïü
E ÉTÉ parcontinue

tel quedésiré

I a Montrer les identités 26s a cash caslatb casla b
28in asinh les a b vos atb

Vu en classe Costab casa Losb sinasinb

Alors casla b casla b casla b cas at fb

casacash si Usa cestb sinasintJ
Zasacash

cas a b casla b 2sinasinb



b Soit a E R Il Calculer 5costarcascade
on a costarcasusde ES2lascarcassesde

EScostar x cas an x de

I f as la 1 a du Slaska 1 a du

Il singe n singe c



HI a Pour tout k Ma sin n E x sin k E x 28in E Cas ka
on a sin la b sin la b sinass cosasinb sinatostb cesa sinfb

2Casa sin b

Alors Sin K E x Sin K E x Sin Kx 2E Sin Kx E
2Cas Kx SINCE

b Endéduire que I cas e cas 2x cas na SINNE
2since

on a

casa cas 2x cas me E Ê cas ka
ET 2siteÊ 25inEe cas ka
Et Linge É sin Lkt x sinceE x

Et 2hces sinon E se sin 1 ExD

Et YÉYÉ It sinantaise
28in t

c En utilisant une techniquesemblable MQ

since sin 2x gin na
Sh Ex sin Ex

Sin Ea
cas K E x cas k E x 2 sin ka sin E

Êsincere Ème En2sinckselsinE

Eng Élus K Elk cas ki x

Ça cas E cas n E x

Élus Ît sinckselsintu
cas Ftse sin Ête an Ea

aine 28in Et a sin En Sint a since a
gin E



HI Soit Lan dont la suite des sommes partielles est bornée
et lbnltq.hn10 Ma la série Énanbn converge
Soient m M t.q.me An art and M f k 1

on a

Êtes Éamon fies IÉanbulfeng M m b c es

Donc la série converge

EB aMQ la série É À converge unit sur CE2A E KE 0

Soit E 0 Posons Lan sinue et h h Alors but 0 et
tu l'ÉtatImjin

sinon
since a since I I I Ing

sur CE 2A E on a sin E O et

Lesin E Eues É O x A

On a sin E 1 d'où le minimum de sin É est

atteint aux bornes et égale sin E sin EI 0

Alors É ÎLE tueCE ZE E

Alors par le 30 TÉanton TÉ titi converge ta

De plus on a



Kes neÉta I ÉMY Eisen
Tes EE a a l EI F I
Mes kka.gl Êtes É FMI
Emes Êtres Etes Écobon I
Eng 3Kf 0 car bn to

Donc II NYI couv naif sur Ce 2x e

b Ma lorsque x alors

Évincent Éosinkell Et UN assezgrand
conclure que

gup l ÉTÉ l É
et que la série 1 ne converge pas unif sur 10,2F
on a

IÉÉsin KE I IÉÉsince N E HÉ sink A

IÉEsinkE I IÉ sinkE
ISin II f

sinLE E f pointE En sin ESin En Sin En

IIIÈ I I t Il HELENEn E El ICI 5 I
I I EtEn IIAI2N

EH t.IE I E his âÏÏÉE É Ho
sommes partiellespas de Conchy



HI Onsupposequ'il existe un nombre i tel que it 1 On pose
fa e

a Montrez que f est une solution de y y 0

On a f n flat il lit eu etre est 0

b déduireque flat casse isince
Par un résultat vu en classe on sait que toute solution
à y y 0 est de la forme fin AcosutBsinue avec de plus
A f10 et B f O
Pour la solution fer e on a f10 e 1 et f o ie o i

d'où fin casse isinal tel quedésiré

Is Polynômesde Tchebychev Soient
fnca cas narcos cas et gnan Sin narccas

V1 x2

MQ tn fn et gu sont despolynômes
Montrons le par induction
Baze ne 0 costo arccoscas 1 et sino arccosce 0

1xtn1 us 1 arccos x x

et sinlliarccosae sincarccoscoso jpg 1
V1 x2 V 1 cas20

x WSO

EI Supposonsque frite cas ln 1 arccoscel et

gni n Sin en 1 arccosse
a

sont des polynômes Alors

faire cas narccoscul cas ln ilavecosse avecces x

Les ln 1 aveccesa ces accosta

sinonnarccosuel sin avecos x



x free 1 K grise
qui est un polynômepar l'hyp d'ind Similairement

gnose Sin narccostal j sinc 1 arccosa cesCarcosa
V9 jel

casenMarccosselsinfarccosa

grise x fr 1 se 1

qui est aussi un polynôme



3 ton et arctan

I Ma arctance est analytique sur R
Soit deRKO Alors

Flame tac n'ça fai È tn Ya pour KIKI a 1

ÉTÉ theft Était parconviabs

Alors arctan atx Si Într arctan a

adf.EIMYtafattliz.tn a a arctancas

Hart.li aItE Était În arctancal

Alors en réarrangeant les termes on obtient une expression en
sérieentière pour avetance autour de a donnée par

avancer Ea ÉLITE État KIII arctancas

Si a 0 alors Y a t q tu 1

arctan se S É S É ti t a

É tn II par cow unit sur Lose
on x 0

On conclut que actance est analytique sur R



Pour ne NUH on pose In Ssec x du Montrerque pour
n 2 on a In

tante h In z
Soit ns 2 Alors

In Ssec adu sectesecttedze

ESEÜ IP tanksec x Sen2 sec latantede
KEÊIsectrutanxan taux sec x en2 sec re secte 1 du

tank sec x en 2 sec se n 2 5sec je

tannsec x en 2 In en 2 In

In en 2 In tank sec se en 2 In In tantes II In z
tel que désiré

20 Ma txty on a arctance arctan y arctan III
Soient a be 12 2 t.q.se tana y tank Alors on a

arctan se arctan y arctan tana arctan ton b

a b

arctan tan atb

arctan tanca ton b
n tancastancbl

arctan III



4 cash et sinh
21 a Ma sinh R IR est inversible
Comme dasinhx cashse je 0 on sait que sinh est
strictement croissante En particulier elle est injective
De plus

Les sinha Eng l as

Les sinhse Emes e Ç a cs

Alors par le TVM on conclut que sinh est surjective
Détails soit je R Par le calculdesdeux limites ci haut on sait

que Jxp ne R t q sinhses y a sinhx2 Comme sinh est continue sur
Genx ancrez car sinh est str croissante on conclutqu'ilexiste
de HaHa t q sinhx y Alors JE Im sink
donc sinh R R est une bijection et est donc inversible
b on note l'inverse de sinh par argsinh Ma argsinhly
log y yen
Soit re R t g y sinha Alors g É et x argsinhy d'où

y fleargsinhy e argsinhy zyeargsinhy ezargsinhy y

ezargsinhy zyeargsinhy.pe o

y
2
2gz 1 0 où zaeargsinhy

y a t2g IV4ya 4f11 e
241

2g II y
a l y Il y

a n

Comme y y41 IO et earasinht 0 on conserve seulement la

solution z y y41 Alors argsinhy loglerinht loglytly41



c Ma argsinhlyl ftp.p I
Par le thon des fonctions inverses analyse1 on a

argsinhy j'ce où sinhael y si sinhK 0

cohue ok car casher o

Vashem

since n car coseix sinfie 1

j y l

Alors par le TFC2 on a

argsinhly argsinhly argsinho f argsinh E dt f Et
d Résoudre l'intégrale suivante en terme de argsinh

f du
2 2 42 10

on commencepar réécrire 2 2 4se 10 Ex a 8 Alors

f de
V22 4 10 f du

VIE s'I
S Êtes JSEfousa Extra V É
dir jou fte

targsinh r C

argsinh Es c

argsinh KIII
argsinh Fn C

22 On suppose qu'il existe un nombre i t.q.ir 1

a montrez que fer sinh in est une solutionde y y 0

On a sink in sinklire icashlire sinh in II sinh in sinh in O



b hléduireque sinhlire isince

On sait quetoutesles solutionsà f f 0 sontdonnéespar
fa f O Sin x F101cas x Comme sinh i o O et

Lesinh in fa icash i o i on obtient sinh in isince

e Trouver une expression pour cash in en terme de cas x

On vérifie de la même façonque cash in est une solution
de f t f 0

On a cashli01 1 et Costilire Ieo isinhli 0 0 d'où
Cashlin les a


