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Introduction

Ce document constitue les notes de cours pour le cours d’analyse 2 & I'’Université de Montréal.
Ce texte traite de I'analyse des fonctions d’une variable réelle et fait suite & la matiére du
cours d’analyse 1. Le premier chapitre compléte le calcul différentiel et intégral. Les autres
chapitres sont plutdt axés sur la théorie des fonctions, plus précisément la notion de suite de
fonctions et des différentes convergences, des liens entre la dérivée, I'intégral et la limite et
les séries de fonctions et, enfin, la décomposition d’une fonction en une série de Fourier.

\/\M' Idée inspirée du TEXbook, les paragraphes comme celui-ci, précédés d’un sinus du topologue,
contiennent des remarques ou des explications qui peuvent étre ignorées lors d’une premiére lecture.
Ils sont composés en taille 10pt, donc on peut facilement savoir ou se termine le passage. Ces sections seront
étiquetés ainsi pour 'une des raisons suivantes : des outils qui ne sont pas supposés maitrisés pour le cours
sont utilisés, le raisonnement devient un peu plus difficile & suivre (c’est ce qui a inspiré le symbole), le
contenu s’éloigne un peu trop de la discussion ou du cadre du cours, un exercice plus difficile.

Retour sur la continuité et la continuité uniforme

La continuité et la continuité uniforme sont deux notions proches, mais distinctes. On les
rappelle ici. La continuité est utile partout en analyse et la continuité uniforme sera utilisé
au chapitre 1.

Pour toute la section, on considére I C R un intervalle (borné ou non) et f: 1 — R une
fonction.

Définition 1. (Continuité) On dit que f: I — R est continue en x¢ € I si pour tout € > 0,
il existe & > 0 tel que pour tout =z € I, on a

lzo — x| < d = |f(zo) — f(x)] <e.

On dit que f est continue si f est continue pour tout x € I.
KAk

Définition 2. (Continuité uniforme) On dit f: I — R est uniformément continue si pour
tout € > 0, il existe > 0 tel que pour tout x,y € I, on a

[r =yl <6 =1[f(z) = fly)l <e.

kokokx

La différence entre les définitions est que pour la continuité uniforme, 6 doit étre adéquat
pour tout x,y € I, alors que pour la continuité en un point, 6 peut varier en tout point.
La continuité uniforme entraine la continuité, mais 'inverse est fausse en général. Voici un
contre exemple.

Exemple 3. Soit f:(0,1) — R la fonction définie par

fa) = 2

I .



Elle est bien siire continue. Pour voir qu’elle n’est pas uniformément continue, on pose € = 3.

[\

Ensuite, on considére 0 < § < % quelconque (si § > %, il suffit de prendre z = i et y = %

>

pour obtenir une contradition). On restreint x a l'intervalle (0, %) et on pose y = = + 3.
Ensuite, on a

1 1
@) - 1 =] -
_|*—Y
=12
0 1
) 5
2|z(z + 3)]
01 1
Z 5T s
2 ‘:L‘| (1 + 5)
Ainsi, en prenant r < 1%; < % on obtient
2

7(@) ~ f) > 5 =<

On conclut que f n’est pas uniformément continue.

Le probléme de ce contre-exemple est que quand z tend vers 07, f tend vers l'infinie.
En fait, on a une réciproque partielle.

Théoréme 4. Soit f:(a,b) — R une fonction continue. Si les limites

lim f(x) et lim f(z)

z—at r—b~

existent, alors f est uniformément continue.
En particulier, si f:]a,b] — R est continue sur Iintervalle compact [a,b], alors [ est
uniformément continue.

La continuité uniforme sera fort utile pour déterminer 'intégrabilité d’une fonction.
Enfin, on rappelle les résultats suivants concernant les fonctions continues.

Théoréme des valeurs intermeédiaires 5. (TVI) Si f:I — R est continue, alors pour
tout x,y € I tels que x < y et pour tout c¢ tel que f(z) < ¢ < f(y) ou f(y) < ¢ < f(x), il
existe z tel que v < z <y et f(z) =c.

Théoréme 6. Soit f: I — R une fonction continue. Si I est un intervalle compact, alors f
atteint son maximum et son minimum. En particulier, f est bornée.

Retour sur la dérivée d’une fonction
On rappelle que f est dériwable en x € I si la limite

po f@ ) = f()
h—0 h




existe. Dans ce cas, on la note f'(x) ou %(m) On dit que f est dérivable si f est dérivable
pour tout x € I.

On étend la notion de dérivée aux intervalles fermés. Si f est définie sur un intervalle
de la forme [a,b) ou [a, b], on définit la dérivée a gauche par

)= 1 L) = f@)

h—0+ h ’

lorsque la limite existe. La limite & droite, sur un intervalle de la forme (a,b] ou [a,b] se
définit de facon analogue.

Si on dit que f est dérivable, cela veut dire que f est dérivable en tout x € I, y compris
a droite ou a gauche si I'intervalle inclut 'une de ses extrémités.

Un résultat important des fonctions dérivables est le suivant.
Théoréme des accroissements finis 7. (TAF) Si f:(a,b) — R est dérivable, alors pour
tout x,y € (a,b) tels que x < y, il existe £ € (x,y) tel que

fly) = flz) = f )y — ).
Corollaire 8. Si f: I — R est continument dérivable, alors pour tout x < y dans I, il existe
M > 0 tel que
f(y) = f(@)] < Mly — .

Théoréme des développements limités 9. Soit f: I — R, soit a € I, soit n > 1 et on
suppose que f(™(a) existe. Alors

npk) (g
fla+h) :Zf k,( )h"’+5(h)h”,
k=0 '

ou €(h) — 0 lorsque h — 0.

Classes de fonctions dérivables
On introduit les espaces de fonctions suivants.

Définition 10. Soit I un intervalle ouvert (borné ou non).
1. On définit Pensemble CO(1) par

COI) :={f:1 =R | f est continue}.
2. On deéfinit I'ensemble C(I) par
CYI):={f:1 = R | f est dérivable et f' € CO(I)}.
3. Pour n € N*, on définit
C"(I):={f:1 —= R | f est dérivable et f' € C*~1(I)}.
4. On définit I'ensemble C*°(I) par
Co(I) == () C™(1).

neN

Lorsque f € C™(I), on dit que f est de classe C".
Skskoskosk



Autrement dit, C™(I) est I'espace des fonctions n-fois dérivables dont la dérivée n-iéme
est continue. L’ensemble C°°(I) est I'ensemble des fonctions infiniment dérivable. Si I est
un intervalle, ¢’est un ensemble non vide, puisque les fonctions constantes en font partie.

Il en va de soi que I'on a les inclusions suivantes

C®(I)c---cCYI)c---c C*I)c i) c ).

De plus, les inclusions sont strictes, puisque la fonction f(z) = (max{0,z})" est n — 1-fois
dérivable, mais pas n-fois.

\/Vm' Les ensembles C™(I) forment un espace vectoriel pour chaque n € NU {oo}. En effet, si f,g,h €
C"(I) et si a, B € R, alors

(1) af € (1)

(2) af + g € C"(1);

(3) alf+g)=af +ag.

Quelle est alors la dimension de 'espace? En fait, il s’agit d’un espace de dimension infinie. L’espace est
donc plus difficile & cerner, puisqu’on ne peut pas facilement utiliser une base et des matrices pour travailler.
Par exemple, pour = € I, on peut définir une application linéaire L,: C™(I) — R par

L. (f) = f(=),

mais cette application ne se représente pas par une matrice.

On peut étendre la définition de C™ aux intervalles qui ne sont pas ouverts. Pour CY,
il suffit d’ajouter la continuité a gauche ou a droite, le cas échéant. Pour n > 0, si [ est un
intervalle de la forme (a, b], alors on définit

et~ {rechu
On définit C™(I) de fagon similaire pour les cas [ = [a,b) et I = [a,b].

Petit o et grand O

On utilisera la notation du petit o de Landau.

T—b~

f‘ GC”ab) et lim fU ()existepourtoutjE{l,...,n}}.

Définition 11. Soit a € R et soit r et h deux fonctions définies sur un voisinage de a. On
dit que 7 est un petit o(h(x)) lorsque x — a (dit « petit o de h ») si

r(z)

)
Par abus de notation, on écrit parfois () = o (h(x)). Lorsque le contexte est clair, on
r—a

écrira simplement r(z) = o(h(z)).
S

Exemple 12.
e f(x) = x est un petit o(1) lorsque x — 0 (dit « petit o de 1 »), puisque limz_gx/1 = 0.

Cependant, f n’est pas un o(z), car lim,_,oz/z =1 # 0.
e g(z) =/ est un o(z'/3) lorsque z — 0. En fait, g est un o(z°) pour tout 0 < & < :
e h(x) =1—coszx est un o(x) lorsque = — 0, car, par la régle de ’'Hopital, on a
1 —cosx . sinzx

lim ——— = lim =
z—0 T z—0 1




La proposition suivante illustre un peu mieux comment cette notation sera utile.
Proposition 13. La fonction f est dérivable en xq si et seulement s’il existe A € R tel que

f(xzo+ h) = f(zo) + Ah + o(h), (%)
pour tout |h| assez petit. Dans ce cas, on a f'(xo) = A.

Démonstration. On suppose que f est dérivable. Dans ce cas, on pose

r(h) = f(zo +h) — f(xo) — f'(z0)h,
ol h est assez petit pour que f soit définie en zg + h. On voit que

. r(h) . flwo+h) — f(x0) / ' /
1 _— = 1 — — — —
lim —= = lim > f(xo) = f (o) — f(w0) =0
et donc r est un o(h). Ainsi, 'équation (x) est vérifice avec A = f/(x).
Maintenant, on suppose qu’il existe A € R tel que () est vraie. On a alors
flxo+ h])l— f(xo) . 0(:)‘

Lorsque h — 0, le coté droit converge vers A, donc le coté gauche converge également. Ainsi,
on a bien que f/(xg) existe et f'(xg) = A.

O
En fait, la proposition se généralise partiellement pour les dérivées d’ordre supérieur.
Exercice 1 Développements limités. Montrer que si f est n-fois dérivable en xg, alors
2 hn

Flzo+B) = f(zo) + f'modh + (o) g+ [ (wo) - + oh").

La notation du petit o aide énormément pour faire les calculs dans certaines situations.

. (cosz —1)" . o
Exemple 14. Calculer lm%) —5,— - Le développement limité de cosz en 0 est
xr—> T

72
cosr =1-— -t o(x?).
On a donc
(cosz —1)" (1 — 22+ o(z?) — 1)"

xZn xQn

(—32% + o(z?))"
:L,Qn

(—1)”2%932" + O($2n)

x?n

1)71,

On voit que la limite lorsque x — 0 vaut ~—z—




La prochaine notation est celle du grand O. Elle est particuliérement utile en informa-
tique, pour 'analyse d’algorithme.

Définition 15. 1. Soit a € R et f,g: (a,00) = R deux fonctions. On dit que f est un grand
O(g(x)) lorsque © — oo 8'il existe M > a et C' > 0 tels que pour tout = > M, on a

[f(z)] < Clg(z)].

2. Soit zg € R. Soit f et g deux fonctions définies sur un voisinage de zg. On dit que f est
un grand O(g(z)) lorsque x — xq 8'il existe C,m > 0 tel que si |[x — z¢| < m, alors on a

|f(z)] < Clg(z)].

kokokosk

Lorsque le contexte est clair, on ne précisera pas vers quelle valeur x tend. On commence
par le cas ou © — oc.

Exemple 16.
e f(x) = x est un O(z), puisque z < z pour tout x. En fait, f est un O(z™) pour tout

n > 1.

e Une fonction bornée g est un O(1), car g(x) < C pour tout x. Par exemple, g(x) = sin(z)
est un O(1).

e h(z) = e” n'est pas un O(z™) pour aucun n € N.

Exercice 2 Soit f, g: (0,00) — (0, 00) deux fonctions. Montrer que si

im La:)
M g(a)

existe, alors f est un O(g(x)).

Ensuite, on s’attarde au grand O lorsque x — a. Voici des exemples.

Exemple 17.
e f(xz)=x est un O(x) lorsque x — 0.

e g(z) =sinz est un O(zx) lorsque z — 0.
e h(z) =e” est un O(1) lorsque * — a pour tout a € R.

Exercice 3 Soit a > 0 et f,g:(—a,a) — (0,00). Montrer que si la limite

(=)

z—0 g(x)

existe, alors f est un O(g(x)).

On a vu que le petit o est intimement lié aux développements limités. Le grand O est
quant a lui lié au développement de Taylor.



Théoréme 18. Soit f:1 — R une fonction de classe ™! sur I. Alors pour |h| assez petit,

on a
n

flx+h)=f(@)+ f@h+-+ f(”)(:r:)% +O(h"),

Démonstration. Par le théoréme de Taylor, pour h si petit que f est définie sur [z —h, z+ hl,
il existe & tel que

h hn—H
_ / o (n) o (n+1)
Ft )= 1@+ @h s 50 e T
Alinsi, on voit que
R ‘hn—&—l’
_ _f e ) i) ey D
R L R
Puisque f"1) est continue, la fonction f+1) est bornée sur I'intervalle [z — h, 2+ h), disons
par C. On a donc
h" C
_ _ 7! i)t
) = fla) = Pl = )T < )

d’ou la conclusion.
O

\/\Nu Comment cette notation est-elle utile en informatique? Lorsqu’on analyse un algorithme, il est
important de savoir si I’algorithme effectue un grand nombre d’opérations. Comme il est bien trop
difficile de calculer explicitement ce nombre, on utile des ordres de grandeur. C’est la ou la notation grand
O est utile.

\/\Nu Exemple 19. On considére le programme suivant qui permet de determiner si un nombre x ap-
partient & une liste ordonnée L de nombres*.

Fonction chercher x dans L.
Soit & un nombre et L = (x1,...,2,) une liste ordonnée de nombres de longueur n.
1. Choisir a <~ 1 et b < n.
2. Tant que a < b :
choisir m «+ |2Ft].
Sizx =z,
renvoyer m,
sinon si z < z,,,
choisir b < m — 1,
sinon si © > x,,,
choisir a + m + 1.
3. Renvoyer (). // Si on se rend ici, on n’a rien trouvé.

Le but de 'exemple n’est pas de vérifier que I'algorithme fonctionne, mais plutot de vérifier qu’il est efficace.
On détermine 'efficacité en fonction de la longueur de la liste n.

* Le pseudo-code est inspiré de la documentation de Python.

8



On définit une fonction f:N* — R comme suit : f(n) désigne le nombre d’opérations effectuer pour
accomplir ’algorithme pour une liste L de longueur n dans le cas ot la recherche est la plus longue possible.
Calculer f explicitement serait bien trop diffcile, voire imposible. Au lieu, on montre que f(z) = O(logn)
lorsque n — 0.

L’idée est la suivante : la boucle de I’étape 2 peut s’effectuer au plus |log, n] + 2 fois, car & la j-iéme

itération, on voit que
n+1
b—a< +
2J

et pour j = |logy n] + 2, on a

92J — 2Llog2 n|+1+1 _ 9. 2[10g2 n|+1 >2. 210g2n — 9.

Ainsi, il s’ensuit que

donc b = a puisque b et a sont entiers.
Ensuite, si a chaque fois que 'on exécute la boucle, on effectue au plus C' opérations, on obtient la borne

f(n) < C([logan| +2) + D,

ou D est le nombre d’opérations effectuées dans les autres étapes a I’extérieur de la boucle et qui ne dépend

pas de n. Ceci montre que f(n) = O(logy n). Enfin, puisque logs n = lliig, on a également f(n) = O(logn).

\/\N' Habituellement, on dit qu’un algorithme est efficace lorsque le nombre d’opérations est de I'ordre
d’un grand O(polynome) dans la dimension qui croit (dans ’exemple précédent, cette dimension
est la longueur de la liste). Si 'ordre de grandeur est un grand O(logn), c’est encore mieux!




Chapitre 1

Calcul intégral

Définir rigoureusement I'intégral de Riemann se fait a 'aide des sommes de Riemann. I.’idée
consiste a approximer 'aire par des rectangles. Pour définir la notion, on fera intervenir
Iintégrale supérieure et inférieure, qui est une approche un peu différente de prendre la
limite d’une somme de Riemann, comme on l'aurait vu dans un cours de cégep. Il y a
différentes approches équivalentes, mais 1’on choisit celle de Darboux puisqu’elle fournit un
critere d’intégrabilité plus commode.

Une fois que I'intégrale sera définie rigoureusement, il sera de mise d’effectuer une étude
de ses propriétés. Une autre partie importe du chapitre sera de déterminer un critére pour
établir 'intégrabilité d’une fonction.

Ensuite, le célébre théoréme fondamental du calcul, le grand théoréme d’analyse réelle
qui lie le calcul différentiel au calcul intégral, sera énoncé et démontré.

Quelques techniques d’intégration seront abordées par la suite. Le chapitre se termi-
nera par 'extention de l'intégrale de Riemann, & savoir les intégrales impropre. Le test de
I'intégrale, pour les séries, sera également démontré au passage.

1.1. Définition de 'intégrale de Riemann

Soit f:[a,b] — R une fonction. Le but est donner un sens précris a la notion « d’aire sous la
courbe ». Pour ce faire, on introduit quelques définitions. La notion que 'on définit devrait
avoir les propriétés géométriques suivantes.

1. L’aire sous la courbe de f et de g devrait s’additionner pour donner I’aire sous la courbe
de f+g.

2. L’aire sous la courbe de f des intervalles [a, c| et [c, b] devraient s’additionner pour donner
Iaire sous la courbe de [a, b].

3. L’aire sous la courbe d’un rectangle et d’un cercle devraient correspondre a l’aire d’un
rectangle et d’un cercle. (Et de méme pour tout autre forme pour lequel on connait
I’aire, comme une ellipse.)

On verra a la prochaine section que la notion d’intégrale que 'on définit respecte ces
propriétés.

10



Définition 1.1.1. Une subdivision (partition) de [a,b] est un sous-ensemble fini
P ={xg,x1,...,2n}

de [a, b] tel que
a=xg <11 <To < < xpy =0

Kook
. =
& X1 Zj é -
Définition 1.1.2. Soit f:[a,b] — R une fonction bornée et soit P = {xg,...,z,} une
partition de [a, b]. Alors on définit
n
S(f.P) 3:ZMj($j—Ij_1), ou Mj = sup f,
j=1 [2j-1,2]
n
I(f,P):= Zm]-(xj — -Tj—l)a ou M; = inf f.
j=1 [j-1,2;]
Kok
I(f,Q) S(f,P)
T T j
a r1 Ty I3 :v4m5 Te b a 1 T2 I3 £U4x5 Te b

Les sommes dans I(f, P) et S(f, P) correspondent géométriquement & la somme de ’aire
des rectangles de base x; — xj_1 et de hauteur respective inf f et sup f.

On voit que I(f, P) sera toujours une sous-estimation de 'aire et que S(f, P), une
surestimation.

Lemme 1.1.3. Pour toutes subdivisions P,Q, on a I(f, P) < S(f,Q).
Démonstration. Soit P = {xg,...,x,} et Q@ ={yo,...,ym}. On a

(1)
I(f,P) < I(f,PUQ)
< S(f,PUQ) = /\/
2)
< S(f,Q), 'zl j

Représentation géométrique du
terme 1 (x; —x;_1) de la somme

I(f,P).

11 /| J

ou on obtient (1) et (2) comme suit. On écrit

PUQ={2,..., 2mtn+2}

IIj_l Zj
Représentation géométrique de
la somme (%), qui fait partie de

I(f,PUQ).



et on note zp, = o, 2k, = T1,..., 2k, = Tpn. De plus, on note

mj:= inf f et pj = inf f.

[2j—1,2{] [zj—1,24]

Pour 1 <j<mnetkj_1 <l<kEkjonamy>pu; Ona ainsi

k;
(%) > m(ze— 2-1)
Zij,1+1
J
> > il —2a)
fzkj,1+1
= luj(zkj - ij—l) = pj(z; — xj-1).

En prenant la somme de j = 1 & n de chaque co6té, on obtient I(f, PUQ) > I(f, P).
L’inégalité (2) se fait de fagon analogue.

O
Définition 1.1.4. On définit I'intégrale supérieure et inférieure respectivement par
) b
[reutse Py e [ 7 =sp(sgp),
a P Ja P
ou lee supremum et 'infimum est pris sur toutes les subdivisions P possible de [a, b].
Hokkok

En général, 'infimum de I'intégrale supérieure n’est pas atteint. Il existe toutefois une

suite de partitions (P,) telle que S(f, P,) — f;f. De méme pour l'intégrale inférieure.

b b
Lemme 1.1.5. / fg/ f
a a

Démonstration. On a I(f, P) < S(f,Q) pour tout P,Q. Prenons sup :
P

b
/ fF<S(f,Q) pour tout Q.

Prenons inf :

/Lbfﬁff-



Définition 1.1.6. Soit f:[a,b] — R une fonction bornée. Elle est intégrable (au sens de

Riemann) si B
£ f = / 'y

Dans ce cas, on note la valeur commune f(f f (ou ff f(x)dz).

Exemple 1.1.7. f(x) = ¢ (const.) sur [a,b].
Prenons P = {a,b}. Alors

(f7 )_C( CL),
I(f,P)=rc(b—a).

On a donc f f<cb—a)et fbfZJZ(b—a). On conclut que

(b—a)é/ibféffédb—a),

c’est-a-dire que f;f = fabf = ¢(b — a). Conclusion : f;f = c(b — a).

kkokx

Remarque. Cet exemple démontre que ’aire sous la courbe d’une droite horizontale corres-
pond bien a l’aire d’un rectangle.

Exemple 1.1.8. f( ) 22 sur [0, 1].
Soit P, = {O "T_l, 1}. On a alors

’n’n""’

n N 2 . .
s -5 (-4
n=1
1 .
-3
j=1

= #(n(n +1)(2n+1))

ST

kkokx

(@}

lorsque n — oo.

Ll

11 suit que

O\,L‘
~
VAN

W =



De méme, on a

lorsque n — oo.

Il suit que

Pour résumé, on a obtenu

résultat
général

e

Conclusion : f(x) = 22 est intégrable sur [0, 1] et fol f= %

IN «—

W
Wl

Exemple 1.1.9. f définie sur [0, 1] par

) = 1, six est rationnel,
10, siaxestirrationnel.

Soit P une subdivision quelconque de [0,1]. Chaque intervalle [z;,j_1] contient des
rationnels et des irrationnels. Donc on voit que

M; =1 Vj,
mj = 0 Vj.
14



On obtient ainsi

Il s’ensuit que

1
/ f=supI(f.P) =0,
Jo_ P

ff—/PS(f,P)_l.

Conclusion : f n’est pas intégrable (au sens de Riemann).

1.2. Propriétés de 'intégrale

1. Si f est intégrable sur [a,b] et sur [b, ], alors elle est intégrable sur [a, c] et

/:f:/abﬂ/bcf.

2. Si f, g sont intégrables sur [a, b], alors f + g Pest aussi et

/ab(f+g>=/abf+/abg.

3. Si f est intégrable sur [a, b], et si ¢ € R, alors cf est intégrable sur [a, b] et

/abcf:c(/abf),

4. Si f et g sont intégrables sur [a,b] et si f(z) < g(x) pour tout = € [a, b], alors

b b
/ < / g.
a a
Ces propriétés en sont que 'on s’attend a ce que « ’aire sous la courbe » devrait avoir.

Démonstration de

15



2. . Prenons des subdivisions P, Q de [a,b]. Alors

S(f,P)+5(9,Q) > S(f,PUQ)+ S(9,PUQ)
>S(f+g, PUQ)supy(f+g) <supy f+supyg)

b

(f +9)

a

Pour résumer, on a obtenu S(f, P) + S(g,Q) > f;(f + g). Prenons irlgf et igf :

A nouveau, pour résumer, on a obtenu

£f+£9§£(f+g)§/f+g§/ /

Comme f et g sont intégrables, on a
b b b
Lr=Lr=1
Ja_ a a
b b b
fo=fo= ]
Ja_ a a

/ib(f+g)=/6Lb(f+g),
/ab(f+g>:/abf+/abg

On conclut que

d’ott f + g est intégrable et

16



Inégalité triangulaire

ffglmw

Démonstration. On a d’une part

reins [r< [
s [ e[ [
< [in
fofn

1.3. Intégrabilité des fonctions continues

et d’autre part

Donc on obtient

ce qui veut dire que

Théoréme 1.3.1. Si f:[a,b] — R est une fonction continue, alors elle est intégrable.

On rappelle que si f est continue sur [a,b], alors f est bornée et f est uniformément
continue.
Démonstration. Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe 6 > 0 tel que
pour tout z,y € [a,b], on a

[z —yl<d=|f(x) - [yl <e (%)
Prenons une subdivision P = {xg,z1,...,2,} telle que x; — xj_1 < § pour tout j. Par (x),
il suit que
sup f< inf f4e
[£j_1,25] [zj-1.25]
pour chaque j, c’est-a-dire que
M; <mj;+e vj. (k)

Puisque f est bornée, il s’ensuit que S(f, P) et I(f, P) sont bien définis. On a donc

ffé S(f, P)

Mj(xj — xj-1)
1

<.
Il

17



j=1
=D _mj(z; _IJ—1)+Z<€(‘TJ — 1)
7=1 7=1
=1I(f,P) +e(b—a)
b

Autrement dit, on a

On conclut que

c’est-a-dire que f est intégrable.

1.4. Théoréme fondamental du calcul

(par (xx))

Le lien entre I'intégration et la dérivation semble ténu a premiére vue. En y réfléchissant un
peu, il est toutefois impératif que le lien existe! En effet, si f:[a,b] — R est intégrable et si

on pose

ﬂ@=£77

F(x+ h) — F(z) = l'aire d’un rectangle = f(x) -_h

base

alors

hauteur

a T

et donc on se convainc que F'(z) = f(z). Evidemment I'aire n’est pas exactement cell
d’un rectangle et la hauteur n’est pas exactement f(x), mais lorsque h est petit, ¢’est une

approximation évocatrice.

Théoréme fondamental du calcul 1. Soit f:[a,b] — R une fonction continue. On définit

F:la,b] — R par

F(.x):/;f.

Alors F est dérivabl et F'(x) = f(z) pour tout x € [a,b].
Démonstration. Prenons ¢ € [a,b) et h > 0. Alors on a

Fle+h)—F(o)= [*"— [ f
_ fC-i-h f
18



h inf f<fc+hf<h sup f

[c,c+h] [c,c+h]
et donc " 0
inf f< (c+h)— Fle) < sup f.
[c,c+h] h [c,c+h]

Lorsque h — 07, on sait que

inf f— f(c) et sup f— f(c)

[c,c+h] [c,c+h]

puisque f est continue.
Par le théoréme des deux gendarmes, ceci implique que

lim F(c—{—hf)L—F(c) — feo).

h—0+

Le méme argument pour h < 0 montre que

)a _
lim (c+h)— F(c)
h—0— h

= f(c).

Conclusion : F est dérivable en ¢ et F'(c) = f(c).
UJ

Théoréme fondamentale du calcul 2. Soit f:[a,b] — R une fonction continue. Soit
F:[a,b] — R une fonction dérivable telle que F' = f. Alors

LU:F@—F@.
:i/xf

D’aprés le TFC1, on sait que F| = f. Aussi, par hypothése, on a F' = f. Tl s’ensuit que

Démonstration. On pose

(F—F) =F —-F
—f-f
= 0.
On conclut que F; — F' = C, une constance. En particulier, on a
F(b) — Fi(b) = F(a) — Fi(a)
— [P f=F(a)-0
12 f=F@®) - F(a).

19



Remarque. La fonction F' s’appelle une primitive de f. Selon le TFC1, une primitive existe
toujours (lorsque f est continue) et selon le TFC2, une primitive est unique a I'addition
d’une constante prés. Souvent, on écrit [ f(z)dx = F(z) + C.

Exemple 1.4.1. f(z) = 2% sur [0, 1]
On peut prendre F(z) = %x?’. On obtient

1
| r=r=Fo) =307 - 407 - &

kokoksk

1.5. Techniques d’intégration

1. Intégration par partie
Soit u, v: [a,b] — R des fonctions dérivables avec v/, v’ continues. Alors

b b
/ v’ = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / v
a a
Démonstration. quv/ + qu/v = fZ(uv’ +v'u)

= fZ(uv)'
TECZ (0o (b) — u(a)v(a)

b b b 1
Exemple 1.5.1. / log xdx = [x log {L'] —/ r—dx u=loger dv= %dx
a a a <

du = 1dz V=21

S

= [xlogx—m} :

2. Intégration par substitution
Soit f:[c,d] — R une fonction continue et g: [a, b] — [c, d] une fonction continue, dérivable
et avec ¢’ continue. Alors

b g(b)
2)\)d (z)dx = uw)dzx.
/a f9(2))d (@) / NG

Remarque. Si g(a) > g(b), alors il faut interpreter
/g(b) /g(a)
@ S

20
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Démonstration. Soit F' une primitive de f sur [c,d]. Alors, d’une part, on a

/ F(u)du " F(g(b)) — F(g(a)).

(Vrai méme si g(a) > ¢g(b).) D’autre part, on a

/f M—L%@mmmm

b
~ [(Fog/@)a
= Fog(b) = Fogl(a)
= F(g(b)) — F(g(a))

g(b)
= / f(u)du
g(a)

O
Exemple 1.5.2. On pose L(z) = [;" 4. On a
Y dt
L(zy) = / T
1
/%ﬂ /W& u=g
e —_ —I— —_
1t z t rdu = dt
Y ad
= L(x) + =
1 TU
= L(x) + L(y).

3. Simplication algébrique

E 1]63Lf T d 2u_1 1
Xem (S DD xr = U = 10ex
P 0o ve+1 \/— s

du = %dx




4. Simplication trigonométrique

3
’?mme 1.5.4. /cosxcos(Qx)dm = / COSI"';OS( x)dx

_sinz  sin(3z)
2 6

5. Fractions partielles

E le 1.5.5 /d—x / de
RIS 21T G-
1 1
:/ < — )dx
x—1 z+1

1
= —log(z — 1) — 3 log(z + 1)

1
2

DN | —

1.6. Intégrales impropres

6.1 Intégrales de fonctions non bornées

La définition de [ ; f prend pour acquis que f soit bornée sur [a,b]. 1l arrive parfois que f
est bornée sur [a + €, b] pour chaque € > 0, mais pas sur [a,b] lui-méme. Dans ce cas, on

1 b . . .
peut considérer fa+€ f si elle existe et si

b
/ f—1 lorsque € — 0T,
a+e

alors on dit que P'intégrale est impropre [ ; f converge et on écrit

/abf:@

R . . .. C s b—
(De méme, si la singularité est en b, alors on considére [ ® f lorsque € — 0.)

Exemple 1.6.1. f(z) = % sur [0,1) avec o > 0.
On a

1
d 1
_ZC: (1_51—(1)
s ¢ 1—-a

et donc 1
limﬂz £, si0<a<l,
00, si o > 1.



Pour « =1, on a

dm =log(1) — log(e) = 00 (¢ — 0T).

£

Conclusion : fo o converge si 0 <« <1 et vaut =, et diverge si a > 1.

Remarque. Si une fonction f est définie sur [a,b) U (b, c], il se peut que la limite

([ [ )

existe méme si les intégrales impropres [ ; f ou fbc f divergent. Dans ce cas, on écrit
b—e
/ f= lim / f+ /
e—07F bte
On appelle v.p. f; f la wvaleur principale de fac f.
Exemple 1.6.2. f(z) = -L; sur [0,3].
D’abord, on voit que

1—¢
d
lim / xl = lim log(| —¢[) —log(] — 1|) = —o0,
0

e—0t X — e—07t

kokskosk

donc 'intégrale impropre diverge. Essayons de calculer la valeur principale. On a

1—¢ 3
dx dx
I = lim log(| — ) — log(] — 1
dm ([ S [ S = i sl = )~ tos(] - 1)
+ log(2) — log(le])

= log 2.

6.2 Intégrales sur des intervalles semi-infinis
On suppose que [ f existe pour tout z > a. Si

x
lim/ f=¢,
T—r00 a

alors on dit que l'intégrale impropre | aoo f converge et on écrit

wa:@

(De méme pour [“__ f en considérant [ f lorsque z — 0c.)

23



Exemple 1.6.3. f(x) = % sur [1,00) pour a > 0.

On a
/ad_x: 1 ylfa_ 1 yj;) ﬁ, SiO{>1,
R ! 00, si0<a<l,

etsia=1,ona

— =logy —logl — o Yy — 0.
1 X

Exemple 1.6.4. Soit f(z) = ﬁ sur [1,00], o |z] est la partie entiére de z. Pour tout
n > 1 entier, on a

lorsque n — oo. Donc l'intégrale floo f diverge.

6.3 Intégrales sur tout ’axe réel

Soit f:R — R. On dit que [ f converge si les deux intégrales [, f et ffoo f convergent
toutes les deux. Dans ce cas, on écrit

Fofefs

Remarques. 1. Au lieu de faire la séparation en 0, on peut la faire en tout point a € R. Cela
ne change ni la convergence, ni la valeur.

2. Il se peut la limite
y
lim f

Y—00 —y

. A . o0 . . .
existe méme si f_oo f diverge. Dans ce cas, on écrit

0o y
V.p./ f= yIEIolo/ f
e —y

On appelle v.p. ffooo f la valeur principale de ffooo f.
KAk ok
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y2

Exemple 1.6.5. f(z) ==z
On voit d’abord que
y
/ xdr =
0
qui diverge lorsque y — oo. Donc [~ zdz diverge, ainsi que [~ xdz. Cependant,

Y
/ zdx =0
-y

o=

pour tout y, donc v.p. [*° adz = 0.

6.4 Tests de convergence pour les intégrales impropres
On considére 'exemple suivant : est-ce que

o0
cos
——dx
o 1+ x2
converge?

Cette fois-ci, ¢’est moins évident que dans les exemples précédents, puisqu’on ne sais pas

évaluer y
CcoST
3 dzx.
0 ]_ + X

Tout comme pour les séries infinies, il nous faut des tests de convergence. En voici deux.

1. Le test de comparaison
Soit f, g: [a,00) — R deux fonctions continues. Supposons que

0< fz) < g(x)
pour tout x > a. Si faoog converge, alors faoo f converge aussi. (Donc si faoo f diverge, alors
[ g diverge aussi.)
Démonstration. On pose F(z) = [ f. On a que
e F est croissante (si y > z, alors F(y) — F(z) = [/ f > 0).
e F(z) est majorée (en effet, F(z) = [ f < [Tg < [Fg).

Il s’ensuit que F(z) converge vers une limite (finie) lirsque  — oo.
U

Exemple 1.6.6. Soit f(z) = L sur [l,00). Ona 0 < || < 2 < |z] + 1. Par le test de

comparaison, on a que [, f diverge. En effet, on voit que

<= f@)

0<
lz|+1 =

et on sait que

diverge, par I'exemple 1.6.9.

25



2. La convergence absolue implique la convergence
Soit f:[a,00) — R une fonction continue. Si [~ | f| converge, alors [~ f converge aussi.

Démonstration. On remarque que si faoo | f| converge, alors faoo 2| f| converge. De plus, on a
0< f+I[fl<2/f]

partout. Donc, par le test de comparaison, il suit que

0. 9]
[ w1
a
converge. Enfin, on a

/;f:/:<f+‘f’)_/;‘f‘ﬁ/aoo(f+|f|)—/aoo\f! lorsque x — 0.

On revient maintenant & I'exemple

On note que
cos T

1422

. o
et on sait que [ j—fg converge.
Par le test de comparaison, on conclut que

&

converge. Comme la convergence absolue implique la convergence, il suit que

o
/ Cosx2dx
1 1 +x

/y cos.az:zdx:/1 cosxzdx+/y cosa:zdx
0 1+£L' 0 1—|—3§ 1 1+£L'

L cosz * cosw
0 1 +x 1 1 +x
Remarque. Montrer la convergence de faoo f et trouver sa valeur sont deux probléme diffé-
rents. En général, le deuxiéme est plus difficile. En fait, on peut montrer que

/OO CoS T T
dr = —
0 1+a2 2e

par des techniques de I’analyse complexe.

COS T
14 22

converge également.
Enfin, on a

kkkk
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\/\N' \/\/M Les intégrales complexes peuvent parfois étre évalué & ’aide de leurs résidus. Le prochain
calcul n’a aucun lien avec la matiére du cours. On pose

1z

e

f(z) = 122

une fonction de la variable complexe z = x + 7y. Lorsque y = 0, on trouve

1z

e coszT isinx
1+ 1+xz 1+
Cette fonction posséde un résidu en z = i et 2 = —i. On s’intéresse seulement & celui en ¢, puisqu’on intégrera

seulement autour de ce résidu. Dans notre cas, le résidu se calcule par

eiz 6_1
es(f,) = lim (= = ) () = lim — =
Soit 7y, le lacet composé de l'intervalle [—n,n] et du demi-cercle C,, de t Y
rayon n, centré en 0 partant de 'axe réel positif jusqu’a 'axe réel négatif. L
Pour n € N et n > 2, on pose Chn
eiz
I, = / T de
! o 1+ 22 Ti
Par le théoréme des résidus, on a I’équation —_n no
. Cont d’intégrati .
. . %ir ontour d’intégration -,
I, =2irRes(f,i) = — = —.
2ie e

Ensuite, l'intégrale sur le demi-cercle s’approche de 0 lorsque n — oo :

eiz |eiz‘
——dz| < —|dz
/cn1+z2 “/canz?I |

]y
< | pEpoqldl Dol = Ide 4 id
c 12 |dz| = |dz + idy|
eV d =|—ncosfdf + insin b db|
_/ n2_1| Z| 5 5 ——
:\/n cos? 0 + n?sin” 6 dd
:/w ne;nsi;é‘de — ndd
o n°—
n i )
S /0 do (car e~msind < 1)
—0 lorsque n — oo.
On peut maintenant conclure
L= lim I,
e n—oo
) eiz
= Ty

Tn

27



o gte iz ca est composé
= lim (/ 672(124_/ 62d2> ( I Yn mp
n=oo \Jon 142 c, L+~ de C,, et de [-n,n])
n 1z

= lim
n—oo [_ 1+ 22

dz +0 (car [ 1+szz—>0)

. no iz
= lim 5
n—oo J_ 1 +x

dz (car y = 0 sur [—n,n])

" cosx +isinx

=lm [ ————dz
n—oo |_ . 1 +x
: cos T sin x
Puisque Tra? est, paire et que Tia? est impaire, on a

T~ lim 2/ T da 0.
0 14+ a2

/OO 8T LT
o l+a2" 2’
6.5 Le test de l'intégrale pour les séries
La série Z

On conclut que

—t- ? A e
nlogn converge-t-elle? Les tests vu en analyse 1 échouent sur cet exemple. L’in

tégrale fournlt un test plus raffiné.

Test de ’intégrale Soit f:[1,00) — R une fonction (continue) positive et décroissante.
Alors

> 00
Z f(k) converge < / f(x)dz converge.
k=1 1

Démonstration. Pour z € [k — 1,k], on a f(k) < f(z) < f(k —1) et donc

k
f(k) < : 1f(fﬂ)dﬂc < f(k=1).
Additionner ces inégalités pour k = 2,3,...,n donne
n—1
Zf / Fde < 3 £(8).
k=2

De I'inégalité de gauche, on obtlent que

Z f(k) diverge = / f(z)dx diverge.
k=2 1

De T'inégalité de droite, on trouve

/ f(z)dx diverge = Z f(k) diverge.
1 k=2
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Exemple 1.6.7. f(x ) = (positive et décroissante si a > 0).

On a vu que fl L& Converge si et seulement si @ > 1. Par le test de 'intégrale, il suit
que

= 1
Zk_ converge <& o > 1.

k=1
Exemple 1.6.8. f(x) = de sur [2,00) (positive et décroissante si 5 > 0).
On a
/y dz /logy du U = log:c
2 x(logm)ﬁ B log2 B du = ld:E
x

— limite & g > 1.

Par le test de I'intégrale, il suit que

oo

1
W converge < (3 > 1.
k=2
o0
En particulier, > zlogz diverge.
k=2

Exemple 1.6.9. f(z) = sin?(rx).
On voit que fooo sin?(mz)dz diverge, mais
oo (0.9]
Z sin?(mk) = Z 0
k=1 k=1

converge.
Le test de I'intégrale ne s’applique pas, puisque f n’est pas décroissante.

1.7. Sommes de Riemann et sommes de Darboux

Les sommes S(f, P) et I(f, P) sont appelés sommes de Darbouz. On présente briévement le
point de vue équivalent de Riemann.

Définition 1.7.1. 1. Soit P = {zq,...,x,} une partition de [a,b]. On appelle le tuple
€= (&,...,&) un test si & € [xj_1,2;] pour tout 1 < j < n.
2. Soit f:[a,b] — R une fonction bornée. On définit la somme de Riemann R(f, P,§) par

R(f,P,¢) = Zf@ i — Tj_1).
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3. La largeur d’une partition P = {zg,...,x,} est

7] = s (2 = 2;0).

Skokoksk
Le point 1 de la définition n’est pas standard dans la littérature. On introduit la termi-
nologie d’un test seulement pour alléger le texte.
Remarque. On voit que

I(f,P) < R(f, P,§) <5(f, P) (1)

pour tout test &.
KoKk

Les sommes de Darboux sont plus faciles a utiliser pour la théorie. Pour le calcul numé-
rique, les sommes de Riemann sont probablement plus utiles. De toute facon, une intégrale
sera habituellement approximer par une méthode numérique telle la méthode de Simpson.

Théoréme d’équivalence des sommes de Darboux et de Riemann 1.7.2. Soit une
fonction f:[a,b] — R bornée. Alors f est intégrable si et seulement si f satisfait au critére
de Riemann : il existe S € R tel que pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que si | P|| < 6, alors

|R<f7pa€)_5| <ée

pour tout test £&. Dans ce cas, on a S = f; f
Avant de faire la démonstration, on démontre une propriété des sommes de Darboux.

Lemme 1.7.3. Si f est intégrable, alors pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute
partition P, on ait
si ||P|| <9, alors S(f,P) —I(f,P) <e. (2)

Démonstration. Soit € > 0. On sait qu’il existe P- = {yo, ..., yq} telle que
Soit P = {zg,...,7,} une partition telle que ||P|| < 4, ot § sera déterminé plus tard.
Pour 0 < j < d, on définit {z]}¢ de sorte que
PU{yO,...,yj} = {zé,...,ziﬂ.}
et on pose ‘
Mg: sup f et M = sup f.

[27_1:%7]

La suite est un peu technique, donc allons-y avec soin. Il existe & tel que y;41 € [Ziil, zi]
Il s’ensuit que

- .

0pour€<k,onatzfr :zz;
+1

e pour ¢ =k, onazfr = Yj+1;
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g+l _
epour { >k, onaz, = =z,
On compare maintenant les sommes supérieures avec P U {yo,...,yj} et PU{yo,...,yj+1}-
On a
(. +1 j j+1
—S(f,PU{yo, .. yi+1}) = > MI(z] — 2]_)) Z M -2
/=1
n+j n+j+1
— J(0 J J+1, g+1 j+1
—ZMe(Zz_ZZ—O_ Z My (2" = 55)
l=k l=k
(. ] j+1 ] +1
= Mj (2, — zp_q) = My (Yje1 — 2_1) — Miﬂ( — Yj+1)

< M(zi — zi_l)
< M.

De méme, on a

I(f, PULyo, - yjrr}) = I(f, P U{wo, - .-, y;}) < mo.

En combinant les sommes inférieures et supérieures et prenant la somme de 1 & d, on
trouve

S(f, P)—=1I(f, P) = S(f, P U{yo}) + I(f, P U{yo})

d—1

+ [ (fs PU{yo,---,yi)) — I(f, PU{yo, - y;})
—0

<.

—S(f,PU{yo,--,yjs1}) + I(f, PU {0, .., yj+1})

— S(f,P) = I(f,P)— (S(f,PUP.) — I(f,PU P.))
< 2Md.

Autrement dit, on a

S(f,P)—I(f,P) <2Mds+ (S(f,PUP.)—I(f,PUPF.))
< 2Mds + £.

Si on prend § = 55, alors on obtient

tel que voulu.

On notera bien que le § choisi dépend de € et de d, mais pas de P. En effet, d est
déterminé en fonction ¢ et indépendemment de P.

O
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Démonstration du théoréeme. On suppose que f est intégrable et on montre qu’elle satisfait
le critére de Riemann.

Soit € > 0. Soit § > 0 dont I'existence provient du [emme T73. Pour toute partition P
avec || P|| < d et pout tout test &, on a

—e < I(f,P)—S(f,P) (par le [emme T73)
SR(f,P,f)-S(f,P) (par)

b
R@Ro—/f (car S(1,P) = [° f)

/ f (par [17)

S(f, P)—1(f,P) (car I(f,P) < [, f)
€, (par le [emme T773)

IN

doit |R(f. P.€) -
Pour la réciproque, on suppose que f satisfait au critére de Riemann et on montre que

Lbf:Zf-

Soit € > 0. Soit S et 0 qui satisfont au critére de Riemann. D’abord, on a que pour
toute partition P avec ||P|| < d et pour tout test &,

< e. On conclut que f satisfait au critére de Riemann.

R(f,P,§) < S+e.

Puisque l'inégalité tient pour tout test & = (&1,...,&), elle reste vraie lorsque f(&;) —
SUP[y; 2,1 /- 11 suit que S(f,P) < S+e. Deméme,onaS—e<I(f P).
Soit ensuite (FP,) une suite de partitions telle que

b )
I%Bﬁé/f et S%Rﬂﬁ/ﬁ

On a

Comme ¢ est arbitraire, on conclut que fff = fabf =S.
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Chapitre 2

Convergence uniforme

La notion de suite était trés importante en analyse 1. On étend cette notion aux fonctions.
Comme on le verra, une notion de convergence pour les fonctions est plus difficile a établir.

2.1. Convergence simple

Définition 2.1.1. Soit X un ensemble, soit (f,)n>1: X — R des fonctions et soit f: X — R
une fonction. Alors la suite (fn)n>1 converge simplement vers f sur X si, pour chaque
x € X, la suite de nombres (f(x))n>1 converge vers f(z) € R.

On écrit également f,, — f simplement sur X lorsque n — co.

Exemple 2.1.2. f,(z) = n@jiz

On a

kkokx

2
x
= 5 — z®  lorsque = — oo.
EE

Conclusion : f,, — f simplement sur R, o1 f(x) = 22

1 x2n

Exemple 2.1.3. f,(z) = T
Il y a trois possibilités :
— p2n 1—
T — 50 =1 lorsque n — o0;

—a? p -1 01

1. si |z| < 1, alors

1 n
2. si|z| > 1, alors = — = —1 lorsque n — oc;
2 1
Itz 41 041
_ 2n
3. si|xz| =1, alors ——— = 0 pour tout n.
1+ 27

Conclusion : f,, = f simplement sur R, ou

1, silz| <1,
flx) =40, silz]=1, ~ >
—1, siz| > 1.
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Remarque. Bien que chaque f, soit continue, f est discontinue en z = +£1.

’?mme 2.1.4. fo(z) = {é :inaime [nn+1), B

On voit que fp(z) = 0sin > x, donc f,, — 0 simplement sur R.

kkokx

nn+1

Remargue. Ici, f, — 0 sur R, mais [~ fn = [5° 0, car [;° fn =1 pour tout n € N.

Exemple 2.1.5. f,(z) = %

On note que |f,(x)] < % pour tout n € N et pour tout = € R,
donc f,, — 0 simplement sur R.

kkokx

Remarque. Dans cet exemple, on voit que f, — 0 simplement sur R, mais f], — 0’ simple-
ment sur R. En effet, on a

f1(0) = cos(n0) =1

pour tout n, tandis que 0/ = 0.
sk

Les exemples a I3 montrer que bien qu’elle semble naturelle, la convergence
simple ne respecte ni la continuité, ni 'intégration, ni la dérivation. Il nous faut un mode
de convergence plus forte : la convergence uniforme.

2.2. Convergence uniforme

Définition 2.2.1. Soit X un enesmble. Soit (fy)n>1: X — R une suite de fonctions et soit
f: X — R une autre fonction. On dit que f,, converge vers f uniformément sur X si

sup | fn(z) — f(z)] =0
reX

lorque n — oo.
Kok koK

Remarque. Si f, — f uniformément sur X, alors f,, — f simplement sur X. Ainsi, pour
déterminer si (fy)p>1 converge uniformément :
1. on identifie la limite simple f, si elle existe;

2. on tente de montrer que sup |fp(z) — f(z)] — 0 lorsque n — cc.

reX
kokeoskosk
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Exemple 2.2.2. f,(x) = ze™™" sur [0, 00).
On note que f;, — 0 simplement sur [0, 00). On veut donc montrer que

sup |ze ™| =0 lorsque n — oco.
x€[0,00)
On a .
>0, si0<z<,
<0, siz> 21

fr(x)=e ™ —nre ™ = (1 —nx)e "™ {

Dong, il s’ensuit que
1
sup | fo(2)| = fu(5) = — =0
x€[0,00) ne
lorsque n — oo.
Conclusion : f;, — 0 uniformément sur [0, co).

Exemple 2.2.3. f(z) = 1157 sur [0, 1]

On voit que f, — 0 simplement sur [0,1]. (En effet, si > 0, alors
falz) < 52 = L et si z =0, alors f(0) =0 pour tout n.)
On trouve que le supremum est atteint en x = % (a laide du calcul

différentiel). Donc
sup |fo(2)| = fn(%) = % # 0
z€[0,1]

lorsque n — oo.
Conclusion : (f,)n>1 ne converge pas uniformément sur [0, 1] (ni vers 0, ni vers aucune
autre limite).

Exemple 2.2.4. f,(z) = 2" sur (0, 35).

9

,7p)- De plus, on a

On voit que f,(z) — 0 lorsque n — oo pour tout = € (0

sup | fn(z ( )
2e(0,2) 10
9.
10)

lorsque n — oo. Donc 2" — 0 uniformément sur (0,

Exemple 2.2.5. f,(x) = 2" sur (0,1).

Encore une fois, on voit que f,(z) — 0 lorsque n — oo pour tout = € (0, 1). Par contre,
on a

sup | fu(2)] = 1" # 0

z€(0,1)

lorsque n — oo. Ainsi, f, ne converge pas uniformément sur (0, 1).

Morale : le domaine est important!
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2.3. Convergence uniforme et continuité

Théoréme 2.3.1. On suppose que f, — f uniformément sur un intervalle I. Soit a € I.
Si chaque f,, est continue en a, alors f est continue en a.

Corollaire 2.3.2. Si f,, — f uniformément sur I et si chaque f, est continue sur I, alors f
est continue sur I aussi.

Démonstration du théoréeme. Soit € > 0. Comme f,, — f uniformément sur 7, il existe N
tel que

n> N = sup|fulz) — f(z)| < .
xel 3

En particulier,
13
sup [fn(x) — f(7)] < -

xzel 3

(%)

Comme fy est continue en a, il existe 0 > 0 tel que pour tout = € I tel que |z — a| < 0,
on a

|fn(z) — fn(a)] < § ()

Alinsi, pour tout = € I avec |z —a| < §, on a
[f(x) = fla)] < [f(z) = fn(@)| + | fn (@) = fn(a)] + [fn(a) — fla)]

£
3
+ par (%) +

[0}

wlm

3
< par ()

par (*)

= E.

D’ou f est continue en a.

1 — 2"
Exemple 2.3.3. f,(x) = T
T

On a déja vu que f,, — f simplement, ou

1, siz| <1,
flx)=40, silz]=1,
-1, silz|>1,

qui a des discontinuités en x = £1. Donc f,, / f uniformément sur R.

Exemple 2.3.4. f,(z) = 2" sur (0,1).

On a vu que f,, — 0 simplement, mais pas uniformément sur (0, 1). Bien que la conver-
gence ne soit pas uniforme, la limite simple est continue. Cela montre que la convergence
uniforme est suffisante pour préserver la continuité, mais pas nécessaire.
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2.4. Convergence uniforme et intégration

Théoréme 2.4.1. Soit (fn)n>1 des fonctions continues sur un intervalle fermé et borné [a, b]
et on suppose de plus que f, — f uniformément sur [a,b]. Alors

LZW+AZ.

Démonstration. D’aprés le théoréme de la Becfion 23, la fonction f est continue sur [a, bl
donc intégrable. On a

b b b
I R TR
b
< (b—a) sup |fu(z) — f(2)]
z€la,b]
— 0 lorsque n — oo.
UJ
Exemple 2.4.2. f, la fonction de la figure.
n=2 n =10

On a que f, — 0 simplement sur [0, 2], mais f02 fn 7 f02 f, puisque f02 fn = 1 pour tout et

2
Jo 0=0.
Conclusion : la suite (f,) ne converge pas uniformément vers f.

Exemple 2.4.3. f, la fonction de la figure

On a que f, — 0 uniformément sur [0,00) (en effet sup o) |fn(z) — 0| = 1 — 0 lorsque
n — 00).
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Par contre, on voit que [, fn 7 [, 0, puisque [;° fn =1 pour tout n et [;~ 0= 0.
Le théoréme de n’applique pas, puisque [0, 00) n’est pas borné.

2.5. Convergence uniforme et dérivation

Attention! Méme si f,, — f uniformément sur R, on n’obtient pas f], — f’ (méme simple-
ment).

Exemple 2.5.1. f,(z) = 320

n

On a que f, — 0 uniformément sur R, puisque

1
=— =0,
n

sin(nz)

zE€R n

lorsque n — oo, mais f (x) = cos(nx), donc f/(0) =1 # 0.
Conclusion : f], # 0 en z = 0.

Théoréme 2.5.2. Soit (f,) une suite de fonctions définie sur un intervalle I. On suppose
que chaque f, est dérivable et que f], est continue. On suppose, de plus, que
(i) fn — f simplement sur I;
(ii) f} — g uniformément sur I. Alors f est dérivable sur I et f' = g.
Autrement dit, sous ces hypothéses, on a

(s 7v)' = Ji ('

Démonstration. On fixe a € I. Par le théoréme fondamental du calcul, version 2, pour
chaque x € I, on a

fule) = fula) = [ 11 (%)
D’une part, par I’hypothése (i), on a
T (@) — fula) = f(z) — F(a)

pour chaque x € I.
D’autre part, par 'hypothése (i7) et le théoréme de la Eection 24, on a

x T
limp 00 / f7/1 = / g.
a a

Dong, en laissant n — oo dans (x), on obtient

Par le théoréme fondamental du calcul, version 1, f est dérivable et

f'(z) = g(=)

pour tout x € I.
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2.6. Convergence uniforme des séries

L. P . o
Tout comme pour les séries de nombres, la convergence d’une série de fonctions ) ,—, ug(x)
est définie en termes de la convergence de la suite des sommes partielles

n
fel) =) ug(z).
k=0
Définition 2.6.1. Soit X un ensemble et soit (uy)r>0: X — R des fonctions. On pose

Fula) = up(x).
k=0

0. 9]
On dit que > ug converge simplement sur X si la suite (f,,) converge simplement sur X. On
k=0
oo
dit que > ug converge uniformément sur X si la suite (f,) converge uniformément sur X.
k=0
ok kok

Les théorémes déja vus pour les suites se traduisent facilement en des théorémes corres-
pondants pour les séries.

Théoréme de continuité 2.6.2. Si (uy),~, est une suite de fonctions continues sur un
intervalle I et si >, uy converge uniformément sur I, alors > -, ug est continue sur I.

Théoréme d’intégration 2.6.3. Si (uy),~, est une suite de fonctions continues sur un
intervalle borné [a,b] et si Y pquy converge uniformément sur [a,b], alors

[(Ge) -5 =)

Démonstration. On pose fr, = > p_suk. On a

/abfnZ/abéuk=§/abuk-

Par hypothése, f, — Y p o u uniformément sur [a, b], donc par le théoréme de la Eection 74,

on a
b b
= Y
a ¢ k=0
¢’est-a-dire

n b p oo

lim U = UL.

Jm Y u= )
k=0"% @ k=0
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Théoréme de dérivation 2.6.4. Soit (uy),>, une suite de fonctions dérivables sur un
intervalle I avec uj. continue pour chaque k. On suppose, de plus, que

o0
(i) > up converge simplement sur I, et
k=0

o]
(ii) Y wj, converge uniformément sur I.
k=0

o0
Alors > wuy est dérivable sur I et
k=0

o o0
(3] =St
k=0 k=0
Démonstration. On pose fp, := > ;_oug. On sait que f,, est dérivable et que

n

fh= ()

k=0

Par I’hypothése (i), on a que
oo
fn — Z Ug (n — 00)
k=0

sur [ et

uniformément sur I.
Selon le théoréme de la Bection 23, Y- uy est dérivable sur I et

o0 / o0
Su) =3
k=0 k=0

O

En principe, la théorie pour les séries est pareille a celle des suites. Cependant, en
pratique, il y a une différence importante. Il est souvent difficile, voire impossible, d’identifier
explicitement la limite f(z) d’une série, ce qui complique le calcul de sup |f(x) — fn(x)
utilisé pour déterminer la convergence uniforme de la série. Il nous faut donc un critére
qui nous assure de la convergence uniforme d'une série de fonctions, sans avoir & identifier
explicitement la limite. Voici un tel critére.

Le critére de Weierstrass. Soit (uy);~, une suite de fonction sur X. On suppose qu’il
existe des nombres (M)~ tels que

(i) |ug(x)| < My pour tout k>0 et x € X, et

(ii) la séries Y -, My converge.

Alors Y7y uy, converge uniformément sur X.
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>, sin(kx)
Exemple 2.6.5. Z CR

k=1

On note que
sin(kx)
L2

1
k2

<

et que la série Y ;- k% converge.

. R . L. oo sin(kx . p
D’aprés le critére de Weierstrass, la séries Y .~ % converge uniformément sur R.

. sin(1000%
Exemple 2.6.6. ZW

k=0

Exactement le méme raisonnement montre que cette série converge uniformément sur R,
donc elle donne une fonction continue. (Par contre, on peut montrer que cette fonction n’est
dérivable nulle part.)

Démonstration. On remarque d’abord que la série ZZOZO u converge simplement sur X.

o0
En effet, pour chaque z € X, on a |ug(z)| < My et > My converge, donc par le test de
0

o0
comparaison pour les séries, Y |ug(x)| converge.
0

Le probléme est de montrer que la convergence est uniforme sur X. Pour le faire, on
considére les sommes partielles
n
Jn = E Uf
k=0

et on pose aussi
o
f= Z U
k=0

On sait que f,, — f simplement sur X et on veut montrer que f,, — f uniformément sur X.
On prend n, m entiers avec m > n. Pour chaque z € X, on a

m

fn(@) = fulw) = > ui(w),
k=n+1
donc . .
(@) = fa(@) € D k(@) < D My
k=n-+1 k=n-+1
On laisse m — oo pour obtenir
@) - f@l < 3 My
k=n+1
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Comme cet estimé est valable pour chaque x € X et le membre de droite ne dépend pas
de z, il suit que

0
sup [ f(z) = f(@)] < ) My
zeX k=n-+1
Or on a - - -
Z My, = Z M, — Z —0
k=n+1 k=0 =0

lorsque n — oco. On conlut que

lim sup |f(x) — fulx)| = 0.

n—00 zeX
o
Conclusion : Y uy converge uniformément sur X.
k=0

2.7. Espaces des fonctions continues

\/VW Cette section est optionnelle, donc elle peut étre considérer comme ayant le sinus du topologue
partout. Son contenu n’est pas trop difficile pour le cours, mais il sort un peu du cadre.

L’ensemble des fonctions continues sur un intervalle 7 C R est
CoUI) = {f:1 = R | f est continue et bornée}.

L’hypothése que f est bornée n’est pas toujours présente parmi les auteurs. Pour cette
section, on en aura besoin, puisque 'on voudra que sup; |f| < co. Si I est compact, alors f
est bornée de toute facon.

On vérifie sans peine que CY(I) est un espace vectoriel. L’intérét de la section est
d’associer une notion de distance entre deux fonctions continues.

Définition 2.7.1. Soit V' un espace vectoriel. Une norme sur V est une application ||-||: V —
[0, 00) telle que
1. (séparation) pour tout = € V, si ||z| = 0, alors z = 0;
homogénéité) pour tout A € R et tout = € V, || Az|| = |A|||z]];

2. (
3. (sous-additivité) pour tout z,y € V, ||z +y| < ||z| + ||y|-
Kok

Le point 3 s’appelle aussi I'inégalité triangulaire. Ces axiomes décrivent la notion de
distance entre deux vecteurs.

Exemple 2.7.2. Soit V =R" et x = (21,...,2,) € R". La norme euclidienne est

1/2
n

lzlle = { ) a3

J=1
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C’est bien une norme et c’est celle qui est habituellement utilisé dans R™. Par exemple, pour

n=2etz=(ab),ona
|z|l2 = Va? + b2.

Il y a d’autres normes possibles. Par exemple

n

lzll = ]

j=1

ou

|2|co = max{|z1|,...,|znl|}

Voici le lien avec les fonctions continues.

Proposition 2.7.3. Soit X C R un ensemble et f,g: X — R deux fonctions bornées. Alors

1. pour tout A € R, on a sup |Af(z)| = || sup f(z)|;
rzeX rzeX

2. sup | f(z) + g(x)| < sup |f(z)| + sup |g(z)].
zeX reX zeX

Démonstration. 1. On pose S = sup | f(z)| et L = sup |\f(x)|. Puisqu’on a
rzeX reX

flz) <5
pour tout x € X, il suit que
(Alf(z) < |ALS

pour tout = € X. Ainsi |A|S est un majorant de Af. On en conclut que L < |)|S.
Ensuite, si L < |A|S, alors on a

1
—L <SS,
Al

donc il existe x tel que

ﬁ[z < f(z) < S.

Ceci est une contradiction, car |A|f(z) < L pour tout x € X. Ainsi L > |\|S.
Conclusion : L = |A|S, comme voulu.
2. Ceci découle simplement du fait que |f(x) + g(z)| < |f(2)| + |g(2)].
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La proposition nous dit que supy |f| définie une norme. Ainsi, pour f € C%(I), on pose

[flloo := sup [f ()] = sup |f|
zel 1

et on Lappelle la norme infinie. On dit que (C°(I),|| - |ls) est un espace vectoriel normé.
On interpréte donc || f||o comme la longueur de f (dans le sens de la longueur d’un vecteur)
et ||f — g/loo est la distance entre f et g.

Définition 2.7.4. Une suite de Cauchy dans un espace vectoriel normé (V|| - ||) est une
suite (x,) dans V telle que pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que pour tout n,m > N,
on a

|zn — Zmllco < €.

kkokx

On sait que les suites de Cauchy dans R convergent. Est-ce toujours le cas dans les autres
espaces vectoriels normés? Avant de répondre & cette question, on montre deux propriétés
qui sont toujours vraies pour les suites de Cauchy.

Proposition 2.7.5. Soit (V.|| - ||) un espace vectoriel normeé.
1. Si (xy,) est une suite de V' convergente, alors c¢’est une suite de Cauchy.
2. Si (zy,) est une suite de Cauchy de V', alors (x,) est bornée.

Démonstration. 1. Soit x € V la limite de (z,). Soit € > 0. Puisque z,, converge vers x dans
V', il existe N > 0 tel que pour tout n > N, on a

€
o = all < .

Soit maintenant m > N. On a

9 9
7 = 2l < llow = 2l + llo = wnll < 5+ 5 =

On conclut que (z,,) est une suite de Cauchy.

2. Soit € > 0. Il existe N > 0 tel que pour tout m,n > N, on a
|lzn — zm]| <e.
Ainsi, il s’ensuit que pour tout n > N,
2]l < lzn —2nl[ + lzn]] <&+ (o]

On pose M = max{||z1|l,...,||zn=1]; |zn| +€}. On a donc ||z,|| < M pour tout n.
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Théoréme 2.7.6. Les suites de Cauchy de (CO(I),||-||oo) convergent dans CO(I). Autrement
dit, si (f,) est une suite de Cauchy, alors il existe f € C°(I) telle que

[fn = flloo =0

lorsque n — oo.

Démonstration. D’abord, par la proposition 2.7.9, la suite est bornée, donc il existe M > 0
tel que || folloc > M.

Soit ¢ > 0. Pour chaque x € I, on sait que (fn(x))n est une suite de Cauchy dans R.
Puisque les suites de Cauchy dans R convergent, il existe f(z) telle que fy,(z) — f(z) lorsque
n — oo. Ainsi, f, — f simplement sur /.

On doit maintenant montrer que f € C°(I) et que || fn — flloo — 0 lorsque n — co. On
montre le deuxiéme point en premier.

Soit N > 0 tel que pour tout n,m > N,

[ fn(2) = fi(2) |00 < €.

Cette inégalité se réécrit comme

|fn(x) - fm(m)‘ <é€

pour tout x € I et tout n,m > N. Ainsi, on laisse m — oo pour obtenir

[fn(z) = flz)] <e

pour tout x € I et tout n > N. On conclut que

[fn(2) = f(2)]loc <,

donc || fn — flloo — 0.

Ceci veut dire que f, — f uniformément sur I. Par le Ehéoréme 231, on obtient que
f est continue. Puisque la suite (fy,) est de Cauchy, elle est bornée, donc f est bornée. On
obtient que f € C°(I).

O

Remarque. Lorsque toutes les suites de Cauchy convergent et que leur limite appartient a
I’espace, on dit que 'espace est complet. Ainsi, le théoréme se réécrit

(COI), || - lloo) est complet.

En général, on aime que les espaces soient complet, car les suites de Cauchy sont centrales
en analyse. En allemand, par exemple, on les appelle les suites fondamentales (fundamental
folge.)

Exemple 2.7.7. On définit sur C%([a, b]) la norme
b
I = [ 191
a

kkokx

Cet espace n’est pas complet.
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Pour montrer que cet exemple est vrai, on utilise le lemme suivant, qui peut sembler
surprenant. (Il m’a personnellement surpris a I’époque.)

Lemme 2.7.8. Soit (V,||-||) un espace vectoriel normé. Alors V est complet si et seulement
si les séries absolument convergentes convergent.

Remarque. Une série est absolument convergente si

oo
> llaal|
n=0

converge dans R. Elle converge si

o0 m
>3 0
n=0 n=0

lorsque m — oo.
kokokosk

Démonstration. On suppose V est complet. Soit s, = Z;'L:() Ty les sommes partielles d’une
série de V. On suppose que la série converge absolument et on montre qu’elle converge.
On suppose que n > m. On a

n
[sn. — sml| = Z L
j=m
n
<> il
j=m

Lorsque n — oo, on obtient

)
lsm = sl < Y [l
j=m

Puisque la série est absolument convergente, il suit que ||y, — s|| — 0 lorsque m — oc.
Réciproquement, on suppose que les séries absolument convergentes convergent. Soit
() une suite de Cauchy. On pose

n

Sp = Z(x]qu — Jjj).

J=0
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On peut maintenant terminer ’exemple.

Exemple 2.7.9. On montre que Uespace (C%([a, b]), ]| - ||1) n’est pas complet. On considére
la série

="
n=0

sur [0,1]. On voit que la série converge absolument, car
00 . 00 1$n < 1
D llath=3 ) de=)
n=0 n=0"0 n=0

Or, la série ne converge pas dans C°([0,1]), puisque f(1) = oo.

Chapitre 3

Séries entiéres

Une série entiére est une série de fonctions de la forme

oo

D axat,

k=0

ou les coefficients a; sont des nombres réels (complexes). On verra que ces séries possédes
des propriétés spéciales qui les rendent presque aussi faciles & manipuler que les polynémes.

3.1. Rayon de convergence

o0
Théoréme 3.1.1. Soit ) akxk une série entiére. Alors il existe R avec 0 < R < oo tel que
0

o0 o0
o 7| < R= Y apa® et 3 |aza®| convergent;
0 0

[0.9] o0
o |2| > R= Y apa” et 3 |aga®| divergent.
0 0

Remarques. 1. Le nombre R s’appelle le rayon de convergence.

2. Le théoréme ne dit rien sur ce qui se passe lorsque |z| = R. Cela dépend de la série en
question.

3. Le rayon de convergence est unique, puisque si R < R; était un autre rayon de conver-
gence, pour les = tels que R < |z| < Ry, la série entiére devrait & la fois converger et

diverger, ce qui est impossible.
KRk
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Démonstration. On pose
oo
C= {x : Zakxk}.
0
Cet ensemble est non vide, car 0 € C. On pose ensuite
R = sup |z

zeC

o0
(R = oo si C est non borné). Par la définition de R, si |z| > R, alors z ¢ C, donc Y apa®
0

o
diverge et ainsi 3 |azz”| diverge aussi.
0

o0 o0
Il reste & montrer que si |z| < R, alors _ |ap2”| converge et donc >~ az* converge aussi.
0 0

On prend = avec |z| < R. Par la définition de R, il existe y € C tel que |z| < |y|. Comme
[e.e]

y € C, la série > apy® converge. Il suit que
0
I b=
im apy” =0
k—o0

et donc que la suite (ayy¥) est bornée, disons |azy”*| < M pour tout k > 0. Alors on a

xk
"3|: < M|=
Y

|ay"|

k
lagx E‘

et
k

T
Y

[ee)
j{:AJ
k=0

converge puisque c’est une progression géométrique de rapport

< 1.

z
Y

o0
Par le test de comparaisons, il suit que > |ak9:k| converge, comme voulu.
0

o0
Exemple 3.1.2. > z*.
k=0

Elle converge si |z| < 1 et elle diverge si |z| > 1 (puisque 2¥ 4 0 lorsque k& — o). Donc
R=1.

o0
Exemple 3.1.3. > kzt.
k=0

On applique le test de d’Alembert :
[(k+ Dz k+1
Rk ‘ ;
Donc, la série converge si x| < 1 et diverge si |z| > 1.

Conclusion : R = 1.
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Xk
Exemple 3.1.4. ) 77
k=0

On applique d’Alembert :

1,k:+1

(k+1)! x
zk k
k

lorsque k& — co. Donc la série converge pour tout x, c’est-a-dire que R = oo.

o0
Exemple 3.1.5. > klzF.
k=0

La série diverge si |z| # 0 et elle converge si x = 0, donc R = 0.

3.2. Séries entiéres et convergence uniforme

k

Théoréme 3.2.1. Soit Zakxk une série entiére de rayon de convergence R > 0. Alors,
0
k
pour chaque S < R, la série 3 aaz* converge uniformément sur [—S, S].
0

Remarque. En général, la convergence n’est pas uniforme sur (—R, R). Par exemple, on a

- 1

g k= —— si|z] <1
11—z

k=0

et on a vu que R = 1. Par contre, on voit que

n

sup
ze(—1,1)

€x —
k=0

pour tout n.
Kokskok

Démonstration. On fixe S < R. Pour tout x € [—S, 5], on a
|apz®| < |ag|S*

oo
et 3 |ag|S* converge (puisque S < R).
0

©.9]
Par le critére de Weierstrass, appliqué avec My, = a.S*, on conclut que > arz® converge
0

uniformément sur z € [—S, S].
UJ
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o0

Corollaire 3.2.2. La fonction f(z) := Y. apa® est continue sur (—R, R).

k=0
o0
Démonstration. Pour tout S < R, la séries Y apa® converge uniformément sur [—S, 5],
k=0

donc f est continue sur [—S, S]. Comme c’est vrai pour chaque S < R, il s’ensuit que f est
continue sur (—R, R).
O

o
Corollaire 3.2.3. Soit > apx® une série entiére de rayon de convergence R > 0. Pour tout

0
a,b tel que —R < a<b< R, on a

b 0 b
[ Sat =3 [t
a 0 0 a

Démonstration. 1l suftit d’appliquer le Ehéoréme 763

Exemple 3.2.4. On pose L(x) = 1:5% On montre que L se développe en série entiére

autour de z = 1. Si x| < 1, on a

e gt T At
1 o 1+1

T 00
/ Z (—1)™t"dr (car |t] < |z| < 1)
0 n=0

00 x
- Z(_1)”/ s (Corallaire 3-23)
0

n=0
_ f: (_1)nxn+1
—n +1
Ainsi, on a pour |z — 1| < 1
o
(=" 1
L(z) = IDians
W=3"Lw-

n=0

De plus, on voit que pour z = 0, la série diverge, donc le rayon de convergence est exacte-
ment 1.
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3.3. Dérivation terme a terme des séries entiéres

o0
Théoréme 3.3.1. Soit f(2) := 3 apz® une série entiére de rayon de convergence R > 0.

[e.9]
f'(z) = Z kapat 1 pour x € (—R, R).
k=1

[e.9]
Lemme 3.3.2. Y kapz"~! converge poue tout x avec |x| < R (R = le rayon de conver-
k=1

o0
gence de > apzF).
k=0

Démonstration. On fixe x avec |z| < R. On choisit 6 > 0 tel que |z| + < R. Alors

o0
S Jag|(Jz| + 0)F converge. On aussi
k=0

(Jz| + 0 = |z|* + k|zF 16 + - - 4 6%

> k|2t (Vk>0).

Donc, par le test de comparaison, la série
o
> lag|klz|*1o
k=0
1

F=1 converge et ainsi Y po o kapz*~! converge.

o0
converge. On voit que »_ klag||x
k=1

Démonstration du théoréme. On pose
0. 9] 0. 9] o
up(x) = apz®, flz) = Zuk(:c) et g(x)= Zu%(m) = Z kajat—1,
k=0 k=0 k=1

Par le lemme, le rayon de convergence de la série de g est au moins R. Donc, par le théoréme
de la Eection 32, pour chaque S < R,

o0
> ug converge uniformément vers f sur [—S, 5] et
0

o
> u}. converge uniformément vers g sur [—S, S].
0

Il suit que f est dérivable sur [—S, 5] et que f' = g sur [-S,S5].
Comme c’est vrai pour chaque S < R, en fait f dérivable sur (—R, R) et f' = g sur
(R, R).
O
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o0
Exemple 3.3.3. > 2% = ;L (2| < 1).
0

D’apres le théoréme, on a
= 1

Z kak—1 = m

k=1

[e.e]
On peut réappliquer le théoréme a la série entiére f/(x) = Z kagpxk—

[e.9]

Corollaire 3.3.4. Une série entiére f(z) = 3 apz® de rayon de convergence R > 0 est
0

indéfiniment dérivable et pour chaque n > 0, on a

F@) = k(k=1)(k—2)--- (k —n+ Daga™ " pour x € (~R, R). (%)

k=n

Corollaire 3.3.5. Sous les mémes hypothéses,

Démonstration. En posant z = 0 dans (x), on obtient f(™(0) = n!a,.
U

o0 o0

Corollaire 3.3.6. Si > apz® = > bpa® pour x € (=4,6), oi 6 > 0, alors aj, = by, pour tout
0 0

k> 0.

o
Démonstration. On pose f(x) = apa® et g(z) = Zbkx Selon I'hypothése, f(z) = g(z)
0

pour tout z € (—9,9).
Tl s’ensuit que £ (z) = ¢(™(z) pour tout = € (=4, 6) et pour tout n > 0. En particulier,
on a f(M(0) = ¢ (0). Par le Earallaire 333, on déduit que a, = b, pour tout n > 0.

O
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