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1 INTRODUCTION
2 QUATORZE AXIOMES

1. On considere un ensemble E réduit a deux éléments 0 et 1 sur le-
quel une addition + et une multiplication - sont définies par les tables

suivantes.
+ 0|1 - 101
0101 00
1(1]0 1101

Vérifier que les axiomes Al a A9 sont satisfaits. Est-il possible de
définir une relation d’ordre > sur E de fagon a satisfaire aussi les
axiomes A10 a A137

Solution.

Les axiomes A1l a A9 se vérifient directement a partir des tables. Il
est impossible de définir une relation d’ordre > sur E de facon a satis-
faire aussi les axiomes A10 a A13 parce que ces axiomes entrainent
nécessairement 1+ 1 > 0 alors qu’ici 1 + 1 = 0.

2. Montrer que a # 0 et b # 0 impliquent ab # 0 et (ab)~! = a~1b7 1.
Solution.

Sia# 0etab =0, alors a~'ab = b = 0. Ensuite, (ab)a b~! =
aa~'bb~! =1 donc (ab)~t =a~1b7 1.

3. Montrer que si a > b > 0, alors b~! > a~!. L’hypotheése b > 0 est-elle
nécessaire ? (Montrer par un exemple approprié que la conclusion est
fausse si elle est omise ou présenter un raisonnement qui n’en dépend
pas.)

Solution.
De a > b > 0, on tire d’abord 1 > a~'6 > 0 puis b=+ > a= ! > 0.
L’hypothese b > 0 est nécessaire : 1 > —2 mais 1 > —1/2.

4. Montrer que si @ > b > 0, alors a®> > b?. L’hypothese b > 0 est-elle
nécessaire 7 (Montrer par un exemple approprié que la conclusion est
fausse si elle est omise ou présenter un raisonnement qui n’en dépend
pas.)

Solution.

On peut multiplier les inégalités a > b et a > b membre & membre
lorsque b > 0 et obtenir a? > b%. L’hypothése b > 0 est nécessaire :
1> —2mais 1 < 4.



10.

Montrer que si a > b > 0, alors a® > b3. L’hypothese b > 0 est-elle
nécessaire 7 (Montrer par un exemple approprié que la conclusion est
fausse si elle est omise ou présenter un raisonnement qui n’en dépend
pas.)

Solution.

On peut multiplier membre & membre des inégalités comme dans
I'exercice précédent : a > b > 0 implique d’abord a? > b2, ensuite
a® > b3. L’hypothése b > 0 n’est toutefois pas nécessaire ici. Si
a>0>ba®>0>0balorsquesi0O>a>bona:—b>—a>0
donc (—b)3 > (—a)? > 0, c’est-a-dire —b% > —a® > 0 et enfin a3 > b3,
Vérifier que I'exponentiation, m,n — m", est une opération sur N qui
n’est ni commutative ni associative.

Solution.

On a par exemple 23 =8 #£9 =32 et

(23)* = 22 = 4096 # 2417851639229258349412352 = 281 = 2(3"),

Soit E ={p/q | p+q=s, pq€ N} Vérifier que E est borné et
déterminer sup E et inf E. (Justifier sa réponse.)

Solution.

E est fini. inf £ = 1/(s — 1) est atteint lorsque p=1et supE =s—1
est atteint lorsque p = s — 1 comme il est facile de le vérifier.

Soit E = {1/n | n € N}. Vérifier que E est borné et déterminer sup F
et inf . (Justifier sa réponse.)

Solution.

1 est une borne supérieure pour E et c’est la plus petite possible puis-
qu’elle appartient a E. 0 est une borne inférieure. C’est la plus grande
possible. Si en effet a > 0, il existe, en vertu de la propriété d’Ar-
chimede, n € N tel que 1/n < a et donc a ne peut pas étre une borne
inférieure pour F.

Soit E = {x | > 0}. Vérifier que E est borné inférieurement mais
pas supérieurement et déterminer inf F. (Justifier sa réponse.)
Solution.

E D N n’est pas borné supérieurement mais il ’est inférieurement par
0. On ainf £ = 0. Si en effet a > 0, a/2 € E et donc a ne saurait étre
une borne inférieure pour E.

Soit E = {n/(n+1) | n € N}. Vérifier que E est borné et déterminer
sup E et inf E. (Justifier sa réponse.)



11.

12.

13.

14.

Solution.

On a
1 n

— <

2 " n+1
La borne de gauche est atteinte pour n = 1, c’est donc la plus grande
borne inférieure possible. Pour vérifier que sup £ = 1, il suffit de voir
que quel que soit b < 1, il existe n € N tel que n/(n+1) > b c’est-a-dire
tel que 1/n < 1/b— 1, ce qui suit de la propriété d’Archimede.
Soit E = {n+(—1)"/n | n € N}. Vérifier que E est borné inférieurement
mais pas supérieurement et déterminer inf E. (Justifier sa réponse.)

<1

Solution.

Pour n = 2m, on a n+ (—1)"/n > 2m qui peut étre arbitrairement
grand puisque N n’est pas borné supérieurement. D’autre part, n +
(=1)"/n > 0 et Pégalité est atteinte pour n = 1, donc inf E = 0.

Montrer que si ) ¢ FF C E C R sont deux ensembles bornés,
inf £ <infF <supF <supkF.

Solution.

Toute borne supérieure pour E est aussi une borne supérieure pour F'.
En particulier, sup E est une borne supérieure pour F' donc sup F' <
sup F. L’inégalité inf F < inf F' se démontre de la méme maniere.

Soient E et F' deux ensembles non vides tels que x € E et y € F
impliquent = < y. Montrer que E est borné supérieurement, que F' est
borné inférieurement et que

sup F <inf F.

Solution.

Tout élément de F' est une borne supérieure pour F et tout élément
de E est une borne inférieure pour F. On a donc sup £ < y quel que
soit y € I de telle sorte que sup £ < inf F.

Soient () ¢ F, E C R deux ensembles bornés supérieurement. Montrer
que leur réunion E' U F' l'est aussi et que

sup(E U F') = sup{sup E,sup F'}.

Solution.
Sixz € E, alors x < sup E < sup{sup E,sup F'} et de méme, si z € F,
x < sup F' < sup{sup F,sup F'}. Ceci montre que F U F est borné



15.

16.

17.

supérieurement et que sup(F U F') < sup{sup F,sup F'}. D’autre part,
toute borne supérieure pour E U F' étant aussi une borne supérieure
pour E, on a sup F < sup{F U F'}. Semblablement, sup F' < sup{F U
F'}. Ceci montre que sup(E U F') > sup{sup E,sup F'}.

Soient ) & F, E C R deux ensembles bornés inférieurement. Montrer
que leur réunion E U F' l'est aussi et que

inf(E'U F) = inf{inf E, inf F'}.
Solution.

Analogue a celle de I'exercice précédent.

Soient ) & F, E C R deux ensembles bornés et considérons leur inter-
section E N F = EF. Est-il vrai que

sup(EF) = inf{sup E,sup F'}?

que
inf(EF) = sup{inf E,inf F'}?

(Justifier sa réponse).

Solution.

Les deux équations sont fausses. Considérer par exemple les ensembles
E={1,3,5}et FF={2,3,4}. Ona EF = {3} alors que inf{sup E,sup F'} =
inf{4,5} =4 et que sup{inf E,inf F'} = sup{1,2} = 2.

Soient ) & F, E C R deux ensembles bornés supérieurement. Soit
E+F={z+ylxecEyeF}.
Montrer que E + F' est borné supérieurement et que
sup(F + F') = sup E + sup F.

Solution.
Quel que soit z € E4+ F,ona z=xz4+y <supFE + sup F donc

sup(E + F) < sup FE + sup F.

Réciproquement, quels que soient xt € Fety € F, x+y € E+ F donc
x4y <sup(E + F) c’est-a-dire que x < sup(E + F') — y et par suite

sup E < sup(F + F) —y.
D’ou y < sup(E + F') — sup E pour tout y € F et
sup F' < sup(F + F) —sup E.



18.

19.

20.

Montrer que, quels que soient z,y € R, ||z| — |y|| < |z — y|.

Solution.

Onalz|=|z—y+yl <[z —y[+]ylet [yl = [y -z +a| <[z —y[+]z]
de telle sorte que £(|z| — |y|) < |z —y|.

Soit a < b. Montrer que l'inégalité |z — a| < |z — b| est équivalente a
I'inégalité x < (a + b)/2.

Solution.

Siz <a,|r—al <|r—0b|sietseulement si a—x < b—uz si et seulement
si a < b : les deux inégalités sont satisfaites.

Sia <z <b |r—al <|r—D>|sietseulement siz—a <b—xsiet
seulement si x < (a + b)/2.

Six > b, |x—a| <|zr—0b|siet seulement si z—a < x—b si et seulement
si a > b : aucune des deux inégalités n’est satisfaite.

Vérifier les relations suivantes :

sup{a,b}—(a+b);|a_b|,inf{a,b}—(a—i_b)z—m_b’.
Solution.
Sia>b,
sup{a,b}:a:(a+b)+(a_b):(a+b)+|a_b|
2 2
et b b b b
ey —p_ @ED == (et =t
2 2
Sia<b,
Sup{ayb}:b:(a+b)—|—(b—a):(a+b)—|—|a—b|
2 2
et b b b b
i) oo D= 0=0) _(a+h)—fa=b]

2 2



3 NOMBRES IRRATIONNELS

1. Montrer que I’énoncé suivant est équivalent au principe d’induction :

Soit E C N un ensemble tel que 1 € E et tel que n € E dés que
1,2,...,n—1€ FE. Alors E =N.

Solution.
L’énoncé entraine trivialement le principe d’induction : si n € E des

quen—1¢€ E, alorsn € Edesquel,2,...,n—1€ E et donc E =N.
Réciproquement, si 1l € F et n € E dées que 1,2,...,n—1 € F, soit
F={k|1,2,....,k € E}.

Alors 1 € F et k € F implique k+ 1 € F. Donc F = N.
2. Montrer que, pour tout n € N,

n(n—i—l)'

k:
2

NE

>
I

1

Solution.
Par récurrence sur n. La formule est triviale si n = 1. En supposant

que
1

3
|

(n — 1)7’1,
K T’
1

b
Il

on a
n

Zk: (n—1)n o n(n—|—1)‘
2 2
k=1
3. Montrer que, pour tout n € N,

- nn+1)2n+1)
k? = :
2 g

Solution.

Par récurrence sur n. La formule est triviale si n = 1. En supposant
que

n—1
(n—1)n(2n —1)
k2 = ,
2 ;

on a




4. Montrer que, pour tout n € N,

Solution.
Il s’agit de montrer que

Zkg _ n2(n + 1)2
Par récurrence sur n. L’égalité est triviale si n = 1. Supposant que

nz_:lk;3 ~(n— 1)%n?
k=1 4

on aura

zn:k?’ a3 (n —1)2n2 _ n?(4n + (n —1)?) _ n?(n +1)2
— 4 4 4 ’
5. Montrer que, pour tout n € N,
(1+2)">14nz

quel que soit z > —1.
Solution.
Par récurrence sur n. L’inégalité est triviale si n = 1. Supposant que

1+2)"t>14(n-1)z
quel que soit x > —1, on aura pour les mémes valeurs de x que
(1+2)" = (1+2)" 1 (1+2) > (1+(n—1)2)(1+z) = 14+naz+(n—1)z? > 14+na.

(Inégalité de Bernoulli. Le théoreme du bindéme ne donne 'inégalité
que pour z > 0.)

6. Montrer que si, pour 1 <k <n, 0 <ag <bp <1etb,—ar<c,alors
biby -+ by — araz - - - a, < ne.

Solution.



Par récurrence sur n. L’inégalité est triviale si n = 1. Supposant que
biby - - bn—l —a1a9 - 0p—1 < (n — 1)6,
on aura

biby---b, —ajaz---ay
=biby- - bp—1(bp —an) + (biba - -bp_1 —araz - an—1)ay
< (bn — an) + (ble cbp—1 —ajas - -an_l) <c+ (TL — 1)6 = nec.

7. Montrer que si n > 4,
n? < 2",

Solution.

Par récurrence sur n. L’inégalité est vraie si n = 1,2 mais fausse si
n = 3. Elle est vraie si n = 4 et en supposant que

(n—l)2 <2l et que n—1>4,
on aura

n=m-1+1)2=mn-1>%42n—-1)+1<2" 1 42.2"3 11
< 2n—1+2n—2+2n—2 — 9N

8. Montrer, par récurrence sur n, la proposition suivante :

P,:Pour £k=0,1,...,n, <Z> € N.

Solution.

La proposition Py est triviale. Supposant que P,,_1 est vraie, les rela-

(-0 ()

montrent que les nombres (Z) sont des entiers si 1 < k£ < n — 1.
Evidemment, (8) et (Z) sont des entiers.

9. Calculer les sommes suivantes :

(1) 2l x 0



Solution.
On utilise le théoreme du binéme. Avec a =b =1,

5()r

k=0
Aveca=-1,b=1,
n
n
—1)k =0.
> vt(y) =
k=0
Avec a = x,b =1 puis avec a = —zx,b = 1, on obtient
" /n
> () =asar
k=0

D

k=0

<Z> (—1)kzk = (1 — 2)".

n

En additionnant,
ny 5, 1 n "
= —((1 1-— .
kgpair <k>:p 2(( +2)"+(1—2)")

. Soient p, ¢ € N. Montrer que

(2206

pour tout 0 < n < p+q.
Solution.
On a (1+z)P* = (1+z)?(1+ 2)?. En vertu du théoréme du binéme,

S ()= () ()

n=0 i=0 §=0

S0

pour tout z. Mais, si
A(z) = ap+arztasz’+- - +ayz™ = bo+byz+boa’+- - 4byaz™ = B(x)
pour tout z, il faut que (z = 0) ag = by puis (considérant (A(z)—ag)/z

et (B(z) — bp)/z) il faut que a; = by, etc...

10



11. Montrer que si a # 0 et b*> — 4ac > 0, 'équation quadratique en x
ar? +bx+c=0

admet deux solutions.
Solution.

La relation
ax’ +br+c=0

est équivalente a la relation

e b B e
a 4a®>  a  4a?

b S N b

T+ — | =—+—.

2a a 4a?

Le membre de droite de cette équation étant strictement positif, elle

implique "
b c b2
t(rr )= (ot i)

. —b+ Vb2 —4ac
- 2a ’

ou encore a

c’est-a-dire

la formule de Viete habituelle.

12. Montrer que, pour tout n € N, a > b > 0 implique a'/™ > bl/",
Solution.

Silon avait a'/™ < b'/™, on en déduirait a < b en multipliant 'inégalité
précédente par elle-méme n fois.

13. Montrer que, pour tout n € N (n > 1), 0 < a < 1 implique al/" > a
alors que a > 1 implique a'/™ < a.
Solution.

Si lon avait a/" < a dans le premier cas, on en déduirait a < a™ donc
1 <a*let1l<aetsilon avait al/m > a dans le second, a > a”
d’abord, 1 > a1 ensuite, 1 > a enfin.

14. Montrer que

2, 2 2
ajaz + aga3 + - ap—1ay +anar < aj +aj +---a,.

Solution.

11



15.

16.

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz sous la forme
Sans (Y) (3]
k=1 k=1 k=1

b1:ag,bg:ag,...,bn_l:an,bn:al

avec

de telle sorte que
n n

sz:Zai.

k=1 k=1

Déduire « I'inégalité du triangle » de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n 1/2 n 1/2 n 1/2
() = () + ()
k=1 k=1

k=1

Solution.

On a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n 172 , 1/2
k=1 k=1 k=1

D’ou

k:l
< a§+2< a%) (Zbi) +) 0
k=1 k=1 k=1 k=1
" 1/2 n 1/2\ 2
k=1 k=1

Montrer que v/3 ¢ Q.
Solution.

Tout entier n € N est de la forme 3m ou 3m+1 ou 3m+2 avec m > 0.

Si v/3 était rationnel, on pourrait 1’écrire sous la forme

va=?
q

12



17.

18.

19.

20.

p,q € N n’étant pas tous les deux de la forme 3m. Comme 'on aurait

2 = 3¢?%, il faudrait que p soit de la forme 3m lui aussi (théoréme
du binéme). Alors on aurait ¢> = 3m? donc ¢ serait de la forme 3m
également !

Montrer que V2443 ¢ Q.

Solution.
On a

f'f*f+f

Si V2 4+ /3 = r était rationnel, on aurait
1
\/g = \/Q + ;

donc ) 1
3=2+2-vV2+
T T

et /2 serait rationnel !
Montrer que (a + bv/2)" ¢ Q quels que soient a,b,n € N.
Solution.

Le nombre a + by/2 est lui-méme irrationnel. En vertu du théoreme du
binome,

(a+bv2)r =Y <Z>an—k(b\@)k+ 3 <Z>a”_k(b\/§)k

k pair k impair

(n—1)/2]

7=0

Montrer que, lorsque n est impair, quelque soit a € R, il existe un et
un seul nombre b € R tel que b" = a.

Solution.
Lorsque a est strictement négatif,

a=—a=(=1)"p"=(=p)"=0b".
Montrer que /-3 ¢ Q.

Solution.
Puisque /=3 = —+/3, il s’agit de montrer que /3 est irrationnel. La
démonstation est semblable a celle de lirrationnalité de /3.

13

[n/2]
B n—2j 12§ oj n 2j+1 p2j+1 oj _
=Y <2j> D) + Z (2j+1>a b+ 27 /9 = A+ BV2.



4 SUITES NUMERIQUES

1. Pour chacune des suites suivantes, vérifier a partir de la définition de

limite que
lim a, =1;
n——+00
n n+n n+(—1)"
Gp = D Ap = ; = .
"1 " n+1 " n+1
Solution.
On a
n 1
—1| = < —<e€
n+1 ‘ n+1l n

des que n > 1/e;

n+\/ﬁ_1':\/ﬁ—1<\/ﬁ 1 1

n+1

pourvu que n > 1/€2;

sin>1/e

2. Montrer, a partir de la définition de limite, que

3yn 3

lim Y% 2
ntoo b /n+5 4’

n? 1

lm ——— = —;
n—+oo 2n2 — 100 2

an a

- (b#0)

li =
nﬂufoo bn+1 b

lim 2/t — 9

n—-+oo
Solution.
—On a
' 3v/n 3‘ 15

an+5 4| i@aynts) F

14



des que
o (15— 20e 2
n E——_—
16¢€

n? l_ 5
22 —100 2| |2n2—100] =€

/25 + 50e
> —.
€

— On peut évidemment supposer que a # 0. On a

—On a

des que

_oan__al__ o _
bn+1 b bl|bn + 1]
des que
n> - (H'“’).
0] |b]e
- On a

|2n/(n+1) - 2’ _ 2n/(n+1)(21/(n+1) o 1) < 2(21/(n+1) - 1)'

On aura donc
|2n/(n+1) - 2| <e

des que
e\ n+l €
2< (14+5)" =141+
2 2
c’est-a-dire des que

2
n>-——1.
€

. Montrer que si la suite {a, }nen converge, la suite {|ay,|}nen converge
aussi et
lim |ay| =] lim a,]l.
n—-+0o0 n—+00

Solution.
11 suffit de choisir a = lim,,—, 1o an, dans ||a,| — |a|| < |an — al.

15



4. Montrer que si a, < b, < ¢, pour tout n € N et si lim,—~10a, =
limy, 400 ¢n = L, alors limy, o0 by = L.
Solution.
Onab,—L<c¢,—L<|e,—L|let =b,+L<—-a,+L <|a,—L|
Par conséquent,

|by, — L| < sup{la, — L|, |e, — L|}.
Si n > n, implique |a,, — L| < € et si n > m, implique |¢, — L| < €, on

aura |b, — L| < € des que n > sup{ne, me}.

5. Pour chacune des suites suivantes, utiliser les regles du calcul des li-
mites pour évaluer

o
n 5 (—1)"n (n+5)(n+7)
VnZ+2 (-1)"tin+1 n? +mn+ 35
Solution.
On a

n 1
n—too\/p2 +2  n—too /1 42/n2 V1

—1)™n -1 .
li 3(—: li Y /S R
n—l}}-loo (—)nHln +1 n—1>r-|{loo \/1 + (=1)"tl/n ’

lim (n+5)(n+7): lim (1+5/n)(1+7/n):
n—too n2+4+mn+35  notoo 141/n+35/n2

6. Calculer

lim L;
n—+oo {/n 4 {/2

a —b"

(a>0,b>0);

im
n—+oo " + b

(Vnt+p—¥n) (kpeN)

lim
n—-+00

n?

lim —.
n—-+oo 2"

16



(Justifier son calcul).
Solution.

—On a
Un 1 1

li = = —.
TLHHJPOO {'/ﬁ_F{L/ﬁ 1+1 2

— On peut supposer a # b. Si a > b, on a

a” — " 1—(b/a)"

i = lim ——~—~+—=1.
ntoo g 4 b neoteo 14 (b/a)™
Sia<b,
1m a - b — hm (a/b)i_l e
n—+oo " +b"  n—+oo (a/b)" + 1

—On a

Yatp—

_ p
= (n —f—p)(k_l)/k + (n +p)(k—2)/kn1/k 4+ oo+ p=1)/k
p

<

— kn(k=1)/k
de telle sorte que

lim (n+p— {n) =0.
—On a
-1 —1D(n—2 —1(n—2
P (1) — 1y "D =D =2) | n(n = —2)
2 6 6
de telle sorte que
n? 6n
0< <

2" = (n—1)(n—-2)

et

n2

lim

n—-+0oo 27

=0.
. Montrer que a, — a > 0 et b, — 400 impliquent a,b, — 400 et que

a, — a < 0 et b, — 400 impliquent a,b, — —oc.

Solution.

17



10.

Soit M > 0. Si a > 0, soit n1 tel que n > ny implique |a, —a| < a/2 et
soit nys tel que n > nyy implique b, > 2M /a. Soit my; = sup{ni,na}.

Alors, sin > myy,
a2M

anb, > > a
Sia<0,ona—(—apby,) < —M dés que n est assez grand.
Montrer par des exemples appropriés qu’il est impossible d’attribuer
un sens a une limite de la forme 0 - +oo.
Solution.
Si a, = 1/n et b, = n?%, n ou \/n, a,b, tend vers +oo, 1 ou 0 respec-
tivement. Si a,, = (—1)"/n et b, = n? ou n, la suite des produits a,b,,
n’admet pas de limite.
Soit {[an, bn|}nen une suite d’intervalles fermés bornés emboités, c’est-
a-dire tels que a, < apy1 < b1 < by, pour tout n € N, et dont les
longueurs b,, — a,, tendent vers 0. Montrer que leur intersection

m [an, bn]

neN

se réduit a un point.
Solution.

La suite des extrémités gauches {a,, },ecn est croissante et bornée donc
convergente, celle des extrémités droites {b, }nen est décroissante et
bornée donc convergente. On a

lim b, = lim (b, —ay)+ lim a,= lim a,.
n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

Siz € M, enltn, bnl, il faut que limy, 4 o0 < = < limy— 4 o0 by

Soient {I, }nen une suite d’intervalles ouverts dont la réunion recouvre
I'intervalle fermé borné [a, b] :

U I, 2 la,b].

neN

Montrer qu’il existe un entier N tel que la réunion des N premiers
intervalles recouvre déja [a, b] :

N
U I 2 [a,0].
n=1
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(Théoréme de Borel-Lebesgue. Suggestion : supposant le contraire, ob-
tenir une suite d’intervalles emboités dont les longueurs décroissent
vers 0 et qui ne peuvent jamais étre recouverts par un nombre fini des
intervalles donnés.)

Solution.

Supposant le contraire, I'un au moins des deux intervalles [a, (a+b)/2],
[(a + b)/2,b] ne pourrait étre recouvert par un nombre fini des inter-
valles donnés. Donc, I'un au moins des quatre intervalles [a, (3a+b) /4],
[(Ba+b)/4,(a+b)/2], [(a+b)/2,(a+ 3b)/4], [(a + 3b)/4,b] ne pour-
rait ’étre, etc ... On obtient ainsi une suite d’intervalle fermés bornés
emboités J, la longueur de Jy, étant (b—a)/2¥. Soit = le point commun
a tous les J. Il est la limite des extrémités gauches et des extrémités
droites des J. Comme x € [a,b], il existe un intervalle ouvert I, tel
que x € I,. Mais alors les deux extrémités des intervalles Ji sont dans
cet intervalle I,, pour tout k assez grand!

2 n
lim (1 + ) = e2.
n—-+00 n

11. Montrer que

Solution.

La suite {(1 + %)n}neN est croissante (cela se vérifie comme dans la
démonstration du théoréme sur le nombre e) :

2\" " ok 1 2 E—1
1+2) =3 Z(1=-=)(1=-2)-- (1=
(1+2) %m( D) (-5
" ok 1 2 E—1 2 \"*!

<3 Z (1= 1— 1=
- +Zk!< n+1)< n—i—l) < n+1>+(n+1>

2 n+1
:(1+ ) |
n+1

Pour la suite partielle des termes de rang pair, n = 2m, on a

1 my\ 2
lim <<1 + > > = ¢?
m—-—+00 m

donc la suite toute entiere tend vers e2.

lim <1 + 2> — e2/3,

n—+00 3n

12. Montrer que
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13.

14.

Solution.
Toute suite partielle d’une suite convergeant vers une limite L converge

aussi vers L. Donc
92 3n
(1 + 377,) — 62

2 n

1 n
lim (1 — > —e L
n—-+o0o n

Montrer que

Solution.

On a
1 n+1 n n+1 1—n—1 i
(o) =) =0+ -

Soit {an }nen une suite bornée. Vérifier que les suites

By, = sup{a, | n > k}

et
by, = inf{a, | n > k}

sont décroissante et croissante respectivement. La limite de nombres
By, est la limite supérieure de la suite {an}nen et la limite des
nombres by est la limite inférieure de la suite {ay}nen, dénotées
respectivement par

lim sup ay,
n——+00

et par

lim inf a,,.
n—-—+o00

Calculer la limite supérieure et la limite inférieure de la suite {ay, }nen

si
(~1)n
U

Solution.

Puisque les ensembles {a, | n > k} décroissent lorsque k croit, leurs
bornes supérieures décroissent et leurs bornes inférieures croissent.

Pour la suite
12 34

Ty A
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15.

on a By =1 et bp = —1 pour tout k € N, donc

—_1)"
lim sup w =1
n—too N + 1
et 1y
liminf D
n—+oo n+ 1
Calculer lim;,,_, 4o an, lorsque
N an—1
=—, > 0;
(0799 1 T an . al
(an—l + 1)
ap = ————>, a1 = €
2
B 2
a_4+1
Ay = M . a; =0.
2
(Justifier son calcul).
Solution.
—Ona a
0<ap,=—2"1 <a,;.
Gp 1+a, . ap—1

La suite {a, }nen étant décroissante et bornée, elle converge et en po-
sant a = limy,— 400 an, il faut que

c’est-a-dire

—On al<as < aj et, par récurrence sur n,

ap—1+1
1<an:%<an_1.

La suite {a, }nen étant décroissante et bornée, elle converge et en po-
sant a = limy,— 400 an, il faut que

a+1

c’est-a-dire



16.

—On a a1 < as < 1 et, par récurrence sur n,

(la premiere inégalité est équivalente & (a,_1 — 1) > 0). La suite
{an}tnen étant croissante et bornée, elle converge et en posant a =
limy, 400 an, il faut que

c’est-a-dire

Montrer que la suite {a, }nen définie par la récurrence d’ordre 2

Ap—1 + Ap—2 ,
an:%, 0 < ay < as donnés,

converge vers
a1 + 2a9

3
(Suggestion : poser b, = a, — ap—1).
Solution.
Posons b, = a,, — a,_1 de telle sorte que

ap =a1+by+bs+ -+ by

La relation
Ap—1 + ap—2

ap = 5
équivaut a
1
bn = —an,1
dont la solution est
(1)
bn - sz
D’ou 1) .
2 —1)"
an:a1+§b2 <1_2’I’L—1>
et
lim a, = a1+ 2a;
n—-—4o00 n 3
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17.

18.

19.

Montrer que toute suite de points d’un intervalle fermé borné [a,b]
contient une suite partielle convergeant vers un point de [a, b].

Solution.

En vertu du théoreme de Bolzano-Weierstrass, une telle suite, étant
bornée, contient une suite partielle convergente. L’intervalle étant défini
par des inégalités larges et le processus de limite préservant ce type
d’inégalités, la limite est encore dans I'intervalle.

Soit {an }nen une suite numérique telle que
|an, — apy1| <

pour tout n € N, ot 0 < ¢ < 1. Montrer qu’elle converge.
Solution.

On a

|an - an+p| < |an - an+1| + |an+1 - an+2| +-+ |an+77*1 — Qn+p
1 — Pt c”
<
1—c 1—c

<A+ TP =

ce qui tend vers 0 lorsque n — +o00. En vertu du critere de Cauchy, la
suite donnée est convergente.

La suite des moyennes arithmétiques des termes d’une suite {ay, }nen
est la suite {my, },en définie par

ay+ag+ -+ an
- .

my =

Montrer que la suite {m,},en est croissante si la suite {a,}nen est
croissante.

Solution.
Puisque
ay+ag+---+ap
Gn+1 = ,
n
on a
e a1+a2+~-+an_a1+a2+~-+an+an+1
ntl " n+1 n n n—+1
_ 1 ag4+as+---+ap an+1
n+1 n n+1
_—(a1+a2+-~+an)+nan+1>0
N (n+1)n -

23



20. Montrer que la suite {my},en converge vers 0 si la suite {an}nen
converge vers 0.

Solution.
Pour tout m € N, on peut écrire

lar + az + -+ + an| n |ami1] + [amia] + -+ + |an|

n n

Donné € > 0, choisissons m tel que

n >m implique |a,| < ;

Alors, pour tout

2
n > sup{m, oz + a2 + +am\),
€

on aura
| |<e+n—me<
m — — €.
) n 2
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5 SERIES NUMERIQUES

1. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes et, le cas échéant,
calculer leur somme :

k=0
- —+o00 k
> ()
P 1+a
_ .
Z(l _ $2)k
k=0
Solution.
— 11 ’agit d’une série géométrique de raison r = —1/2. Comme |r| < 1,

elle converge et sa somme est 2/3.
— Série géométrique de raison r = a/(1 + a). Elle converge si et seule-
ment si |a| < |14al, c’est-a-dire si et seulement si a > —1/2. Sa somme
est alors 1 4 a.
— Série géométrique de raison r = (1—22). Elle converge si et seulement
si [1 — 2% < 1, c’est-a-dire si et seulement si z €]0,v/2[ U] —v/2,0].
Sa somme est alors 1/x2.

2. Soient S, et S la n'" somme partielle et la somme respectivement
de la série géométrique convergente de raison r. Montrer que

|7,‘n+1
S—-S,|=——
| nl 1—r
Solution.
On a
1 1 — gt pntl

S— 5, = = .
" l-r 1—7r 1—7r

3. Soient ug > 0 des nombres tels que

. Uk+1
lim R
k—+4oo UL

existe et que L < 1. Montrer qu’alors
+00
> e < 4oo
k=0

25



(critere de d’Alembert).
Solution.
Soit N tel que n > N implique

L+1
MS% (< 1).

Un

L+1Y’
UN+j S UN <2>
pour tout j > 0 c’est-a-dire que

L1\ N/L+1\*
up S un | —5— —

pour tout £ > N et la série donnée est majorée par une série géométrique
convergente et est, de ce fait, convergente.

Alors

. Montrer que la série Z;;’B 1/k! est convergente et que sa somme est
comprise entre 2 et 3.

Solution.
On a
+o00
1 11 1 111
kzokl:1+1+2!+3!+4!+-~§1+1+2+22+23+~-:3.

. Montrer que la série Z;ﬁ‘i 1/k(k + p) est convergente et calculer sa
somme — p € N est donné.
Solution.
Puisque

1

k(k+p) = k?
la série est convergente. On a, en utilisant les « fractions partielles » ,
que

k=1 k=1
1 (a1 g 1(E~1 “2 g 11
IR SRR PR SEI RSO
k=1 k=p+1 k=1 k=n+1 k=1



car
n—+p

> i<l
k=n+1 nt

. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes et, le cas échéant,
calculer leur somme :

> o
Pt 2k +1
2 b)
ped k 1
= k(k+1)(k+2)
Solution.
—On a ,
n n n—+
1 1 1 1
Z21<;+1Z 2k+2:§zi
k=0 k=0 k=1

—On a

k=2 2
1=ty iy 1 11 1 3
_ - L N I S 2
(52 2(+2 n n+1>_>4
k=1 k=3

— Cette série est convergente car
1 1
k(k+1)(k+2) — k%

Ecrivant

1 _A_ B C
Ek+1)(k+2) k k+1 k+2
(A+ B+ CO)k*+ (3A+2B+ C)k +2A

k(k+ 1)(k + 2) ’
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et résolvant A+ B+ C =3A+4+2B+C =0et 2A = 1, on obtient la
décomposition en fractions partielles suivante

L1121
Ek+1)(k+2) 2\k k+1 k+2

d’out

3

7. Montrer que si ug > 0 pour tout k € Ny, les séries
+oo +00 u
k
Suet Y
k=0 o 1tk

convergent ou divergent simultanément.

Solution.

On a

U
< ug
1+ uyg

donc la convergence de Z;ﬁ% uy implique celle de 2:8 ug/(1 + ug).
Réciproquement, si 720 ug/(1+uy) converge, ux/(1 +ug) — 0 donc
ur — 0 et, en particulier, il existe M > 0 tel que uip < M pour tout
k € Np. Alors

—+00 —+00 u
k
kz_oukskz_:olJruk(lJrM) < +o0.

8. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes :

—+00

1
> i

k=1
Xk

D

k=1
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10.

+oo
(~1)%k
Z k+1°

k=1

Solution.
— Puisque kY% — 1, il existe M > 0 tel que k'/* < M pour tout k € N
et alors

00 1 +o00 1
Zku-l/k ZZkM = Foo.
k=1 k=1
— Puisque
k! 1-2-3---k 2
= <
Kk k-k-k---k T k2

la série Y% k!/k* est convergente.
— La série > 7 25(—=1)%k/(k + 1) est divergente car son terme général
ne tend pas vers 0.

Montrer que la convergence des séries
+oo +00
E ui et g U]%
k=0 k=0
entraine la convergence absolue de la série
“+o0o
E UV -
k=0

Solution.
En vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

n n n —+00 “+00
SITTIEND SN SEEND BTN 9
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Soient S, et S la n'*™¢ somme partielle et la somme respectivement
de la série alternée convergente

vg—v1+v2—v3+ -

ou
vp>v1 >vy >wg > >0
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11.

12.

Montrer que « l'erreur » S — S, est du méme signe (—1)"*! que le
premier terme négligé et que

|S - Sn| < Upy1.

Solution.

On a

S — Sn — (_1)n+1vn+1 + (_1)n+2vn+2 + (_1)n+3vn+3 + (_1)n+4vn+4 4.

= 1)n+1((vn+1 — Unt2) + (Ung3 — Upga) + )

de telle sorte que

1S = Spl = lvnt1 — (Vnt2 — Vnt3) — (Vn4a — Vnis) — -+ |
= ('Un+1 - (Un+2 - 'Un+3) - (Un+4 - Un+5) — ) < Un+1-
Ainsi Perreur S — S, est du méme signe (—1)"*! que le premier terme

négligé et est inférieure, en valeur absolue, a la valeur absolue de ce
terme.

Soient ug des nombres positifs. Montrer que si

“+o00 n
[T+ w) = Jim TTC+u)
k=0 k=0

existe, alors

lim wu, = 0.
n—-+4o0o

Solution.
On a
n
[T+ w)
_ k=0 _
nll)rfoo(l +up) = nkr—ir-loo — =1.
(1 + uk)
k=0
Calculer
400 1
I (1 )



13.

14.

Solution.

Par récurrence sur n,

D’ou

n 1 —+oco 1
i T (1 ) =2 =2
k=0 k=0

Etablir une correspondance biunivoque entre les nombres réels positifs
et les développements binaires infinis de la forme

ou ag, by, € {0, 1}. Calculer le développement binaire de 22/7.
Solution.

La correspondance s’établit comme dans le cours. Pour ’exemple, on

Y1 11741 1 11741111

78 7 B % 7 3wl
de telle sorte que
2 gy Ll Ly
7T 23 26 7 29

Montrer que k < 2* pour tout k € N. En déduire que la série
>
10k
— 10

est convergente. Sa somme est-elle rationnelle ou irrationnelle ?
Solution.
Par récurrence sur k,

E+1<2F41 <2k 9=k
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15.

On a donc

k=1 k=1

On a

"1 1 "1 1

Sn=) 1t Tt Tt 1o

k=1 k=2 k=3
R e R = o 14
T101-4 100 1-L 1000 1-4& 1071 - L
10 (1 1 1 1 1 1 1 1
:9(10_10n+1+100_10n+1+1000_10n+1+"'+10n_10n+1>

0(11-3 n 10
= — _— _ _— —.
9 \101-% 107 81
La somme est rationnelle (il ne s’agit pas d’un développement décimal).

Montrer que ’ensemble des nombres algébriques de degré deux, c’est-
a~dire ’ensemble des nombres qui satisfont une équation du type

ar’ +br+c=0

avec a, b, c € Z, est dénombrable.
Solution.

Les équations en question sont dénombrables parce que Z est dénombrable.
Puisque chacune d’elle admet au plus deux racines, ces racines sont
elles aussi dénombrables.
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6 FONCTIONS CONTINUES
1. Soient f : ]a,b[— R et xg € ]a, b[. Montrer que

lim f(z)=1L

T—T0

si et seulement si

lim f(z)= lim f(z)=1L

Tr—x0, TT0 T—ITo—
(lire : f tend vers L par la gauche en x) et

x—>x1()l7nﬂlc’>mo f(l') - wgg{}Jr f(:E) =L
(lire : f tend vers L par la droite en x).
Solution.
Si
lim f(zx)=1L,
T—2x0, T<XQ
a chaque € > 0 correspond 6_ > 0 tel que 0 < xg—x < 6_ et = € |a, b]
impliquent |f(x) — L| < € et si
lim  f(x) =L,
T—To, T>X0Q
a chaque € > 0 correspond 64+ > 0 tel que 0 < x —xg < 4 et = € |a, b]
impliquent |f(z) — L] < e. Si § = inf{d_,01}, 0 < | — o] < 0 et
x € |a,b[ impliquent donc |f(z) — L| < e.

Réciproquement,
lim f(z) =1L
r—x0

entraine bien évidemment
lim f(x)=1L

r—x0, LT

et
lim  f(x)= L.
T—xo, T>XQ
2. Soit f : R — R une fonction. Montrer que

1
lim f(x) =L sietseulementsi lim f ( > =L.

T——400 z—0+ x
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Solution.
On a simplement

|f(x) — L] <€ pour x> M >0

si et seulement si

1 1
- | =Ll < O<y< —.
7(3) < v o<y

. Soient f,g :]0,+oo[ — R des fonctions telles que

lim f(z) =L et linbg(x) = +o00.

x—0

Montrer que dans ce cas

lim & =0.

z—0 g JJ)
Solution.
Donné € > 0, soit 6 > 0 tel que 0 < x < 7 implique |f(z) — L| < 1,
donc que |f(z)| < |L| + 1 et soit §; > 0 tel que 0 < = < §, implique
g(z) > (L] +1)/e. Alors si 0 < z < inf{ds,d4}, on a

|IL|+1)e

(
S L)

re

. On considere la fonction f : |0, +o0o[— R définie par
T+

f@) = 2
e+

Vérifier qu’elle est continue et calculer (si possible)

lim f(z).

z—0
Solution.
La fonction est continue sur |0, +oo[ comme étant composée de fonc-
tions continues strictement positives sur cet intervalle au moyen des
opérations de ’arithmétique et de ’extraction de racines. On a

4T a3/t 4 g1/
Yo+ Yr  xl/1241

lorsque x — 0.
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5. Montrer que I'enveloppe supérieure sup{f, g} et 'enveloppe inférieure
inf{f, g} de deux fonctions continues f, g : (a,b) — R sont continues.

Solution.
On a

suplf, g} = (f +9) -ZF 1f — 9l
et

inf{f, g} (f +9) - [/ =9l

6. Déterminer ’ensemble des points x ou la fonction  +— zlg(z) est
continue.
Solution.

La fonction est continue au point zg = 0 puisque
|z g(z)| < |z

et seulement en ce point puisque si elle était continue en zy # 0, la
fonction o (2)
zlg(z
Ig(z) = ———=
o(x) .
I’y serait aussi.

7. Montrer que toute fonction rationnelle peut s’écrire comme la somme
d’un polynéme et d’une fonction rationnelle dans laquelle le degré du
numérateur est strictement plus petit que le degré du dénominateur.
Solution.

Soit P

Rn,m = Q7:17
P, étant un polynoéme de degré n et @,,, un polynéme de degré m. Si
n > m, on peut diviser P, par Q,,

Pn = QmDn—m + Rk7

ou Ry est un polyndéme de degré k < m et écrire

Ry,
Rn,m = Dn—m + .
Qm

8. Montrer qu’une équation rationnelle,

ap+ a1z + asx® + - + apa”
by + bix + box?2 + - - - + bya™

)
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10.

11.

admet au plus sup{n, m} solutions.
Solution.
L’équation en question peut étre réécrite sous la forme

ap + a1z + agax® + - - - + apax™ = a(by + byx + box® + - + byx™)

qui est une équation polynomiale de degré au plus sup{n, m}.

Montrer que ’ensemble des nombres algébriques, c’est-a-dire ’ensemble
des nombres qui satisfont une équation du type

ap+ a1z + agx® 4+ - + apz” =0

avec ag, ai, .. .,ay € Z, est dénombrable.
Solution.

Pour chaque n, 'ensemble des équations possibles est dénombrable et
chacune d’elle admet au plus n racines.

Diviser le polynéme % + 222 — 2 — 4 par le polynéme z3 — x + 1.
Solution.

204202 —x—4=(2% -+ 1) 23—+ 1)+ 22—z —4
=@ -—z+ D)+ @ -+ —z(—2z+1)—2>+22% -z -4
=@ -+ +2)— P -+ D)+ (—z+1)+322—22 -4

=@ —z+D)(2*+r—-1)+322-32 -3

Factoriser le polynome z7 — 426 4 52° — 22% + 23 — 422 + 52 — 2.
Solution.
Soit Pr(z) = 2" — 428 +52° — 224 4+ 23 — 422 +- 52 — 2. Puisque P;(1) = 0,

Pr(z) = (x — 1)(2% — 325 + 22" + 2% — 32 — 2) = (x — 1) Dg ().
Comme Dg(1) = 0,
Pr(z) = (x — 1)*(2° — 22" + 2 — 2) = (z — 1)®D5(x).
Puisque Ds(1) # 0 et que D5(2) = 0,

Pr(z) = (z — 1)%(z — 2)(z* + 1).
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12. Déterminer le polynome de degré minimal qui passe par les points
(0,1), (1,-1), (2,1) et (3,—1).
Solution.
Un polyndéme de degré au plus 3 suffira.

Ps(x)=1-Ly(z) —1- La(x) +1- Ly(x) — 1 - Ly(x)

L) = E-DEDEZ L 93,
Loy = "EED _ Lote gy -3,
L) = T DO e 1y
et
Lu(x) = 2 ;2(_:‘1_ 2) _ %x(x )z —2)
donc
P3(£C)=—3 3 4622 3ac+1

Fic. 1 — Un polynéme d’interpolation

13. Déterminer le polynoéme de degré au plus 3, Ps, qui coincide avec la
fonction x +— |x] aux points 1/2,3/2,5/2,7/2.
Solution.
On veut



14.

15.

pour z = 0,1, 2, 3. Il suffit donc de prendre

1
Piy(x) =z — 7

Soient 1 < xo < x3. Déterminer une fonction spline
S(x) = Ao+ Ar(x — 1)y + Ao(x — m2) 1 + Az(2 — 23)4

qui s’annule si = ¢ [x1,x3] et prend la valeur 1 au point z5.

Solution.

Siz <z, S(x) = Ay = 0 implique Ag = 0.

Six > x3, S(x) = (A1 + A2 + A3)x — (A1x1 + Agxg + Azzs) = 0
implique A; + As + A3 =0 et Ay + Asxg + Azxs = 0.

Enfin, S(z2) = Ai(x2 — z1) = 1 implique Ay = 1/(x2 — 7).

D’ou

S(z) = (23 — w2)(x —x1)4 — (x3 — 1) (T = w2)4 + (22 — 71) (7 — I3)+.

(z2 — 1) (23 — 22)

Soient x1 < kg < - -+ < Xy, €6 Y1,Y2, - - ., Yn quelconques. Montrer qu’il
existe une et une seule fonction spline

S(z) = Ao+ Y Ap(z — zp)4
k=1

qui est bornée et qui prend les valeurs y; aux noeuds xy.

Solution.
On a
Ao =y
Ao+ Ar(x2 —21) = 92
Ao + Ar(zs — 21) + A2(23 — 72) = Y3
Ay + Al(xn — xl) + -+ An_1($n — xn—l) = UYp
ce qui détermine uniquement Ag, A1, --- , A,_1. Le coefficient A,, quant

a lui est déterminé par la condition
Ag+ A1+ A+ -+ A, 1 +A4,=0

qui traduit le fait que pour rester bornée, la fonction doit avoir une
pente nulle pour = > x,.
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7 PROPRIETES DES FONCTIONS CONTINUES

1. Montrer que l'intersection de deux ensembles ouvert est un ensemble
ouvert.

Solution.

Soient F; et 5 deux ensembles ouverts et xg € E1NFEs. Il existe 61 > 0
et 92 > 0 tels que |xg — 91,20 + 01 C E; et que Jzg — g, 20 + d2[ C Es.
Posant ¢ = inf{d1,d2}, on a

Jzo — 6,20 + 0] C E1 N Es.

2. Soient f,g : R — R deux fonctions continues qui coincident sur les
nombres rationnels. Montrer qu’elles coincident partout.

Solution.

La fonction f — g est continue et s’annule sur les rationnels. Tout
nombre étant une limite de nombres rationnels, elle s’annule partout.
Ou encore : si 'on avait f(z¢) — g(zog) > 0, on aurait f(x) — g(x) >0
dans un intervalle ouvert centré en xg ce qui est impossible puis-
qu’un tel intervalle contient des nombres rationnels. De fagon similaire,
I'inégalité f(xo) — g(zo) < 0 est impossible.

3. Soient f, g : R — R deux fonctions continues et z¢ un point ou f(zg) >
g(zp). Montrer qu’il existe un intervalle ouvert centré en xy dans lequel
f est strictement plus grande que g.

Solution.
La fonction f — g est continue et strictement positive en xq ; elle doit
rester strictement positive dans un intervalle ouvert centré en x.

4. Déterminer toutes les fonctions continues f : R — R qui ne prennent
que des valeurs rationnelles.
Solution.
Ces fonctions sont des constantes car si l'intervalle f(R) n’est pas
réduit a un point, il contient des nombres irrationnels.

5. Montrer que I’équation polynomiale 2" 4+ z + 1 = ¢ admet exactement
une solution dans I'intervalle 0, 1[.
Solution.
Le polynéme P, (x) = 2" +x + 1 — e est strictement négatif si x = 0 et
strictement positif si z = 1. Il admet donc au moins un zéro dans |0, 1[.
Il n’y en a qu'un parce que P, est strictement croissant sur [0, +oo[.
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6. Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que son graphe
G coupe la droite d’équation y = x.
Solution.
La fonction continue f(z)— x est positive si z = 0 et négative si z = 1.
Si ces deux inégalités sont strictes, elle admet au moins un zéro dans
I'intervalle |0, 1].

7. Montrer que ’équation 2% + pz + ¢ = 0 admet exactement une racine
sip>0.
Solution.
L’équation admet au moins une racine parce qu’elle est de degré im-
pair. Elle en admet exactement une parce que la fonction z +— 2> +
px + q est strictement croissante :

z} +pry +q— a3 — pro — ¢ = (x1 — 2) (2} + w122 + 25 +p) =0

n’a pas de solution si z; # x2 (équation quadratique en z1). (Une
fonction de type (x — A)3 n’est pas de la forme x3 + px + ¢ avec p > 0.)

8. Montrer que I’équation 22 + az? 4 bz + ¢ = 0 admet exactement une
racine si b —a?/3 > 0.
Solution.

En posant z = y — a/3, I’équation devient

2 3
3 _a” 2a° _ab _
y+<b 3>y—|—<27 3+c>—0.

9. En convenant que 0 est pair, montrer qu'une équation polynomiale de
degré n, P,(x) = 0, admet un nombre pair de solutions si n est pair
et un nombre impair si n est impair.

Solution.

Soit P, (z) = 0 I'’équation. Si n = 1, elle admet une racine. Si n = 2,
elle en admet deux ou aucune, donc un nombre pair. Supposons que
toute équation de degré plus petit que n satisfait I’énoncé. Si n est
impair, on aura au moins une racine donc P, = Q1 Ry, . Par hypothese
de récurrence, I’équation R, (z) = admettra un nombre pair de racines
et 'équation P,(x) = 0 en admettra un nombre impair. Si n est pair
et si ’équation P,(x) = admet au moins une racine, on aura encore
une décomposition P, = Q1R,, ou R,, admettra un nombre impair
de zéros, donc P,, en aura un nombre pair.
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10.

11.

12.

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer
que quel que soit n € N, il existe un point x,, tel que

Flan) = f (:cn + ;) .

(Suggestion : considérer g(0) +g(1/n)+g(2/n)+---+g(1 —1/n) avec
g9(x) = f(z) = f(x+1/n)).
Solution.
On a
9(0) +9(1/n) +9(2/n) +--- +g(1 = 1/n) = 0.

Sl existe k tel que g(k/n) = 0 alors on peut prendre x,, = k/n. Sinon,

il existe k et j tels que
i .
(3)o () <
n n

En vertu de la continuité de g, il existe x,, entre k/n et j/n tel que
g(xp) =0.

Soit f : R — R une fonction continue. Montrer que quels que soient
a < b, il existe un nombre 0 < C < 1 tel que

S () .
— <z <hb.
T+ () <(C si a<zx<
Solution.
Pour tout zg € R,
2
f*(20) <1
1+ f2(xo)

Soit donc xg € [a,b] un point ou f?(x)/(1 + f?(x)) atteint son maxi-
mum sur [a,b] et soit C' ce maximum. Alors 0 < C < 1 et

2
MﬁC pour tout a < x <b.

Montrer qu'un polynéme de la forme
2n—1 2n

Py () =ao+ a1z + -+ agp1x -

atteint son maximum sur R.
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13.

14.

15.

Solution.
On a

. . a2n—1 ao
lim Po,(x) = lim —x?n (1 — - 7) = —00.
r—+o00 r—-+o00 x x2n

Il existe donc A > 0 tel que |z| > A implique Py,(z) < P2,(0). Le
polynéme atteint son maximum sur 'intervalle [— A, A] et

sup{ Py, (z) | —A <z < A} = sup{Pa,(z) | —00 < x < o0}.

Montrer qu'une fonction f de la forme f(x) = |P,(x)| (P, étant un
polynéme) atteint son minimum sur R.

Solution.
On a

Gn—1

NP
B T = I el o+

ag
Hoe — | = oo,
T

Il existe donc A > 0 tel que |z| > A implique f(x) > f(0). La fonction
f atteint son minimum sur l'intervalle [—A, A] et

inf{f(z) | —A <z <A} =inf{f(x) | —oo <z < o0}.

Montrer que la fonction f(z) = a + bz™ 4+ 1/z atteint son minimum
sur l'intervalle |0, 1].
Solution.
On a
lim f(z) = +o0.

z—0

Il existe donc 1 > ¢ > 0 tel que 0 < x < ¢ implique f(x) > f(1). La
fonction f atteint son minimum sur Uintervalle [§, 1] et

inf{f(z) |0 <z <1} =inf{f(z) |0 <z <1}.

Soient f : R — R une fonction continue et (u,v) € R? un point
quelconque du plan. Montrer qu’il existe (au moins) un point du graphe
G de f plus pres de (u,v) que tous les autres.(La distance entre (u, v)
et (z,y) est /(z —u)2 + (y — v)?2).

Solution.

La fonction




16.

17.

est continue et
lim g(z) =400

z—oo
puisque
g9(z) = |z —ul.
Il existe donc A > 0 tel que |z| > A implique g(z) > ¢(0). La fonction
g atteint son minimum sur I'intervalle [—A, A] et

inf{g(z) | —A <z <A} =inf{g(x) | —00 <z < o0}.

Soit f : R — R une fonction continue telle que

f(x) > ax?
pour un nombre a > 0 approprié. Montrer qu’elle atteint son minimum
sur R.
Solution.
On a
lim f(z) = +oc.

r—+o00

Il existe donc A > 0 tel que |z| > A implique f(x) > f(0). La fonction
f atteint son minimum sur l'intervalle [—A, A] et

inf{f(z) | —A <z <A} =inf{f(x) | —o0o <z < o0}.

Vérifier qu’une fonction rationnelle du type

ar +b

R(z) = cr+d

est inversible si et seulement si ad — bc # 0. Vérifier que son inverse est
une fonction rationnelle du méme type. Vérifier enfin que la composi-
tion de deux fonctions rationnelles de ce type est encore une fonction
rationnelle de ce type.

Solution.

On considére le cas générique — celui ou abed # 0. Si ad — be = 0,
d=bc/a et
axr +b a

B = i befa ~ @

Si ad — be # 0, la relation

ary1+b axz+0b
cx1+d  cxa+d
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18.

19.

qui est équivalente &
(ad —be)(z1 —x2) =0

implique z1 = x2 et R est injective, définie sur R\ {—d/c} et '’équation

axr +0b _x
cx +d
admet pour solution
—dX +b
r=———
cX —a

quel que soit X € R\ {a/c}. On a aussi

ax+ﬁ+b

“Yets " _ (ao+by)x + (af + bd)
Casv+ﬂ+d (ca +dvy)z + (¢f + dd)
YT+ §

et
(ace + by)(cf + dd) — (af + bd)(ca + dy) = (ad — be)(ad — ) # 0.

Montrer que la fonction f(x) = zIg(z)+(1—z) (1-Ig(x)) est injective.
Ou est-elle continue ? (Justifier sa réponse).
Solution.

On a
{ T si x est rationnel

1 —x sinon.

Donc f(x1) = f(x2) implique 1 = z9. Si f est continue au point
r = lim, 4007 = lim, 4o %, avec r, rationnels et ¢, irrationnels,
on doit avoir

fey=z=1—=x

donc = 1/2. La fonction est effectivement continue au point 1/2
puisque

[f(x) = f(1/2)] = |& = 1/2].
(figure 2)
Montrer que la fonction f(x) = = + [z], * > 0, est inversible. La
fonction inverse est-elle continue ? (Justifier sa réponse.)

Solution.
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F1G. 2 — La fonction indicatrice

En écrivant que = = [z] + {z}, la relation
z1+ |21] = 22 + [22]

est équivalente a la relation

2(l21] = [=2]) = {z2} — {z1}.

Le membre de gauche est un entier relatif, le membre de droite est
dans l'intervalle | — 1, 1[. Ils sont donc nuls tous les deux et la fonction
f est injective. Elle est discontinue aux entiers,

lim z+ |z] =2n—1<2n= lim x+ |z],

T—n— r—n+

satisfait les relations

fle+1) = f(z)+2
et

f(k)y=2k, keN
et elle applique

10,1[u]1,2[U]2,3[U -
sur
E=1]0,1[U2,3[U]4,5[U ---

Siz+ |z] = X, alors 2[z| = |2+ |z]| = [X], 2 =X — |z] =
X — | X|/2 et la fonction inverse est



Cette fonction est définie pour tout X > 0, discontinue aux entiers et,
sur f(]0,+o0] ), on a

g(f(x)) =g(z + |z]) = .

10

Fic. 3 — La fonction x + |z

20. Soit f : (a,b) — R une fonction continue. Vrai ou faux? (Justifier sa
réponse.)
— L’image directe d’un intervalle ouvert par f est un intervalle ouvert.
— L’image directe d’un intervalle fermé par f est un intervalle fermé.
— L’image directe d’un intervalle borné par f est un intervalle borné.
Solution.
- Faux. Considérer une fonction constante.
- Faux. L’image de [0, +-o00[ par la fonction = — z/(z + 1) est [0,1].
- Faux. L’image de |0, 1] par la fonction x +— 1/x est [1, +oo].
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8 FONCTIONS DERIVABLES

1. Déterminer a et b pour que la fonction

f(x)_{1 siox>1,

2 4+ar+b si x<1

soit dérivable au point z = 1.
Solution.
Pour que la fonction soit continue, il faut que f(1-) =1+a+b=1
et pour qu’elle soit dérivable, il faut en plus que
-1 2 —a—1
lim &: A L = lim (z+14+a) =2+a=0.

z—1- x —1 r—1— r—1 r—1—
Doia=—-2et b=2.

2. Déterminer celles des fonctions suivantes qui sont dérivables : = +—
sgnz, r — |z|, z+— z|z|.

Solution.

La fonction x +— sgnx est discontinue donc non dérivable en x = 0.
La fonction = +— |z| est continue partout mais n’est pas dérivable en
x = 0. La dérivée par la gauche y est -1, la dérivée par la droite y est
+1. La fonction f(z) = z|z| est partout dérivable. Si z > 0, f(x) = x?
et f'(x) =2x.Siz <0, f(z) =—2?et f'(x) = —22. Enx =0, 0n a

lim @:O: lim ﬂ
z—0—- X z—0+ I

Donc

= (alal) = 2l

dx ST

3. Déterminer I'ensemble des points x olt la fonction f(x) = 2% Ig(x) est

dérivable.
Solution.

La fonction est dérivable en x( si et seulement si 9 = 0. En 0, on a

lim f@) = lim zIg(z) =0

z—0 X z—0
et si f était dérivable en un point zy # 0, la fonction discontinue
f(=)
Iop(z) = Z

I’y serait aussi.
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4. Soient f,g : R — R deux fonctions dérivables. Déterminer 1’ensemble
des points ou leur enveloppe supérieure

h(z) = sup{f(z), g(x)}

est dérivable.
Solution.

La fonction h est certainement dérivable aux points ou f(x) # g(x).
Si, par exemple, f(zg) > g(xo), on aura f(z) > g(x) dans un voisinage
ouvert de zg en vertu de la continuité des fonctions dérivables et donc

W (zo) = lim fe) = Flwo) _ f'(xo).

T—0 T — X

Aux point ou f(x) = g(x), on ne peut rien conclure comme le montrent
les fonctions f(x) = x4 et g(x) = (—x)4 pour lesquelles h(z) = |x| et
fz) =23 = h(z), g(x) = 0.

5. Vérifier que la dérivée d’une fonction dérivable paire est impaire, que
la dérivée d’'une fonction dérivable impaire est paire.
Solution.
Si f est paire,

f'(z0) = lim f&) = f(xo) ~ lim f(=z) = f(—x0)
T—T0 r — X T—T0 T — xo
T ygrjlxo W = _f/(—.T()).

Le cas impair est semblable.

6. Montrer que si la fonction f: R — R est dérivable en xg,

/ . flzo+h)— f(xo—h)
f(xg)_hli%hr 2h '

Montrer par un exemple approprié que la limite ci-dessus peut exister
sans que la fonction ne soit dérivable en xg.

Solution.
On a
rooN f(x) — f(z0) . flwo—h) — f(=xo)
f (o) = IE%, T — X N h£0+ —h
et
/ f(z) — f(z0) . flxo+h) — f(xo)
Fi(wo) = fElIEE%Jr T — To - hli>0+ h



donc

2 (o) = i f(@o+h) ; flao —h)

La fonction f(z) = |z| n’est pas dérivable en = = 0 bien que la limite
en question existe (elle vaut 0) pour cette fonction.

. Montrer que 'unique polynéme de degré au plus n, P, qui est tel que
P, (zr) =yk, pour k=1,2,...,n+1

peut se mettre sous la forme

n+1

L(z)
P,(x) = _—
avec "
n
L) = [~ )
k=1
Solution.
Considérons le polynome
L(x)

L(z) — L(x;)
Li(x;) =1 I =1.
1) = 1, Dy —a)
Donc .
n+
Sy
= () (g — @)
pour j = 1,2,...,n + 1 et le résultat suit de l'unicité du polynome

d’interpolation.

. Montrer que si f,g : (a,b) — R sont n fois dérivables, leur produit

Pest aussi et
n

(fo)™ =" <Z> F® gn=h),

k=0

Solution.
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10.

Par récurrence sur n. La formule est vraiesin =1 :
(f9)' =flg+ fq"

Si on suppose que

on aura

n—I1 n
n—1 n
— (k+1) ,(n—(k+1)) (k) ,(n=k)y _ (k) ,(n—1-k)
) ( I )(f g + fPgn=hy = <k>f g

k=0 k=0
en utilisant les propriétés des coefficients binomiaux comme dans la
démonstration du théoreme du binéme.
Montrer qu'un polynéme P admet un zéro de multiplicité k en x = a
si et seulement si

P(a) = P'(a) = --- = P*V(a) =0, PF(a) £0.

Solution.
Si P(z) = (z — a)*Q(z) avec Q(a) # 0, on a effectivement, en vertu
de I'exercice précédent,

P(a)=P'(a) =---=P*V(a) =0, P®(a) #£0.

Réciproquement, toujours en vertu de I’exercice précédent, P(a) = 0
implique P(z) = (x—a)Q1(z) puis P'(a) = 0 implique Q1(a) = 0 donc
P(z) = (r — a)?Q2(z), ainsi de suite. Le raisonnement s’arréte lorsque
P®)(a) # 0, cest-a-dire lorsque P(x) = (z — a)*Qp(x).

Montrer que si I'on a, identiquement en z,

n

Zak(ﬂc —a)t = ibk(x - )",
k=0

k=0

alors



Solution.
En vertu de la formule de Taylor,

k n
ap = 14 E bk(x—b)k
k! dz* prt

(la k%*me évaluée au point = = a). En utilisant la formule pour la
dérivée d’un produit, on obtient le résultat recherché.

a

kiéme

o1



9 PROPRIETES DES FONCTIONS DERIVABLES

1. Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction dérivable. Supposons que f’(z) # 1.
Montrer que son graphe Gy coupe la droite d’équation y = z exacte-
ment une fois.

Solution.

On sait que 1’équation f(x) = x admet au moins une solution. Sup-
posant que f(z1) — x1 = f(x2) — x2 = 0, on aura, pour un point x3
approprié,

xo —x1 = f(x2) — f(21) = f'(23) (22 — 71)

ce qui implique ici xo —x1 = 0.

2. Montrer que, quel que soit ¢, ’équation x* — 3z + ¢ = 0 admet au plus
une racine dans l'intervalle [—1, 1].
Solution.
Si ’on avait x:l)’—3x1+c:a:%—3:c2+c:o avec —1 <z < 29 <1,
on aurait, en vertu du théoreme de Rolle que 356% — 3 = 0 pour un
certain point x3 strictement entre x1 et x5 ce qui est impossible puisque
xr3 = *1.

3. Montrer que si une fonction n fois dérivable f : R — R admet n + 1
zéros distincts, sa n’®™€ dérivée f(™ g’annule au moins une fois.
Solution.

Entre chaque paire de zéros consécutifs d’une fonction se trouve au
moins un zéro de sa dérivée (théoreme de Rolle). Ainsi, f’ possede au
moins n zéros distincts, f” en posséde au moins n — 1, ... , f en
possede au moins un.

4. Montrer que si I’équation
ao+ a1z + asx® + -+ apz” =0
admet IV racines, ’équation
ai + 2a9% + -+ + napz™ =0

en admet au moins N — 1.

Solution.

Un zéro de multiplicité ny pour un polynome est un zéro de multiplicité
n1 — 1 pour sa dérivée : si

P(r) = (z —21)" Q(x),
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alors
Pl(z) = (z —21)" 1 (n Qz) + (z — 21)Q'(z)).

Si donc x1,x9,...,x, sont les zéros distincts de P, de multiplicité
respective ny,ng,...,ng (N1 +ng2 +---+ni = N), P’ aura au moins

k—14+n—14ny—14---4+np—1=n1+ne+---+np—1=N-1

7éros.

. Montrer que

‘ ° Y| <z -y

1+x2_1+y2

Solution.
En vertu du théoréeme des accroissements finis, il existe z tel que

z y
1+22 1442

lz —y| < yl < |z —yl.

1
— 1422 o=

_ 1— 22
(14 22)2

. Montrer quesi0O <petz,y>1,ona

p
< = — Y.
_2|:E Y|

‘1—|—ajp_ 14 9yP

Solution.
En vertu du théoreme des accroissements finis, il existe z > 1 tel que

p2P~t
(14 2p)2

‘1+xp_ 14+yP

P p
— < — — < = —yl.
|z yI_ZZI:E y|_2\ﬂf Y|

. Montrer que I'inégalité de Bernoulli
I+z)P>14+pzr, z>-1

est valable quel que soit p > 1.

Solution.

Cas x > 0. On considere la fonction f(x) = (1 4+ z)P sur l'intervalle
[0, z]. 11 existe ¢ €]0, z[ tel que (1 +2z)? —1 = p(1+ ¢)P~1a > pa.

Cas x < 0. On considere la fonction f(x) = (1 4+ z)P sur U'intervalle
[z,0]. Tl existe ¢ €]z,0[ tel que 1 — (1 +2)? = p(1 4+ ¢)P~!(—z) < —pz
puisque 1+ ¢ < 1.
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8.

10.

Soit f : R — R une fonction telle que

|f(z) — f(y)| < Alz —y|P avec p > 1.

Montrer qu’elle est constante.
Solution.

La fonction admet une dérivée identiquement nulle car

lim f(z) = f(x0) f(z) = f(x0)

T—x0 Tr — X Tr — X

= lim

Tr—XT0

< lim Alz — o[t = 0.

- Tr—XT0

Elle est donc constante.
Montrer que si 0 < u < v+ w, alors

U v w
< =+ .
14u " 1+v 14w

Solution.
Puisque

!/
<1—|—£L‘> 4z
la fonction  +— x/(1 4 x) est croissante et

U U+ w v w
< + .
14w " 1+v4+w ~ 14+v 1+w

Déterminer toutes les fonctions dérivables f : R — R qui satisfont
I’équation fonctionnelle

flx+y) = f(z)+ f(y).

Solution.

Dérivant la relation par rapport a y puis posant y = 0, on obtient
() = f'(0) pour tout x. Alors, en vertu du théoréme des accroisse-
ments finis, il existe z tel que

Puisque f(0) = 2£(0), f(0) =0et f(z) = azx.
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11. Déterminer les extrémums relatifs et absolus de la fonction

1
14z 14| —1

()

sur Uintervalle [—1,2] (figure 4).

Solution.
On a ) )
i —1
1155 oy si <x <0,
= 1 0<z<1
f(z) 1J{x+%—x si x
+ — si1l<ax<2.
1+ =

En calculant ses dérivées, on constate que la fonction est croissante sur
] —1,0[, décroissante sur ]0,1/2[, croissante sur |1/2, 1] et décroissante
sur ]1,2[. Le seul point critique est = = 1/2 et il s’agit d’un minimum
relatif. Comme

=5 10 =5 1 (5) =5 1= e s =1

le maximum absolu de f sur l'intervalle est 3/2, atteint en 0 et en 1 et
le minimum absolu de f sur I'intervalle est 5/6, atteint en -1 et en 2.

0.5/ 11
1+ x| 1+ |x-1]

-1 -0.5 0.5 1 1.5 2

F1G. 4 — Extremums absolus et relatifs

12. Soit f : (a,b) — R une fonction dérivable telle que f/(x) # 0. Montrer

qu’alors ou bien f’(z) > 0 pour tout x € (a,b) ou bien f’(x) < 0 pour
tout x € (a,b).
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13.

14.

15.

Solution.
La fonction f’, admettant une primitive, posseéde la propriété des va-
leurs intermédiaires.

Soient f, g deux fonctions deux fois dérivables dans un voisinage ouvert
de x( et s’annulant en xy. Donner des conditions suffisantes pour que
leur produit fg admette un extremum relatif en xg.

Solution.

Ona (fg) (o) =0et (fg)"(zo) = 2f"(x0)g'(x0). On aura un minimum
relatif si f/(z0)g'(zo) > 0 (les deux fonctions sont alors strictement mo-
notones de méme sens en z) et un maximum relatif si f/(zg)g’(xg) < 0
(elles sont strictement monotones de sens contraire en x).

Soient P et ) deux polyndomes admettant chacun un zéro de multipli-
cité k en xg. Montrer que
. Pz
lim =

P
0 Q) QP (o)

Solution.
Soient
P(r) = (z — xo)kpl(fl’), Pi(z9) #0
et
Q(z) = (z — 20)* Q1 (x), Qu(xo) # 0.
Alors
z—wo Q(x)  Q1(zo)
Or
k "R\ & p AR
P®(z) = Zo <j)d$j( — ) p k_jpl(x)
=
donc

et, de fagon semblable,
Q(k) (1‘0) = k!Q1<1‘0).

Soit g : R — R une fonction admettant une deuxieme dérivée continue
et telle que ¢g(0) = ¢'(0) = 0. Soit

M six
o= {iF oo

0 sinon.
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16.

17.

18.

Calculer f7(0).
Solution.
En vertu de la regle de 'Hospital,
_ /
g OO @) g1

z—0 X r—0 2 z—0 2% 2

f1(0) =

Appliquer la méthode de Newton & la fonction f(z) = z? — 3 pour
déterminer les premieres décimales de v/3.

Solution.

On a f(3/2)f(2) < 0. Choisissons xg = 1,75. On veut que 2|z| > M
et que 2|z — y| < M/2 sur lintervalle d’extrémités 7/4 — 1/8M et
7/4+1/8M. La premiére condition sera satisfaite si 2(7/4 —1/8M) >
M et la seconde si 1/2M < M /2. On peut donc prendre M = 1. Les
trois premieres itérations donnent 1,73214 , 1,73205 et 1,73205 .

Appliquer la méthode de Newton & la fonction f(x) = 2% — 2 pour
déterminer les premieres décimales de v/2.
Solution.

On a f(1)f(1,5) < 0. Choisissons zo = 1,25. Les hypotheéses garantis-
sant la convergence de la suite des itérés sont satisfaites si

5 3 \'_M (5 3 4M?

== 2, |7t ) <

4 32M) — 3 4  32M 9
donc si M = 3. Les trois premieres itérations donnent 1,26 , 1,25992
et 1,25992 .

Soit T un point fixe attractif d’une fonction g : R — R admettant
une dérivée continue (une fonction contintiment dérivable), c’est-
a~dire un point T tel que ¢g(T) = T et que |¢'(T)| < 1. Montrer qu’il
existe 0 > 0 et ¢ < 1 tels que

|z —Z| <§ implique |¢'(z)| <c.

En déduire que si |xg — Z| < 6, la suite {zy, }nen définie récursivement
par
ZTnt1 = g(zy) pour n >0
converge vers .
Solution.

Par continuité, on a |¢'(z)| < 1 dans un intervalle ouvert centré en
Z. Toujours par continuité (propriété des valeurs extrémes), il existe
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19.

20.

6 > 0 et ¢ <1 tels que dans I'intervalle fermé borné centré en T et de
longueur 2§, on ait |¢’(x)| < ¢. Vérifions par récurrence sur n que les
points x, restent tous dans l'intervalle fermé borné centé en T et de
longueur 24 et satisfont

|z, — | < dc".

Sin =0, cela est trivial. Si n = 1, en vertu du théoréme des accrois-
sements finis,

21 — | = [g(z0) — 9(Z)| < ¢ [z0 —T| < de.
Par hypothese de récurrence,
20 —Z| = |g(zn-1) — 9(T)| < ¢ |wn1 — 7] < 0"

Obtenir les premieres décimales de I'unique solution de I’équation

1
r=-—
14 22

par la méthode de ’exercice précédent — observer d’abord que cette
solution est comprise entre 1/2 et 1.

Solution.
Soit
1
9(x) = 1+ 22
Puisque
/@) = || < !

quelque soit z (la fonction est contractante), le point fixe cherché sera
attractif. Choisissant zg = 0,75 , il faut itérer dix-huit fois avant de
trouver x = 0, 6823 (avant d’obtenir z = g(x) a la quatrieme décimale).

Soit f : R — R une fonction admettant une deuxieme dérivée continue.
Supposons que f(Z) = 0 et que f'(T) # 0. Montrer l'existence d’un
nombre d > 0 tel que quel que soit le point z¢ € [T — §,T + 4], la suite
des nombres {x, }nen définie par

Tnt+l = Tp —

converge vers .
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Solution.
La fonction

admet une dérivée continue

oy @ @)
9= Ty

dans un voisinage ouvert de T et ses points fixes sont les zéros de f.
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10 FONCTIONS CONVEXES

1. Montrer qu'une fonction f : R — R convexe et concave est nécessairement
linéaire.
Solution.

On montre qu’elle admet une dérivée constante : on a en effet

fz) — f(x1) _ f(x2) — f(21) _ f(x2) — f(2)

r — I Tro — T1 To — T

quels que soient x1 < x < x9 donc

fl(@1) = f'(@2)
quels que soient z; < wo. La fonction f(z) — f/(0)z, admettant une
dérivée nulle, est constante : f(z) = f'(0)x + f(0).
2. Montrer qu'une combinaison convexe de fonctions convexes, Y, _; Ax fx
avec A\, € [0,1] pour tout k et Y, A = 1, est une fonction convexe.
Solution.

Soient u,v deux points de 'intervalle de définition commun des fonc-
tionset 0 <A <1.0n a

SeQu A+ (1 = N)v) < Af(u) + (1= A) fr(v)
pour tout k donc

ZAkfk (Au+ (1= Z A\ fe(w) + (1= A) fi(v))

k=1 =
= )\Z/\k Jr(u) + (1 =X) Z)\k Jr(v)
k=1 k=1

3. Montrer qu’une fonction spline du type

S(@) =) Ap(z — )y

k=1

ou Ax > 0 pour tout k est convexe.
Solution.

Chaque fonction (x — xy)4 est convexe comme combinaison convexe
des fonctions convexes x — x — x) et x — | — x|

(1A + (1 = Ny — 2| = [Me —2x) + (1 = A (y — 2)))
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et est donc convexe. La fonction S est elle-méme un multiple positif
d’une combinaison convexe de ces fonctions

s (S (St o)

. Montrer qu'une fonction convexe croissante d’une fonction convexe est
convexe.

Solution.

Soient f : (a,b) — R une fonction convexe et g : R — R une fonction
convexe croissante. Si u,v € (a,b) et 0 < A <1, 0n a

FOu+ (1= X)) <Af(u) + (1= A)f(v)
donc
9(fQut+(1=Av)) < g(Af(w)+(1=A) f(v)) < Ag(f(u)+(1=A)g(f(v)).

. Etudier la convexité d’une fonction rationnelle du type

b
R(z) = ij_d . (ad—be > 0).

Tracer le graphe. En déduire I'inégalité suivante : si x; < —1 pour tout

k,

Solution.
On considere le cas générique — celui ol abed # 0. On a

;o ad—bc

R(x) = (cx + d)?
“ —2¢(ad — be)
Ri(z) = (cx +d)3 ~

La fonction est définie sur | — oo, —d/c[ U | — d/c,+o0[. Elle est crois-
sante sur chacun de ces deux intervalles. Si ¢ > 0, elle est convexe sur
le premier intervalle et concave sur le second, le contraire si ¢ < 0. La
fonction




6l
4l
o x+1
y X +2
T
-4 -3 -2 -1 1
-2l
-4l

Fic. 5 - Casad —bc>0¢et ¢ >0
est convexe sur l'intervalle | — 1, +00] et 'inégalité a démontrer s’écrit
1 ¢ 1 ¢
1(13m) <235 s
k=1 k=1
6. Etudier la convexité d’un polynoéme cubique

P(z)=2* 4+ az’ + bz + c.

Tracer le graphe.
Solution.
On a
P'(x) = 32% 4+ 2ax + b

et
P"(z) = 6x + 2a.

La fonction est concave si x < —a/3 et convexe si x > —a/3. Si a® —
3b < 0, elle est toujours croissante, si a® — 3b > 0, elle est décroissante

lorsque
—a—+va%—3b e —a++va*—3b

3 o 3

et croissante ailleurs.

7. BEtudier la convexité de la fonction

1+ x|x|
fla) = 14227
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Fia. 6 — Polynomes cubiques

Tracer le graphe.
Solution.
La fonction est constante sur l'intervalle [0, 400 et si 2 < 0, on a

R
T =y
. 4(—1+ 32?)
f//(x) — W

La fonction est donc convexe si et seulement si x < —1/v/3.

-0. 25}
-0.5¢
-0. 75}

F1G. 7 — Point d’inflexion en —1/\/§
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8. Montrer que la fonction f(z) = (1 — 2P)/P (p > 1) est concave sur
I'intervalle [0, 1].
Solution.
On a
f@) = —aP~H (1 —ab)/P !

et
(@) = —(p— 1)aP~2(1 — aP) /P2,

9. Vérifier que la fonction f(z) = (1 4 |z[P)'/? est convexe quel que soit
p > 1. En déduire I'inégalité suivante (Minkowski) :

(zn: xkl/p> + <§n: ykl/p> < (zn: (z +yk)1/p>
k=1 k=1 k=1

si tous les nombres x; et y; sont positifs.
Solution.

La fonction est composée des fonctions z — |z| et y — (1 +¢?)'/?. La
premiere est convexe, la seconde est convexe croissante :

(a +yp)1/p)/ =y (1 4y

et
((1 + yp)l/p)” =(p- 1)yp72(1 + yp)l/pﬂ_

Dans la démonstration de 'inégalité de Minkowski, on peut supposer
que tous les y; sont strictement positifs (par continuité). Elle est donc
équivalente a I'inégalité

n 1/p P n 1/p\?
Ly, (zg +yr) /P
1+ (Z nl/p> = <Z nl/p>
k=1 Zj:l Y; k=1 Zj:l Y;
c’est-a-dire a l'inégalité
n 1 py 1/p n
{1 N (Z yk/p(mk/yk)l/p> } § yel/P(1 + g ) VP
n 1 - n 1 '
k=1 Zj:l yj/p k=1 Zj:l yj/p

Elle découle alors de I'inégalité de Jensen

! <Z )\kuk> <> NS (ur)
k=1 k=1
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10.

appliquée avec

Soit p > 1. Déduire I'inégalité de Minkowski suivante :

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z (zx + yk)p> < <Z xk”) + <Z yk”)
k=1 k=1 k=1

a) de l'inégalité de Holder;

b) de la concavité de la fonction f(z) = (14 z!/P)P.

Solution.
En vertu de I'inégalité de Holder, on a

Doty =Y (wn+y) e+ Y (e u)”
k=1 k=1 k=1
n 1/p n 1/p n 1-1/p
= <Z wkp) + <Z ykp> (Z(%‘k + yk)p> :
k=1 k=1 k=1

La démonstration directe a partir de la concavité de la fonction est
semblable a celle de I'exercice précédent.
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