MAT 6111 - Mesure et intégration

Final

Décembre 2011

Chaque question vaut 10 points.

1. Soient f € L2([0, +oo]) et

Flz) = /0 " f)a.

Montrer que
F
lim (2)
T—+00 ﬁ

Suggestion. Fixer a > 0 et appliquer I'inégalité de Holder sur l'inter-

valle [a, x].
+o0 J +o0 6—|y‘ d
/oo ! /oo 1+ ($ - y)2 v

=0.

2. Calculer

(Justifier son calcul).

3. Si (X, %, ) est un espace mesuré et f, g € L°(X, T, 1) sont deux fonc-
tions mesurables, on rappelle que

As(f,9) ={z | [f(z) — g(x)| > b}
Soient f, fr € L%(X, T, 1) des fonctions telles que, pour tout § > 0,

+oo
> ulAs(fr, ) < +o.
k=1

Montrer qu’alors les fonctions fi convergent u-presque partout vers f.

4. Soit pp la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a la fonction
F(z) = arctanz + |z

(arctangente et partie entiere).



— Calculer IU’F(]aa b])a ,U'FG — 00, bD et IU’F(]CL7 +OOD
— Déterminer la tribu ¥,,. des ensembles mesurables F puis pp(F).
— Déterminer l'espace L' (R, Tup, ur) des fonctions intégrables f puis
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